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分 析 力 学 的 基本 原理 与 基本 运动 向 分 方程 都 起 源 于 某 些 基本 
概念 ， 如 约束 、 虚 位 移 等 。 在 这 一 党 里 ，. 我 们 介绍 约束 、 广 义 坐 
标 、 蕉 坐标 、 上 处 位 移 、 理 想 约束 、 交 换 关 系 等 基 木 概念 及 其 近代 
发 展 ， 最 后 给 出 一 些 历史 资料 。 


$1.1 约束 及 其 分 类 


本 节 讨 论 约 来 、 约 束 方程 、 约 束 的 分 类 、 微 分 约束 的 可 积 性 
定理 以 及 约束 梳 念 的 近代 推广 等 问题 。 


1,1.1 约束 


研究 质点 系 和 对 某 个 惯性 坐标 系 的 运动 。 

定义 1 在 系统 点 的 位 置 和 速 弃 上 ， 事 先 加 上 一 些 几 何 的 或 
者 运动 学 特性 的 限制 ， 我 们 把 这 些 限 制 称 为 约束 。 

例如 ， 火 车 被 限制 在 铁 航 上 适 动 ， 铁 轨 是 火车 的 约束 。 刚 体 
内 任意 随 点 记 的 距离 保持 不 变 的 条 件 是 约束 。 这 些 约 东 是 加 在 点 
的 位 置 上 的 几何 限制 。 冰 刀 运 动 的 速度 只 能 沿 冰 刀 平 面 与 冰 面 的 
交 线 上 ， 这 个 约束 是 加 在 点 的 速记 上 的 和 运动 学 限制 。 注 意 ， 约 束 
是 事先 加 上 的 限制 ， 因 此 ， 当 系统 运动 时 ， 不 论 作 用 王 其 上 的 力 
和 运动 初始 条 件 如 何 ， 这 些 限 制 都 必须 得 到 满足 。 

受到 约束 的 系统 称 为 非 自 由 系统 。 反 之 ， 不 受 约 东 的 系统 称 
为 自由 系统 。 自 由 系统 在 主动 力作 用 下 可 能 在 空间 中 任意 运动 。 
在 同样 主动 力作 用 下 ， 非 自由 系统 与 自由 系统 相 比 较 ， 加 在 系统 
的 点 上 的 约 东 在 基 神 程度 上 限制 了 系统 的 可 能 运动 。 
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1.1.2 约束 方程 


一 般 的 约束 条 件 都 可 用 约束 方程 或 约束 不 等 式 来 表达 。 这 就 
需要 根据 已 给 条 件 ， 利 用 几何 学 和 运动 学 知识 来 写 出 具体 的 数学 
例 1 本 个 质点 在 半径 为 买 的 固定 球面 上 运动 ， 且 两 点 问 距 
离 7 保持 不 变 。 
以 园 定 球面 中 心 为 原点 ， 取 一 轩 定 直角 坐标 系 。 设 两 质点 在 
此 举 标 系 中 的 学 标 分 别 为 (x1, yo 3》 和 《x 43，22)， 于 是 两 
点 间 中 离 为 常 值 7 的 条 件 可 表 为 
(Xa T+ 2 0 (1.1) 
而 两 点 在 半径 为 及 的 固定 球面 上 的 条 件 分 别 为 
%1 + 十 2 一 至 2 一 0 Cll.2) 
%E yi 2 R=0 (1,1.3) 
约束 方程 《1.1.1)、(1.1.,2) 和 (1,1.3) 就 是 加 在 该 系统 
的 点 的 位 置 上 的 几何 限制 。 : 
例 2 两 个 质点 用 变 长 度 7 = 二 (2) 的 杆 相 联结 ， 其 中 1 为 
有 时间， 为 的 妙 数 。 
设 两 质点 在 空间 茶园 定 直角 坐标 系 中 的 从 标 为 《%1, Yi 321) 
程 (%z， yz 2zy， 则 约束 方程 为 
《Ya 一 4:)2 二 《Ya 一 3 二 《2 一 21)2 一 (一 0 (1.1.4) | 
例 3 在 平 呈 上 运动 的 两 个 质点 用 不 变 长 1 的 杆 相 联结 ， 并 
县 杆 中 点 的 速度 补丁 方向 。 
设 丙 个 质点 的 坐标 分 别 为 《x5 314) 和 (3%3, y:)， 则 两 点 间 


(Xe) + (1.1.5) 
而 杆 中 点 速度 祝 村 方向 的 条 件 可 表 为 
充 ) 二 入? P+ yy 
RR (1.1.6) 


约束 方程 (1.1.5) 是 对 点 的 位 置 的 几何 限制 ， 而 约束 方程 
《ii1,6) 则 是 对 点 的 速度 的 运动 学 限制 。 ll 


1.1.3 约束 的 分 类 


当 应 用 基本 原理 推导 系统 运动 微分 方程 时 ， 约 束 本 身 的 人 性质 
有 极 大 影响 。 不 仅 系 统 运 动 的 形式 ， 而 且 为 研究 运动 所 选取 的 方 
法 都 依赖 于 约束 的 性 质 。 因 此 ， 必 须 研 究 和 区 分 约束 的 类 型 。 可 
以 按照 各 种 特征 将 约 来 分 类 ， 例 如 ， 分 为 完整 的 与 非 完整 的 ， 定 
党 的 与 非 定常 的 ， 单 面 的 与 双 面 的 ， 理 想 的 与 非 理 想 的 ， 等 等 。 

1， 完 整 约束 与 非 完 整 约束 

研究 由 六 个 质点 组 成 的 力学 系统 ， 虚 的 直角 坐 标 为 x;, i， 
zi， 速 认为 ;Yi 2 (I 二 1 人)。 

定 2 ”用 点 的 直角 坐标 妇 ， yi, zi 和 有 时间 #& 的 有 限 方程 ( 非 
微分 方程 ) 表示 的 约 来 ， 称 为 几 全 约束。 

例如 ， 约 来 《1.1.1) 一 (1.1.5》 都 是 几何 约束 。 儿 何 约 束 的 
一 般 形式 可 表 为 

F(Xi, Vis Zi 1) =0, 
(2=1, 0 Ns d=1, ALIN) (1.1.7) 

当 存 在 约束 (1.1.7?) 时， 系统 不 能 在 每 一 时 刻 在 空间 取 任 意 位 
置 ， 几 体 的 来 是 在 时 刻下 加 在 系统 可 能 位 置 上 的 限制 。 

定义 3 用 点 的 直角 华 标 Xi, yi, 21， 速 度 X,Y i, iz 和 时间 
t 表示 的 约束 称 为 微分 约束 。 | 

化 如 ， 约 东 (1.1.6〉》 是 微分 约束 。 微 分 约束 的 一 般 形 式 为 

Fa{ ws Vis a his Vi Lis £)=0, 
(B=], ee, SEIN; 2=1, 0 N) (1.1.8) 

约束 《1.1.8) 是 加 在 系统 中 点 的 速度 土 的 限制 。 

定义 4 几何 约束 和 可 积分 的 微分 约束 称 为 完整 约束 。 

定义 5 不 可 积分 的 微分 约束 称 为 非 完整 约束 。 

定义 6 带 有 非 完整 约束 的 力学 系统 称 为 非 完整 系统 。 


ee 


微分 约束 是 关于 人 举 标 的 微分 方 种 。 关 于 可 积 性 与 不 可 积 性 的 
概念 有 两 种 不 同 的 泣 义 ，(1) 找到 在 其 变化 的 定义 域 中 点 的 坐标 
之 间 的 有 限 方程 ， 使 之 等 价 于 给 定 的 微分 方程 : (2) 找到 作为 时 
间 函 数 的 坐标 %i 王 Xi( 科 ,yi 一 Vi(8), 2 二 zi(#)， 使 之 满足 用 微分 
方程 表示 的 给 定 的 非 完 整 约束 。 非 完整 约束 在 第 一 种 涵义 中 是 不 
可 积 的 ， 在 第 二 种 涵义 中 是 可 积 的 ""。 本 书 采用 第 -~ 种 涵义 。 例 

约束 | 

XXX 十 4 用 十 2 一 和 (1,1.9) 

是 完整 的 ， 央 为 由 此 可 得 判 方程 汪汪 y+? 二 5， 即 表示 坐标 之 

间 不 独立 性 的 有 限 关系 。 这 个 完整 约束 表明 ， 虚 的 轨道 应 在 球面 

上 。 非 完整 约 东 的 不 可 积 性 是 指 不 能 找到 华 标 间 的 有 限 方 程 使 之 

等 价 于 给 定 非 完 整 约束 的 微分 方程 。 非 完整 约束 在 这 种 涵义 下 是 

不 可 积 的 ， 伺 同时 可 以 找到 满足 非 完整 方程 的 点 的 轨道 。 例 如 ， 
约束 


~—2%=0 (4.1.10) 
是 非 完整 的 ， 因 为 不 能 由 式 (1.1.10) 得 到 关系 
f(%, Y, 2) 一 C {1,1.11) 
但 可 指出 满足 给 定 条 件 的 点 的 轨道 ， 例 如 
X=12, y= 1, 2=: 2 (1.1.12) 


实际 上 ， 这 些 函 数 使 方程 (1 ,1,10) 成 为 伍 等 式 , 即 运动 (1.1.12) 
满足 约束 (1.1.10)。 但 是 ， 不 能 在 位 有 形 空间 里 指出 一 个 确定 的 
曲面 ， 使 满足 约束 《1.1.10》 的 所 有 轨道 在 此 曲面 上 。， 

定义 7 在 不 可 积 的 微分 约束 (1.1.8) 中 ， 如 天: 对 壤 ， 
F121 是 线性 的 ， 则 称 为 线性 非 完整 约 来 ， 否 则 称 为 非 线 性 非 完 
整 约束 。 

线性 非 完 整 约束 的 一 般 形式 为 


MM 
>， (CApitst+ Baryi tCp;s2i) + Da=0, 
2=1 


(B=1, …， g) (1.1.13) 


其 中 系数 AAs;, Bsa;, Cor 和 呈 。 是 坐标 和 时 间 的 函数 。 在 呈 pe=0 
的 特殊 情 遍 下 ， 约 束 《1.1,13〉 称 为 线性 齐 次 非 完 整 约束 。 约 束 
(C1.1.6) 和 和 《1.1.10〉 都 是 线性 齐 次 非 完整 约束 。 


非 线 性 非 完 整 约束 的 著名 例子 是 APPell- -Hamel 椅子 轮 ， 
其 约束 方程 为 “2 


Xr :二 (1.1.14) 


其 中 4&4,。 为 常数 。 约 束 (1.1.14) 是 非 线性 齐 次 非 完整 约 束 。 
非 完 整 约束 的 其 它 例 子 参 见 文献 [2]。 
具有 完整 约束 的 系统 与 具有 和 非 完 整 约束 的 系统 ， 在 运动 性 质 
上 和 研究 方法 上 都 有 着 本 质 的 差别 。 研 究 非 完整 系统 要 比 研 究 完 
整 系统 复杂 得 多 ， 困 难得 多 。 | 
2， 定 常 约束 与 非 定常 约束 
约 东 可 分 为 依赖 于 时 间 的 约束 和 不 依赖 于 时 间 的 约束 。 
定义 8 如 果 时 间 不 明显 地 出 现 于 约束 方程 中 ， 则 称 为 定 
党 约束 ， 否则 称 为 非 定 常 约束 。 l 
定常 的 完整 约束 可 表示 点 处 在 不 随时 间 而 变形 且 不 随时 间 而 
移动 的 固定 曲面 上 。 例 如 ， 定 党 约束 
生 + 让 + 生 -一 (1.1.15) 
表示 点 在 半 轴 长 为 &, b,c 的 固定 椭 球 面 上 。 非 定 常 的 完 整 约束 
可 表示 点 或 者 保持 在 随时 间 变 形 的 曲面 上 ， 或 者 保 竺 在 随时 间 移 
动 的 曲面 上 。 例 如 ， 非 定常 约束 
+ 其 + 1， (#>>0) (1.1.16) 
表示 点 在 运动 过 程 中 保持 在 实 球 面 上 ， 但 此 权 球 的 一 个 半 轴 不 断 
改变 其 量 值 ， 羡 即 点 处 在 随时 间 而 变形 的 权 球 面 上 上。 又 如 ， 非 定 
常 约束 
(x—51)2 +4 y+ 2 R? {1.1.17) 
Si 5 


表示 点 在 半径 为 尺 的 球面 上 上 ， 但 此 球面 的 球 心 以 5 单位 的 速度 沿 
* 轴 移动 。 
约束 (1-1.6)、(1.1.10》 和 《1.1.14) 都 是 定常 的 非 汪 整 
约束 ， 
关于 非 定 常 系统 的 更 一 般 的 几何 和 解释， 可 在 非 定 常 几何 学 和 和 
非 定常 非 完 整 几何 学 中 查 到 "3?。 
具有 定常 约束 的 系统 与 具有 非 定常 约束 的 系统 ， 在 运动 件 质 
-上 和 研究 方法 上 都 有 着 本 质 的 差别 。 研 究 非 定常 系统 要 比 研究 定 
常 系统 复杂 得 多 。 
3。 单 面 约 来 与 双 面 约束 
约束 可 分 为 用 等 号 表示 的 约束 和 用 不 等 号 表示 的 约束 。 
定 尽 9 用 方程 (严格 的 等 号 ) 家 示 的 约束 ， 称 为 双 面 约束 
(也 叫 国 执 约 束 )。 用 不 等 号 表示 的 约 束 ， 称 为 单 面 约 束 〈 也 叫 
非 国 执 约 束 )。 
约束 
Xs (3.1.18) 
是 双 面 的 、 定 常 的 完整 约束 ， 它 表示 点 在 每 一 时 废 都 在 半径 为 尺 
的 球面 上 ， 既 不 能 跑 到 球面 的 处 部， 也 不 能 跑 到 球面 的 内 部。 点 
好 像 处 于 两 个 无 限 接近 的 球面 之 间 ， 在 两 个 方面 都 受到 限制 。 
约束 《1,1,6}、(1.1,10) 和 《1.1.14)》 是 双 面 的 定常 的 非 
完整 约束 。 约 束 
和 2 十 42 十 22<S 玉 : (1.i.19) 
是 单 面 的 定常 的 完整 约束 ， 它 表示 点 或 者 处 于 半 径 为 尺 的 球面 
上 ,或 者 向 球面 的 内 部 移动 ， 但 不 能 跑 到 球面 的 外 部 。 即 ， 在 *- 
个 方面 受到 限制 。 
半径 为 4 的 球 沿 固定 水 平面 深 动 ， 接 触 点 的 滑动 仅 在 * 轴 正 
问 上 发 生 护 。 这 是 一 个 单 面 揭 定 常 的 非 完 整 约束 ， 可 表 为 
天 一 4(8sinw —Psingcosyg ) 0 (1,1.20) 
其 中 % 为 球 心 的 一 个 坐标 ，%， 9, 2 为 Euler 角 。 
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研究 单 面 约束 系统 要 比 研究 双 面 约束 系统 复杂 得 多 ， 臣 难得 
多 。 本 书 仅 研究 双 醒 约束 系统 ， 对 单 面 约束 系统 的 动力 学 研究 可 
参见 文献 [5]。 

4. 被 动 约束 与 主动 约束 

接 约 束 的 实现 可 分 为 被 动 约束 与 主动 约 来。 被动 约 束 是 靠 接 
触 或 摩 按 被 动 地 实现 的 。 主 动 约束 是 党 辅助 能 源 主动 地 实现 的 ， 
如 伺服 约束 。 


1.1.4 微分 约束 的 可 积 性 定理 
一 个 微分 约束 是 否 可 积分 为 有 限 形 式 ， 这 是 个 重要 问题 。 如 
果 可 积 ， 就 是 完整 约束 ; 否则， 就 是 非 完 整 约 束 。 
首先 ， 研 究 形 如 
(Cx, Y, IT+ BUX Vy 2 让 CCY，V zs 0 (5.T.21) 
的 约束 ， 它 可 写成 微分 形式 | 
、 ACX, Y, 2 dX+t BX, yz2) dy + y. 2)dz=0 (1.1.22) 
取 缴 分 1 -形式 o 
mW AX, y, IAX+ BX, $, 37 二 CC 人 Y v, 2) dz 
{1.1.23) 
命题 1 约束 “=0 可 积 的 充 训 条 件 是 
dokAo 一 0 (I1.1.24) 
其 中 do 为 的 外 微分 ，* 为 外 积 或 棉 积 。 
据 外 微分 运算 中 ， 我 们 有 
do 一 
6C 6 


=( 谋 加 -34 ) Jaxtay + (= BD jayAdz 
je 
doho=[ (Be 3 )ae tdy + (2 名 -一 2 -jayhdz 


A 7 一 - 


(一 dshax (Adr + Pdy+Cda) 
『 人 3B 和 | C 
A (0 
+C( 人 -全 )]aedyhdz 


因此 ， 命 题 i 的 充 要 条 件 可 写成 
0 BY ,/84 6C 83 94, 
4( 著 -各 )+a( 问 - 识 )+c( 名 


By 82 62 ox/ BY Ay) 
=0 (1.1.25) 
推论 1 如 果 满 足 条 件 
aB 6C dC OA 4A HB 
Gz dy’ Or zz’ By Ox Celeb 
是 约 束 (1.1.22) 是 可 积 的 。 
推论 2 如果 满足 条 件 
4 _ ， .039 加 
ge =O Bz 一 0， C=0 (1.1.27) 


峙 约束 (1.1.22》 是 可 积 的 。 

实际 上 上， 命题 1 中 的 密 元 *, yy，, 2 也 可 改 为 x， ?三 战 加 2, 

例 4 一 质点 沿 平 画 运 动 ， 所 受 约 东 为 

| 少 二 拉 (1.1.28) 

试 证 约束 (1.1.28) 是 不 可 积 的 。 

[证 明 ] 邻 。o=fdx 一 dy， 则 doe 二 diAdx， 而 

doAw= —dihdxidy#0 I 

其 次 ， 今 人 ==% G2 二 Yi 二 2 EN 一 4 esN_i 一 

yw，&sNw= Zn 研究 形 如 


> ,4 全) 有 一 0， (7 一 1，…，3N) (1,1.29) 
了 二 让 


的 约束 ， 它 可 写成 微分 形式 


3 
9 ,Aidé:=0 (1,1.30) 
i=1 
取 微 分 1 -形式 
3 
ao 一 7A:dé; (1.1,31) 


f=1 
命题 2 约 宁 (1.1.30) 可 积 的 充 要 条 件 是 
dwAw 二 0 (1.1.32) 
据 外 微分 运算 ， 我 们 有 
3 


3N OAs 
do 二 >》 ， 之 可 < Ed 和 


T=1 7=1 


于 是 3N 3N 3N 
ey yoA; ad4， 
2 
= 1 1=1 ?= =1~ 
Dr BA;\ (纤维 ) 
tw oe le) ‘deds de 


而 条 件 《1.1.32) 可 写成 


(器 -和 党) 从 -多 ) 4( 洛 - 络 ) 


=0, (7 8 一 1，…，3N) (1.1.33) 
推论 1 对 约束 (1.1.30)， 如 有 


人 (t=1, ee 3N) (1,.1.34) 


则 一 定 是 可 积 的 。 
推论 2 如 入 =1， 则 有 命题 1 。 
实际 上 ， 命 题 2 中 欧 变 元 也 可 取 为 其 它 它 参 数 。 
最 后 ， 研 究 形 如 


3N 
FAG) Ei=0, (B=1, +, 8g; i f=1,"%,3N) 


(1.1.35) 


— 9 一 


的 彼此 独立 的 约束 ， 它 们 可 写成 


3N 
DAsi(si) dsi=0 (1.1.36) 
1=1 
取 微 分 1 -形式 
3 
op 一 》， derd3 (1.1.37) 
i=1 
命题 3 如果 有 
加 = ww eh weA0 (1.1.38) 
那么 w;，…，ws 构成 完全 可 积 组 的 充 要 条 件 是 
dwahQ=0, (8=1, **, E) (1,.1.39) 


推论 当 昌 =1 时 ， 有 命题 2。 
实际 土 ， 命 题 3 中 的 变 元 也 可 取 为 其 它 参数 。 
例 5 添 证 没 粗 糖水 平面 滚动 名 贺 球 所 受 约束 是 非 完整 的 。 
5 证 明 ] 项 球 纯 滚 动 条 件 为 全 ) 
x+alPecospsing — sing )=0 
V+alpsingsind + Gcosw) = 
其 中 %: 2 为 球 心 坐标 ， 式 为 球 的 半径 ，% ,9,8 为 uler 角 。 现 
将 x, yw, 98,9 取 作 命题 3 中 的 变 元 、 取 微分 1 -形式 
=x+a(dYcosGsind —dosiny ) 
w=dyia(dysingsing + dcosy) 
我 们 有 
0Q= oto dhdy Fatdxidvsingsing + dxAdgcoss ) 
+altdoAdveosgsind —dohdysing) +a:dvhdosind 0 
do=a(t dv dsingsind +deAdpcos 罗 cosB 
—doAdycosy) 
do,=a(dPAdgcosgsing + dr idOsing cose 
—dondw siny) 


domMQ=at—dyAdy drAdysing sing 


一 10 -- 


十 depAd6AdxAdycoswcosg 一 GDAdzAGYAdYycose ) 

一 CdeAdwAdpAhdGysing 天 0 

dozA8 一 4(dpAdGOAdQXAGYycoswSiQB 
+dvhidoAdxidysingcosd —d0rdg hdxhdvsing ) 

+o:dvhdy hdxAd0sin0 A 
由 命题 3 知 ， 约 来 是 非 完整 的 。 Il 


1.1.5 约束 概念 的 扩充 


按 定义 1 ， 通 常 讲 到 的 约束 或 是 完整 约束 ,或 是 形 如 (1.1.8) 
的 非 完 整 约束 。 但 是 ， 随 着 近代 科学 技术 的 发 展 ， 约 东 的 概念 也 
有 了 推广 和 扩充 ， 主 要 表现 在 以 下 四 个 方面 。 

(1) 将 运动 微分 方程 的 第 一 积分 当 作 非 完整 约束 

力学 系统 运动 微分 方程 的 第 一 积分 并 不 是 事先 加 上 的 限制 ， 
而 是 作用 力 和 运动 初始 条 件 的 结果 。 但 是 ， 有 许多 人 把 第 一 积分 
当 作 非 完整 约束 条 件 。 

(2) 可 控 系 统 当 作 完整 系统 或 非 完整 系统 
” 本 世纪 初 就 有 人 研究 过 包含 伺服 的 约束 ， 系 统 中 有 辅助 能 
源 ， 通 过 电磁 的 或 气动 的 力 ， 用 某 种 方法 来 实现 某 些 约束 。 这 类 
约束 与 通常 的 约束 有 本 质 差别 ， 称 为 第 二 类 约束 。 有 时 在 约束 方 
程 中 出 现 控制 参数 ， 这 类 约束 称 为 参数 约束 。 以 上 两 种 情况 都 是 
可 控 系 统 。 

(3) 高 阶 非 完 整 约束 

定义 19 如果 约 束 方 种 中 仅 包 含 点 的 坐标 、 速 度 和 时 间 ,但 
不 包含 点 的 加 速度 和 坐标 对 时 间 的 更 高 阶 导数 ， 这 种 约束 称 为 一 
阶 微分 约束 。 和 如果 约 东 不 可 积分 ， 则 称 为 一 阶 非 完整 约束 。 

由 于 力学 本 身 以 及 自动 调节、 自动 控制 理论 的 发 展 ， 人 们 会 
遇 到 不 仅 包 含 点 的 坐标 、 速 度 ， 而 且 还 包含 点 的 加 速度 或 坐标 对 
时 间 的 更 高 阶 导数 的 制约 关系 ， 把 这 种 限制 表 为 


Cm) {my mm) 


DatlXi, Vis Bis Ni Pi sse Xi Vi, Zi 2D) =0, 


= 


RS (B=1, BE YY 一 1 《1.1.40》 
其 中 必 ， ye 分别 为 第 4 A 2 yi 27 对 时 间 的 m4 阶 导 
数 。 
定义 11 称 约 束 (1.1.40) 为 m 阶 微分 约束 。 如 时 约束 
ht Zi ey 
Yi yt 4, 4) 使 其 对 时 间 z 的 导数 等 于 五 r， 则 称 为 加 阶 非 
完整 约束 。 
例 6 一 质点 在 空间 中 运动 ， 它 的 运动 受 有 一 个 约束 
2 二 %Y 
这 是 一 个 二 阶 非 完 整 约束 。 
(4) 把 吉 罕 动力 学 特性 改变 上 的 限制 条件 当 作 约束 
近年 新 兴 的 学 科 一 一 运动 和 过 程 的 控制 理论 ， 是 分 析 力 学 和 
变 分 法 及 其 它 学 科 之 间 的 边缘 学 科 。 在 这 一 学 科 中 要 研究 加 在 动 
力学 特性 (质量 、 动 量 、 能 明和 等 改变 上 的 条 件 ， 可 以 把 这 些 条 
件 当 作 约 束 来 处 理 。 


$1.2 广义 坐标 、 广 义 速 度 和 
广义 加 速度 


分 析 力 学 的 特色 之 一 ， 就 是 在 研究 力学 系统 运动 时 采用 广义 
坐标 的 概念 。 


1.2.1 广义 坐标 
定 必 1 几 是 能 够 确定 系统 位 置 的 、 适当 选取 的 变量 都 叫 广 
X 半 坐标 。 


广义 坐标 比 向 卡 儿 直角 坐标 意义 更 广泛 ， 可 以 是 距离 ， 角 
度 ， 曲 面 上 点 的 Gauss 坐标 ， 面 积 以 及 其 它 的 量 。 曲 线 坐 标 , 如 
平面 上 的 极 坐 标 ， 空 间 中 的 柱 坐 标 和 球 坐标 等 ， 都 是 广义 坐标 。 

当 在 所 研究 的 系统 上 加 上 约束 时 ， 从 直角 坐标 过 访 到 广义 华 


标 是 特别 方便 的 ， 而 且 也 是 十 分 必要 的 。 例 如 ,在 1.1.1 例 3 
中 ， 可 取 杆 中 点 的 直角 化 标 X%, 9 以 及 杆 与 * 轴 间 的 夹 角 0 为 广 
义举 标 ， 这 时 直角 坐标 区 1 -19 党 2， yz 可 有 昨 广 驻 坐 标 %， 小 ， 4 表 为 


RE 9 i 

| ee Zeos 3 JJ 一作 2 1 
i Er 

舍 2 一 守 十 eos?, JJ/jz 一 了 十 2 snd 


于 是 ， 完 整 约束 《1.1.5) 自动 满足 ， 而 非 完整 约束 (1.1.6) 变 
成 

P= xtge 
可 见 ， 选 4, ,9 为 广义 坐标 比 选 *， wv, x:，y2 要 方便 得 多 。 

披 设 力学 系统 由 NN 个 质点 组 成 ， 受 有 4 个 完整 约束 (1.1.7)， 
那么 可 以 选取 有 %*= 二 3N 一 8 个 广 半 坐标 9:(5= 二 1, ,#4)， 这 时 系统 
所 有 点 的 直角 坐标 可 用 广义 任 标 和 射 间 三 表示 为 

好 二 MiG CC 
(一 1 3S 一 1 和 4) (1.2.1) 
或 者 写成 矢量 形式 

2 (tr £8), (z=1, 0%, Ny S=1, (1.2-.2) 
其 中 7; 为 系统 中 第 z 个 质点 的 矢 径 。 在 定常 约束 下 ， 式 {1.2.2) 
可 写成 

ri= ri(q:)s (t=1, "7 Ns Ss=1, ', 1) (1.2.3) 

这 样 ， 为 了 求 得 给 定 力 学 系统 的 运动 ， 只 要 先 求 出 广义 坐标 
G3 三 1 9) 作为 时 间 译 的 图 数 , 然 后 将 这 些 9; 代入 式 (1.2.1) 
而 求 得 xi yi, 《一 1 光 ) 作为 时 间 革 的 旷 数 。 俱 是 ， 为 
求 得 广义 坐标 4， 就 必须 建立 关于 9 的 微分 方 种 。Lagrange 及 
其 后 人 给 出 建立 这 业 方 程 的 各 种 方法 。 


1.2.2 广义 速度 
定义 2 广义 坐标 对 时 闻 的 导数 Zs=1, 2) 称 为 广 六 


为 
Or; ， _Dri we 

MW Bg dr + -a (=1, 0 N) (C1.2.4) 
或 写成 直角 坐标 形式 

ix + 

WV bgs 有: 十 -和 i= pe Bq: G+ 

Ee bz: , O27 re 

2 ardt oi (2=l,", NN) (1.2.5) 


次 式 


v= 2 Gg, CTs) (1.2.6) 
=] 
或 写成 直角 坐标 形式 
5 Ox: je Ee 
人 drs 0 
二 .zi St . | 
i Dd Gl Ny (1.2.7) 


命题 1 当 不 考虑 和 之 间 的 依赖 关系 时 ， 成 立 如 下 两 个 经 欠 
La -agrange 关系 


dre Hr: d br gr， 


6f: fgr' di Gg 6g; 


(f=1, + Ny Ss=1, », H) (1.2.8) 
命题 1 容易 由 式 (1.2.4) 来 证 明 。 


1.2.3 广义 加 速度 


定义 3 广 闷 坐标 对 时 间 的 二 阶 导 数 (Ss 二 1,*…, n) 称 为 
广义 加 速度 。 | 

系统 中 点 的 加 速度 矢量 a; 可 用 广义 速度 和 广义 加 速度 表 出 。 
将 式 《〈1.2.4) 对 时 间 求 导数 ， 便 得 


或 写成 直角 坐标 形式 
n bg 过 a 
= 一 Gy 十 三 
Dx; Ox; 
12 agor dt 6 
s=l 
和 
s=1 +=1 =1 
a 0 Ppa G2 yi 
12 可 + Ee (1.2.10) 
了 三 | 
,ds . ~ 02 
= 2 Bg d+ 2 2 dg 
= <=1 太 =1] 
bs OZ: O22 
+22, BOF 9 Of2 
r=1 


如 果 是 式 《1.2.3) 的 情形 ， 则 在 式 《1.2.9》 和 (1.2.10) 中 带 
有 对 上 的 和 偏 导 数 项 消失 。 由 式 〈1.2.9) 或 (1.2.10) 看 出 ,点 的 
加 速度 矢量 是 广义 加 速度 的 线性 形式 。 

命题 2 我们 有 


(二 1， SS 一 1 1) (1.2.11) 


命题 3 如 不 考虑 2. 之 间 的 依赖 关 系 ， 则 有 经 典 Nielsen 
关系 


~ 


Or; Or 2 
G9 =2 Bg {2=1, ++, Ns S=1, =o, HN)(1.2.12) 


命题 2 和 命题 3 容易 由 式 (1.2.9) 和 (1.2.4) 来 证 明 。 


1.2.4 非 完整 约束 方程 在 广义 坐标 、 广 义 逐 度 下 的 表达 式 


如 果 由 入 个 质点 组 成 的 系统 受 有 形 如 式 (1.1.7) 的 4 个 完 
整 约束 ， 那 么 ,总 可 以 选 % 王 3N 一 4 个 广 闷 坐标 g1(s=1, ，…, xz) 
来 确定 系统 的 位 置 。 这 时 ， 完 整 约束 (1.1.7) 将 成 为 恒等式 
非 完 整 约束 《1.1.8》 将 成 为 

falgr, Gr: £)=0, (B=1, en, Bg 5S=1, + 1) 
(1.2.13) 
其 中 fs 为 Fs 中 直角 华 标 和 速度 殿 助 表达 式 (1.2.1) 及 (1,2.5) 
用 广义 化 标 和 广义 速 认 表示 而 得 的 结果 。 将 式 (1.2,5) 代 人 约 
束 方程 (1.1.13)， 便 得 : 


Despsdrt Gs—=0, (B=1, ee, £3 Eg 8g) 
了 = 了 
《1.2.1d4) 
其 中 
OY: Bz: 
A 二 (4 的 3 + Bs Gg, teas i 
加 ny (1.2.15) 


Bz 
mero Dat (a 8 +Bn i + Ca ) 


由 式 (1.2.14) 和 (1,2.15) 得 知 当 Ds=0, 且 式 (1.2.1) 
中 不 含 i 上 时， 有 arp=6， 式 (1.2.14) 成 为 线性 齐 次 的 


7 


Dj tradr = 0, (B=1, a | £) {1.2,16) 


<=1 
因 方 程 (1.2,14) 彼此 独立 ， 故 可 将 后 面 5 个 广义 速度 2+*s 用 
前 面 *= 一 % 一 5 个 广义 速度 ge 表 出 
Gr+8 = DB,rg0, + Borp, (B=1, , g} EH £8) 
(1.2.17) 
其 中 系数 B.,s,。 和 好 ,+e 是 广义 坐标 各 时 间 的 函数 ， 可 用 式 
(1,.2.14» 中 的 系数 arr 和 ye 表 出 。 


31.3 准 速度 、 准 坐标 和 准 加 速度 


在 力学 系统 中 ， 特 别 是 在 非 完整 力学 系统 中 ， 引 进 准 坐标 的 
构 仿 种 记号 有 重要 意义 。 正 如 近代 力学 家 J 了 .,Synge 所 述 :“ 其 至 
认 -- 种 符号 索 术 和 数学 语言 上 看 ， 准 坐标 都 应 予 极 大 注意 ， 因 为 
数学 发 展 中 有 许多 例子 说 明 ， 某 些 思想 的 发 展 和 某 些 新 的 事实 的 
获得 常常 芒 束 于 引进 的 怡 当 记 号 ?2 。 例 如 ， 工 eibniz 的 恰当 的 
微分 记号 成 为 发 展 经 上 典 数学 分 析 的 基础 。 本 世纪 初 ，Volterra,， 
下 20tel，Poincare 等 人 把 准 坐 标 方法 运用 到 推导 非 完 整 力 学 系 
统 的 运动 方程 。Cartan, Schouten 等 人 建立 了 非 完 整 几 何 学 。 

准 坐 标的 引进 与 准 速 度 密 切 柚 关 。 准 坐标 优越 于 通常 的 广义 
坐标 ， 淮 速度 比 广 义 速度 更 一 般 。 在 淮 坐 奈 和 淮 速 床下 ， 非 完 
约束 条 件 写 起 来 非常 篇 单 ， 而且 力 学 系统 的 运动 微分 方程 具有 单 
一 的 结构 ， 不 依赖 于 完整 与 否 。 


1,3.1 准 之 座 


1. 淮 未 麻 的 鬼 念 
定义 1 相对 广义 速度 的 任意 的 独立 关系 称 为 蕉 速 庆 。 通 所 
写成 


wg Gt), CS k=1, en) (1.3.1) 

在 上 述 定义 中 ， 维 速度 的 数目 与 广义 速度 的 数 日 一 致 ， 如 时 
叭 速度 的 数目 小 于 广 浆 速度 的 数 篆 ， 那 么 其 余 的 准 速度 可 简单 地 
在 式 〈1.3.1) 中 ， 国 数 w 彼此 独立 ， 因 此 甜 阵 


| | 的 行列 式 异 于 零 。 设 由 式 (1.3.1》 可 反 解 出 广义 速度 


d= Ge Wr) 《Si R=1, "2, HN) (1.3.2) 
在 式 (1.3.1》 中 or 对 名 一 般 为 非 线性 关系 。 在 特殊 情况 下 , 崔 
速度 可 取 为 广义 速度 的 线性 齐 次 形式 


一 >， CE (1.3.3) 


不 =1 
其 中 &rx 为 广义 光标 的 函数 。 当 算 阵 1 的 行列 式 异 王 零 时 ， 可 
由 式 (1.3.3) 反 解 出 广义 速度 


$= 9 Biro - (1.3.4) 
=1 


其 中 系数 矩阵 12#ii 为 4x 的 逆 和 矩阵 。 
例如 ， 在 刚体 绕 定 点 转动 问题 中 ， 可 选 角 速度 矢量 在 与 刚体 
相 固 联 的 轴 上 的 投影 为 准 速度 ， 屠 
w= Ocosp + Psingsing 
az 一 一 gsinp 十 区 singcose (1.3.5) 
ws 二 仇 十 交 cos0 
其 中 8, 6, 2 为 Euler 角 。 这 样 ， 最 重要 的 动力 学 量 ， 如 动能 ， 
动量 给 矢量 的 投影 等 ， 用 准 速 府 表 示 就 变 得 非 常 简 单 。 落 名 的 
Luler 动力 学 方程 实际 上 就 是 准 速度 下 的 方程 。 
根据 具体 问题 ， 选 取 适 当 的 准 速度 ， 可 使 问题 得 到 简化 。 
2. 非 完整 约 东 在 淮 速 度 下 的 表达 
当 力 学 系统 受 有 非 完 整 约束 时 ， 某 些 准 速度 可 按 约束 方程 的 
左边 形式 选取 。 如 果 系 统 受 有 如 个 形 如 式 (1.2.16) 的 线性 齐 次 
非 完整 约 束 ， 那 么 可 以 这 样 选取 % 个 谁 速度 ， 使 后 画 &8 个 维 速 度 


= 


~ yp 


mop 按 式 1.2.16〉 的 左边 选取 ， 即 


oa Pdr (B=1,", g; =H—g)(1.3.6) 
f=1] 
而 前 斑 : 个 准 速度 eo(z=1 ,<) 可 简单 地 取 为 $, 或 者 取 为 & 
的 任意 独立 的 线性 式 。 由 式 (1.2.16〉 和 (1.3.6) 得 知 约束 
方程 在 准 速度 下 可 圾 为 
er as:0，. (B=1, %, pg; Et—g) (1.3.7) 
可 死 ， 在 准 速 度 下 约 来 方程 写 起 来 特别 简单 。 
如 果 约 束 方程 的 形式 为 式 (1.2,14)， 则 可 选 后 面 8 个 淮 速 
度 为 
Oo Darrasde tt Aartss (B=1,*", 如 3 5 一 名 一 尼 ) 
< 


{1.3.8) 


到 


肌 式 (1.2.14) 和 《1.3.8》 知 
era 0, (B=1,, g; =H— 8) C1.3.9) 

如 果 系 统 受 有 形 如 式 《1.2.]3) 的 韭 线 性 非 完整 约束 ， 那 么 

后 面 & 个 崔 速度 可 选 为 
wrs—= folqs, dr, 1), {B=1, re, gg; S11, 0, 1} 
《1.3.,10) 
而 前 面 : 个 准 速度 mto=1, ,te》 可 任意 独立 地 选取 。 由 式 
《1.2,13) 和 《1.3.10)》 知 
wtp (B= we, gs 3 一 1 (1.3.11) 

3， 函 数 对 准 速度 的 偏 导数 

现在 研究 某 动 力学 因数 f(g 8 有 ， 将 式 《13.2) 代入 后 
所 得 函数 记 作 *， 即 

下 “8 or 1)= Fog 人 (ge os (1.3.12) 


ar* _ BF gg 
7 (1.3.13) 
矿 =1 


特别 地 ， 当 叭 速度 按 式 《1.3.3) 选取 时 ， 式 《1.3.13) 成 为 


四 — -bb,, (1.3.14) 
k=1 


系 
Eel 
0 | OG 0 
Bean, -和 io {1.3.15} 
或 
6 8 
3 i 59 (1.3.16) 


上 述 命 题 中 被 作用 的 国 数 ， 左 端 为 到 *?， 右 端 为 开 。 


1.3.2 准 坐 标 


_ 了， 准 坐 标的 概念 
与 式 《1.3.3》 相 关 ， 研 究 广义 坐标 微分 的 线 考 形式 


dr 一 > qndgr, (s= 1, **, 2%) (1.3.17) 
k=1 
晶 dx 称 为 准 谷 标 的 微分 。 坟 为 关系 “1.3.3》 一般 是 不 可 积分 


的 ， 所 以 量 x, 作为 坐标 的 国 数 是 不 存在 的 。 但 是 纯粹 条 件 地 引 | 
人 记号 *， 并 称 之 为 崔 党 标 ， 仍 不 失 其 意义 ， 因 为 这 样 散 可 简 
化 公式 并 可 减少 文字 记述 。 引 用 记号 

_ Wi Ts (Ss=1, 用) {1.3.18) 
共 中 x; 是 引用 的 记号 ， 并 韭 5; 对 时间 的 导数 。 如 果 表 达 式 
(1.3.17) 是 可 积分 的 ， 那 么 可 归结 为 

Ts Tr), (CS. 天 一 1， 和) 

这 只 是 表明 过 渡 到 新 的 广义 坐标 。 因 此 ， 准 坐标 的 概念 实际 上 比 
广义 化 标的 概念 更 广泛 。 

2. 函数 对 准 坐 标的 偏 导数 

内 准 坐 标 并 不 出 现 于 函数 中 ， 故 函数 对 难 坐 标的 侯 导 数 需 要 


专门 定义 。 
定义 2 ” 当 准 速度 按 式 《1 .3.1) 选取 时 ， 定 义 “ 对 淮 华 标 
的 偏 导数 运算 ”为 ”7 
.0 A 8 9. 
DT， | Go。 Ggx” 
共 中 加 按 式 (1.3.2) 确定 。 当 叭 速度 按 式 《1.3.3) 选 取 时 ， 
则 为 


(s=1, ,1) (1.3.19) 


总 下 之 brs ee (3 一 1， 2) (1,3.20) 
运算 (1.3. 0 和 (1.3.20)》 在 简化 公式 时 ， 特 别 在 列 写 崔 
坐标 中 的 运动 微分 方程 时 用 处 很 大。 
命题 2 我 们 有 人 维 坐 标 下 的 Lagrange 关系 
Ar Or; 


Do = Bn? (2=1, em 3 一 1 8) (1.3.21) 


[证 明 ] 按 式 (1.3.15)、(1.2.8) 和 (1.3.19)、 有 
Or ~ BG Of; 二 G6 Or; Or; 
一 5 VE SO | 


1.3.3 准 加 速度 


1， 准 加 速度 的 概念 
- 定义 3 相对 准 速度 对 时 间 导 数 的 任意 的 独立 关系 ， 称 为 准 
Es= E(x Or， 人 kit)， (s, 中 一 1，…， 1) (1,.3.22) 
其 中 w+ 为 准 速度 ，@x 为 玲 速度 对 时 间 的 导数 。 
特别 地 ， 如 取 wx 一 办 ， 则 式 (1.3,22) 成 为 
ev 一 上 Err， Gx, dr, 1), (s, 8 一 1 1) (1.3.23) 
关系 《1.3.22) 和 《1.3,23) 一 般 是 不 可 积 的 ， 否 则 将 过 流 
到 新 的 准 速度 。 准 加 速度 一 般 也 不 是 准 速 度 对 时 间 的 导 数 。 因 
此 ， 准 加 速度 的 概念 比 广义 加 速 旗 的 概念 更 广泛 ， 也 几 叭 速度 对 


时 间 导 数 的 概念 更 广泛 。 
2. 函数 对 准 加 速度 的 偏 导 数 
现在 研究 某 动 力学 国 数 S=S(g,, 2 91,t)。 将 式 (1.3.2) 
对 上 求 导 数 ， 并 以 式 (1.3.2〉 替代 其 中 出 现 的 5.， 得 到 
:= (Ge ors Der 有 (1.3.24) 
将 式 (1.3.2) 和 (1,3.24) 代 人 S， 质 得 表达 式 记 作 S*， 即 
Sg os Ds FE)=S (ge Gq, wi E), Gr (qr sr， 四 £),¢) 
(1,.3.25) 
设 由 式 (1.3,22) 可 解 出 中 ， 
D,= De We, er, 1) (1.3.26) 
将 式 (1.3.26) 代入 S*， 所 得 表达 式 记 作 St*， 扼 
SG Ws, es, £)= S*(ge, ors 的 (Qi Or, 1, £) ,2) 
(1.3.27》 
由 式 (1.3.27) 和 (1.3.25) 容易 得 到 


Bes 全 Or Os, A +: Ow Ges 
(1.3.28) 
如 果 不 引 用 准 速度 ， 设 由 式 (1.3.23) 可 反 解 出 
i= dre Gra, Er, £) 《1.3.29) 


将 其 代 人 S ， 所 得 表达 式 记 作 S$,， 即 
《2 gr: EL, 1)=S(g,, gs gs (Gx Gs ck， £1),7) {1.3.30) 
则 有 


=1 
关系 (1.3.28〉 和 (1.3,31) 在 推导 Appell 方程 时 用 处 很 
大 。 ， 
由 上 述 讨 论 容易 证 明 下 述 命题 。 
命题 3 我 们 有 


po (GG=1, 13.32) 


其 中 位 为 用 o @: 表达 的 点 的 加 速度 ，7; 为 用 @ 表达 的 点 的 
速度 。 


1.3.4 高 阶 准 速度 


1. 元 阶 准 速度 的 概念 

为 研究 高 阶 非 完 整 系统 动力 学 ， 常 常 需要 将 叭 速度 的 概念 做 
进一步 的 推广 。 

定义 4 相对 广义 速度 对 时 间 的 x 阶 导数 的 任 意 的 独立 关 
系 ， 称 为 吉 阶 淮 速 底 。 通 常 写成 


{79 —1) mI» 


已 一 中， Cx pi ga 二 《S R= 1 y m= 1,2,."*) 

pe ee (1.3.33) 
注意 ， 这 里 @, 仪 表示 4 28， …，d 王 的 一 些 敌 数 。 一 般 说 ， 
它们 既 不 是 的 (1m 一 1》 阶 导数 ， 也 不 是 zi 的 mx 阶 导 数 ， 共 
至 不 存在 7， 使 其 导数 为 w 。 当 欧 二 1 肝 ， 式 《1.3.33) 成 为 一 
阶 准 速度 〈1.3.1): 当知 =2 时 ， 式 (1.3.33) 成 为 二 阶 淮 速 度 

Clid.23): 

引用 记号 cml) ye 


Wr 一 Ts 


(1.3.34) 
其 中 (“7，》 是 引 用 的 记号 ， 并 非 x， 对 时 间 的 导数 。 

定义 5 称 式 (1.3.34) 中 的 ,为 加 阶 淮 坐 标 。 

当 垢 二 工时， 式 (1.3,34) 给 出 一 阶 维 坐标 Tj 当 欢 二 2 
时 ， 式 (1.3.34) 给 出 二 阶 准 坐标 。 

2， 函数 对 高 阶 准 速度 的 偏 导 数 

和 (1, 3. 33》 可 反 解 出 ;， 并 记 作 


= gge [地 四 "rt | i)， {Ss, R= 1}， mh 各) 
(1.3.35) 


a A ee ee 


得 函数 记 作 即 (4 -1} Cen-1) 
TF*(g,, Gs 6 nm fr ， ,DD) 


0 -了 》 Te 一】 


P(g ""*, fs， Q(t Gt, sey fr OR), £1),， 1) (1,3.36) 
显然 有 


OP 下 HF 0 gr 
Co 一下 om) Om- i 
Oo A dd Be (1.3.37) 


命题 4 ”对 w 阶 准 速度 的 偏 导 数 与 对 吉 阶 广义 速度 的 偏 导数 
之 间 有 关系 


El te» 
人 _ 0 gx 0 
mn mt my (1.3.38) 


上 述 命题 中 被 作用 的 国 数 ， 左 端 为 +， 右 端 为 下 。 

3、 函数 对 高 阶 准 坐 控 的 偏 导数 

定义 6 当 专 阶 准 速度 按 式 (1.3.33》 选取 时 ， 定 义 对 知 欠 
准 坐 标的 偏 导 数 运 算 为 


3 Asam 8 


“一 tm tm-l)y (s= Loess ww) 1.3.39 
OT, =18@, 0 gx ' . 


其 中 中 由 起 (1.3.35》 确定 。 


$1.4 上 庶 和 位 移 
在 完整 系统 和 非 完整 系统 分 析 力 学 中 ， 都 广泛 地 应 用 虚 位 移 
的 概念 。 本 节 研 究 虚 位 移 ， 实 位 移 处 于 虚 位 移 中 的 充 要 条 件 ， 以 
及 虚 位 移 概念 的 推广 等 问题 。 
1.4.1 虚 位 移 


1. 碟 位 移 的 概念 
定义 1 在 给 定 的 固定 时 刻 为 加 在 点 上 的 约束 所 允许 的 所 有 
假想 的 无 限 小 位 移 ， 称 为 点 的 虞 位移 


区 点 的 矢 径 为 mm， 则 虚 位 移 记 作 67; 或 8x:, Byi, 8zi;。 有 时 
将 广义 仅 标 的 变 分 ad. 也 叫 虚 位 移 。 

这 里 没有 引进 “可 能 位 移 ” 的 概念 。 分 析 力 学 的 文献 中 在 建 
立 可 能 位 移 和 虚 位 移 概念 上 也 没有 完全 统一 。J. 工 . 工 ag8range 
在 其 4 分 析 力 学 ?中 仅 有 -- 个 专用 词 “virtuel”， 同 时 也 清 楚 地 指 
出 了 dr 和 8 庆 的 差别 避 ?。 百 - Hertz 在 其 《力学 原理 》 中 写 道 : 

“我 们 将 称 之 为 可 能 位 移 ， 也 则 虚 位 移 ”3 。 在 19 世 纪 , 这 上 是 个 
词 作 为 问 又 词 。 这 种 观点 也 出 现在 Appell'i2，Jevi-~Civita'7 的 
落 作 中 。 在 六. H. IYppe 的 著作 人 中 也 只 给 出 虚 位 移 ， 没 有 给 
出 可 能 位 移 。 因 为 如 引进 可 能 位 殉 会 出 现 术语 上 的 缺 从 :， 实 位 移 
是 不 可 能 的 〈 对 非 定常 几何 约束 ， 实 位 移 不 是 可 能 的 位移 )。 襄 
匡 ， 在 法 文中 “virtuel” 既 有 “上 咸 的 ”也 有 “有 可 能 的 ”的 涵义 。 
但 芋 ， 也 有 另外 --- 些 担 法 ， 将 可 能 位 移 与 虚 位 移 区 分 开 来 。 

2， 约 束 加 在 虚 位 稿 上 的 条 件 

首先 ， 研 究 完 整 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 设 力学 系统 由 六 
个 质点 组 成 ， 并 受 有 形 如 式 (1.1.7) 的 4 个 完整 约束 。 在 瞬时 
上 ， 系 统 的 点 由 (xi, yi 2) 发生 庶 位 移 56x;, 5vi, 6zi 而 和 到达 点 
(zi+axi y+ Oy 2 二 az)。 按 虚 位 移 定 义 ， 点 的 新 位 置 必须 
为 红 来 所 公 许 ， 即 满足 

Lexi Ft OX, Yi Oye 31+ Beis 1) = 0, 
{z=1, 0%, N; a=1, ,4) (1.4.1) 
将 式 (1.4.1) 展开 为 Taylor 级 数 ， 有 
DRit SNis Vt OVi, Ht O21, 1) 


A 
a F, > 
= P(xi, Vi zis D+ 5 (ox: + 2 6 十 Ts; ) 
i * Ve f 


十 高 阶 小 项 二 [0 
因 虚 位 移 Bx;, Sy;, Dz: 是 无 限 小 位 移 ， 故 可 略 去 高 阶 小 项 ， 并 利 
用 约束 (1.1.7)，、 得 到 


be 


Ar, aF, B 产 。 Qa 
>( Ba, i 0 d+ de OX )=0， 
(a=1, 了) (1.4.2) 
这 是 约束 (1.1.7) 加 在 虚 位 移 8x:, 5yi, 5372 上 的 条 件 。 
对 完整 约束 系统 ， 刻 选 n= 二 3N 一 4 个 签 此 独 立 的 广 浆 坐标 
2.(s 一 1，…，35)， aD 


-= 好 mw 


到 f= es (1.1.3) 
Ox Oy; CC 
Bi = > By. de dy- 和 Bbq 02:= > Bg: 


泡 中 84, 也 是 彼此 独立 的 、 任 意 和 的 。 洲 有 pep Go 了 
]， …，W)， 并 受 有 售 个 约 东 


eg 《了 大 二 于， 3 一 1 ,1) 
《1.4.4) 
则 约束 〈1.4.4》 加 在 虚 位 移 5g。 下 的 条 件 为 
隐 一 用? 
互 党 好- (1 4.5) 


此 时 89。 本 是 徙 此 独立 的 。 
由 约束 (1.4.2) 和 (1.4.5) 得 知 ， 对 完 约束 加 
在 卉 位 移 土 的 条 件 与 约束 方程 的 等 时 变 分 为 零 是 -- 致 
其 次 ， 帮 究 线性 非 完整 约束 加 在 虚 位 移 . es 
如 系统 受 有 形 如 式 (1.1.13) 的 线性 非 完整 约束 ， 可 将 其 写 
和 
Do CAsidltit Bardve t Cordzi) + Dadf=0, (A=1,",8) 


i=1 
‘1,4.6) 


因 姬 位 移 是 时 间 不 变 的 位 移 ， 故 在 式 〈1.4.6) 中 以 符号 8 替代 
中 ， 并 取 上 = 6， 便 得 


a 26 一 一 


AN - 
DCApidrrt Bgrdyit Cob)=0, (B=1,°%,8) (1.4.7) 
1=1 


这 是 约束 (1.1.13》 加 在 虚 位 移 8x;，8Y1:，5z; 上 的 条件 。 将 式 
(1.4.3) 代 人 式 (1,4.7),， 得 到 


Dharasdg=0 (8 一 8i £—=H—g) (1.4.8) 


sl 
其 中 4&4s,: 由 式 《1.2.15》 确 定 。 如 果 非 完整 约束 表 为 式 《1.2. 
17) 的 形式 ， 则 有 


中 


64+4 = 2, B,,p,s dg (B=1," ,gs EN—g) (1.4.9) 


o=1 

对 线性 非 完 整 约束 来 说 ， 约 东 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 与 约束 方 
程 的 等 时 变 分 为 零 并 不 是 一 致 的 。 

最 后 ， 研 究 韭 线 性 非 完 整 约束 加 在 虚 和 位 黎 上 的 条 件 。 

设 系 统 受 有 形 如 式 (1.1.8) 的 非 线性 非 完整 约 束 ， 为 得 到 
这 样 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 ， 用 上 述 方 法 已 行 不 通 。 对 线性 非 
完整 约束 所 采用 的 方法 , 称 为 旦 ertz-Helder 原则 : 变 分 69: 之 
词 的 关系 ， 可 由 微分 约束 方 释 中 去 掉包 含 df 的 项 ,并 用 69; 替代 
de 而 得 到 。 对 非 线性 非 完 整 约束 ， 应 用 Hertz-H6lder 原则 , 将 
会 得 到 891 之 闻 的 非 线 性 关系 。 

在 研究 非 线 性 韭 完整 约 东 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 时 , Appell 和 
HerTaes 曾 利用 -- 种 公理 性 的 定义 。 下 面 给 出 这 个 定义 的 近代 描 
述 。 

定义 2 对 形 如 式 (1.2.13) 的 非 线 性 非 完整 约束 ， 虚 位 移 
89; 满足 如 下 Appeli-deraea 条 件 


三 侣 wo (B=1,°",g) (1.4.10) 


这 个 定义 把 线性 非 完整 约束 情形 当 作 特殊 情形 。 因 此 ， 
Appeil-Ueraes 定义 被 广泛 采 刑 。 


3. 自由 度 

对 完整 系统 来 说 ， 独 立 华 标的 数 骨 等 于 广义 坐标 的 独立 密 分 
数 日 。 对 非 完 整 系统 ， 因 为 坐标 变 分 之 间 有 8 个 关系 式 (1 .4.8) 
或 行 .4.10)， 所 以 8qi(s 二 1.0%,K) 已 不 全 是 独立 的 ， 只 有。 一 
2 一 中 个 是 独立 的 。 因 此 ， 对 于 非 完整 系统 来 说 ， 独 立 坐 标的 数 
日 是 nw， 而 独立 变 分 的 数目 为 独立 党 标的 数 日 减 去 非 完 整 约束 方 
程 的 数 日 ， 妇 ce~~% 一 g。 这 种 独 站 坐标 数目 与 狼 立 变 分 数 月 不 相 
辣 的 事实 ， 在 Lagrange 时 代 还 不 为 人 知 ， 直 至 1894 年 德国 学 
者 Hertz 才 首 次 发 现 了 它 ， 人 = 整 的 
与 非 完整 的 两 大 类 。 

定义 3 广义 坐标 的 独立 变 分 数目 称 为 系统 的 自由 麻 。 


1.4.2 实 位 称 处 于 建 位 移 中 的 充 要 条 件 

命题 “对 一 般 的 非 完 整 约 束 (1,2.13)， 实 位 移 处 于 虚 位 移 
中 的 充 要 条 件 是 约束 方程 对 广义 速度 的 齐 次 性 。 

证明 3 必要 镍 :对 一 般 的 非 完整 约束 〈1.2.13)， 如 果实 
位 移 处 于 虚 位 移 之 中 ， 则 da9, 满足 如 下 关系 


‘Ofs yy 
之 5g. dg:=0 (1.4.11) 
' 因此 
Ofe, 
和 《1.4.12) 


这 意味 着 js 对 5 是 齐 次 的 。 
充分 件 : 设 fs 对 5 为 阶 齐 次 的 ， 即 


a 
2 一 = haef a 


由 此 得 式 《1.4.11)。 比 较 式 (1.4.11》 和 (1.4.10)， 得 知 实 位 
称 处 于 无 数 虑 位移 之 中 。 | 

推论 ”对 完整 约束 ， 实 位 移 处 于 卉 位 移 中 的 充 要 条 集 是 约束 
方程 中 不 显 仿 时间: 上 。 


1.4.3 虚 位 移 摄 念 的 推广 


为 了 利用 Jourdain 原理 , Gauss 原理 和 万 有 TD'Alembert 原 
理 推导 -: 阶 、 二 阶 或 更 高 阶 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 ， 常 常 需 
要 将 虚 位 移 概 念 加 以 推广 。 同时， 为 扩大 微分 变 分 原理 的 应 用 范 
围 ， 志 需 将 Appeli-qeraea 定义 加 以 推广 ,下面 分 别 研 究 这 两 种 
推广 。 

1. 速度 空间 和 加 速度 空间 的 虚 位 移 

内 为 形 如 起 (1.2.13〉 的 一 阶 非 线性 非 完整 约束 是 对 广义 速 
度 5 的 限制 ， 所 以 我 们 只 考 上 速度 5 的 变更 ， 坐 标 9% 各 时间 
都 固定 不 变 。 当 速度 发 生 无 限 小 变更 ty, 时， 按照 虚 位 移 的 原始 
定义 ， 对 名 十 06:，9;，t 仍 然 满 足 方程 《1.2.13)， 即 有 

fa (gd tot)=0, (P=1,",g) (1.4.13) 
将 此 式 左边 展开 为 Taylor 级 数 ， 精 确 到 一 阶 小 量 ， 并 考虑 到 
fe (qt)=0, 便 得 
> Brg 0, (B=1,", 8) (1.4.14) 

定义 4 公式 (1,4.14) 称 为 约束 (1.2.13) 对 速度 空间 虚 
位 移 好 ,的 限制 条 件 :4。 

如 果 力 学 系统 受 有 二 阶 非 完整 约束 

的 (B=1," ,8) (1.4.15) 

那么 ， 因 为 它们 是 对 加 速度 凶 的 限制 ， 所 以 我 们 令 4:，5;，# 不 
变 ， 只 秀 虚 加 速度 的 变更 88;,。 类 似 于 式 〈(1.4,14)， 得 到 


Fe 


2 过 0， (B=1,",g) {1.1.16) 


定义 5 公式 (1.4.16) 称 为 约束 〈1.4.15) 对 加 速度 空间 
虚 位 移 58, 的 限制 条 件 生 ?9。 
类 似 地 ， 对 二 mm% 阶 非 完整 约束 
Ir (gd gt) =0, (B=1,"",8; m=0,1,2,.) 
(1.4.17》 
我 们 在 
2 ge 0 (B=1,% 8; m=0,1,2,°) (1.4.18) 
5s=1 Ogs 
2. Appell-yeraes 定义 对 高 阶 非 完整 约束 的 推广 
对 4 阶 非 完整 约束 (1.4.17) ,我 们 定义 虚 位 移 8g， 满足 条 
件 


> 0 ne 


定义 6 公式 (1.4.19) 称 为 吉 阶 入 Ppell-deraes 定义 。 

当 和 一 1 上 时， 定义 (1.4.19) 成 为 一 阶 非 完整 约束 的 Appell~ 
UeraeB 定义 〔1.4.10)， 当 坊 王 2 时 ， 定 允 《1.4.19) 给 出 二 阶 
Appell-~HeTaes 定义 


{2) 
a 3 7 一 0， (B=1,,8) (C1.4.20) 
s=1 


定义 (1.4.19》 对 扩充 微分 变 分 原理 的 应 用 范围 以 及 研究 高 
阶 非 完 整 约束 系统 的 交换 关系 十 分 有 用 。 

因此 ， 虚 位 移 颖 念 的 推广 可 沿 两 个 方向 进行 。 一 个 方向 是 对 
4 阶 非 完整 约束 定义 加 次 速度 空间 的 虚 位 移 89:， 另 一 个 方向 是 
对 m% 阶 非 完整 约束 定义 (1 一 1) 次 速度 空间 的 虚 位移 8g， 。 


81.5 理 想 约 束 


1.5.1 约束 反 力 与 理想 约束 


如 果 系统 没有 约束 ， 则 系统 的 坐标 值 从 作用 力 方 而 来 说 由 主 
动力 确定 。 当 存在 约束 时 ， 便 出 现 了 某 些 附加 力 。 这 些 力 使 系统 
按 约束 方程 的 规定 而 和 运动。 这些 力 与 主动 力 一 起 实现 系统 运动 的 


力 与 约束 相 适 应 ， 因 此 称 为 约束 反 力 ， 


定义 ”如果 系统 中 各 点 的 约 束 反 力 在 虚 位 移 上 所 作 虚 功 之 和 


为 零 ， 则 这 种 约 来 称 为 理想 约束 。 


如 果 用 RR; 表 记 系统 中 第 i 个 点 所 县 约束 反 力 的 合力 ，9r; 是 


它 的 虚 位 移 ， 则 理想 约束 条 件 可 表 为 


~ 


> Ri'dr;=0 
f=1 
或 者 写成 直角 坐标 形式 
a 
2 (RD: + Riyd y+ R;y02;)=0 
i=1 


将 式 《1.4.3) 代入 式 (1.5.1)、 便 得 


be bY 
Br; _ 
SY 之 89: 


Nn Dr， 
本 Rg 
它们 可 称 为 广义 约束 反 力 ， 于 是 式 (1.5.3》 成 为 
> 0109.=0 


s=1 


(‘1.5.1) 


(1.5.2) 


(i153 


(1.5.4) 


(1.5.5) 


1.5.2 理想 约束 的 例子 


质点 强制 地 消 固 定 光滑 面 的 运动 ， 质 点 强制 地 蔽 过 动 的 或 变 
形 的 光滑 曲面 的 运动 ， 具 有 -一个 或 两 个 固定 点 的 刚体 ， 两 个 质点 
骨 不 计 质 时 的 不 变 长 认 的 杆 幅 联结， 两 刚体 在 运动 中 以 理想 光滑 
表面 相 接 触 ， 两 刚体 用 光滑 较 链 相 联结 填 等 ， 部 是 完整 的 理想 约 
束 。 

苞 球 或 融 盘 没完 全 粗糙 的 水 平面 作 纯 演 动 ， 冰 刀 不 允许 横 滑 
等 ， 都 是 非 完 整 的 理想 约束 。 


1.5.3 理想 约 东 假定 的 重要 性 和 可 能 性 


由 DAlembert 和 Lagrange 开创 的 非 自由 质点 系 动力 学 是 
基于 约束 的 理想 性 假定 的 。 根 据 这 个 假定 所 建立 的 虚 位 移 原理 以 
及 动力 学 普遍 方程 中 消除 了 鸭 东 区 力 ， 从 而 使 问题 变 得 简单 了 。 
可 见 ， 理 想 约 束 假 定 的 重要 性 。 亲 时 ， 理 想 约 来 假定 也 是 完 
能 的 。 首 先 ， 为 描述 自然 现象 和 大 多 数 技术 过 程 ， 这 样 的 假定 有 
足够 的 精确 度 。 例 如 ， 复 杂 的 机 构 可 看 作 刚 体 系统 ， 其 中 刚体 两 
两 之 问 或 刚性 联结 ， 或 以 镑 链 联结 ， 或 以 其 表面 相 接 触 。 如 果 认 
为 所 有 刚性 联结 是 绝对 刚性 的 ， 贸 链 是 理想 的 ， 而 所 有 接触 面 或 
是 理想 光滑 的 ， 或 是 完全 和 粗 履 的， 则 任何 复杂 机 构 均 可 当 作 具有 
理想 约束 的 质点 系统 。 其 次 ， 如 果 约 束 是 非 理 想 的 ， 例 如 ， 摩 擦 
力作 虑 功 ， 则 可 将 摩 氛 力 归 为 主动 力 范畴 来 券 虚 。 由 于 未 知 量 麻 
接力 的 出 现 而 短 少 的 方程 可 用 摩擦 定律 来 补充 。 


$1.6 微分 运算 与 变 分 运算 的 变换 关系 


分 析 力 学 中 的 交换 关系 〈( 瑞 amel 称 之 为 “过 渡 方 程 ")， 即 
微分 运算 d 和 变 分 运算 6 的 交换 性 问题 ， 经 是 分 析 力 学 的 基本 问 
题 之 一 ， 又 是 争论 多 年 的 老 问 题 。 研 究 这 一 问题 的 重要 性 ， 不 仅 


在 于 利用 交换 关系 是 以 导出 系统 的 运动 微分 方 种 ， 而 且 更 在 于 交 
换 关系 与 Hamiiton 原理 能 否 应 用 和 怎样 应 用 于 非 党 整 系统 以 及 
Hamilton- 了 acobi 积分 方法 能 否 推广 到 非 完整 系统 等 问题 密切 
相关 。 

历史 .FE， 对 交换 关系 的 形式 有 两 种 观点 。 一 种 认为 4 ，5 总 
可 以 交换 ， 不 论 完 整 与 否 ( 代 表 人 物 为 于 51der); 另 一 种 观点 则 
认为 4，3 之 交换 性 仅 对 完整 系统 才 成 立 ( 代 表 人 物 为 Cyerom， 
Levi-Civita)。 两 种 观点 争论 甚 烈 ， 但 后 一 观点 得 到 更 多 的 支 
持 。 

近代 对 交换 关系 的 研究 可 指出 如 下 儿 种 ，1961 年 Iypbe 指 
出 ，da= sd 是 采用 的 变 分 法 则 的 结果 ， 可 以 采 用 其 它 法 则 使 等 
式 不 成 立 52 1966 年 HogocesaoB 指出 ， 交 换 英 系 的 三 5lder 形 
式 和 Cycnoa 形式 部 可 应 用 于 非 完整 系统 了 amilton 原 理 的 研 
究 3)，1975 年 VujanoviE 提出 完整 非 保守 系统 的 一 种 新 型 交换 
关系 局 ?7。 

本 入 讨论 一 阶 非 完 整 系统 的 交换 关系 ， 高 阶 非 完整 系统 的 交 
换 关系 以 及 Vujanovic 交换 关系 。 

1.6.1 一 阶 非 完整 系统 的 交换 关系 

1， 广 义 坐 标 下 的 交换 关系 

设 力学 系统 的 位 形 由 半 个 广义 坐标 4(s= ly) 来 确定 , 它 


的 运动 受 有 8# 个 理想 Apbell-deraea 型 非 完 整 约束 
Geta—= Peldrrdo st), (B=1,"", Es oso 二 1]," ,£3 E=H—£) 


(1.6.1) 
据 4Ppell-Ueraee 定义 ， 虚 位 移 满足 以 下 关系 
E 
全 > (1.6.2) 
T=1 


将 式 (1.6.2) 对 二 求 导数 ， 对 式 (1,6.1) 取 变 分 ， 并 将 所 得 结 
果 相 减 、 得 到 


a . EE ©4 
号 (go) 一 84. :5 一 三 0 2T;'*0g, 


o=1 
(1.6.3) 
其 中 
T= 名 5 一 一 人 3 (1.6.4) 
考虑 到 人 
号 069) 一 时 .=0， (zee) (1.6.5) 


则 式 (1.6.3》 碱 为 
(dg) 8g DT dg., (B=1,°%,&) (1.6.6) 
我 们 称 式 〈1.6.5) 和 (1.6.6) 为 Cycnos 观点 下 的 交换 关系 。 
特别 地 ， 对 于 约束 为 线性 的 情 撒 ， 即 


Ga = DB.ra,od, + Bore, (B=1,*",8) (1.6.7) 


=1 
则 式 (1,6.6》 成 为 
5 
B00) 0. Tis 0g, (1.6.8) 
T=] 
其 中 
E 
rf 「 GB, ye 2 DB OB, ,8,o 
ts = 工人 Og. dq, 人 BDI, rr 
£ 
OB, ,a,, 0B.+2,0 5 
~ Ogerr Br jj Dr Ogery 
_ 0B,ra OB, ,ps,0 OB,..s 
Ogery Sr )+ OF. dqo {1.6.9) 


进而 ， 如 果 BB.,s 二 0， HB.,4,, 中 不 含 g9,:» 和 £， 则 有 


gE ; 
gf DB OB.ras, N, 
fo | Og, Og, )s., (5 一 1， 如) 


(1.6.10) 
二 


2. 准 坐 标 下 的 交换 关系 
设 系统 的 运动 受 有 ?8 个 理想 Appell-deraes 型 非 完整 约束 
pg 人 1 一 0， (B=t,r ,gs S 一 1 4) (1.6.11) 
先 不 考虑 非 完整 约束 ， 而 选 % 个 彼此 独立 的 准 速度 


w= wr dr, t), 《8s 二 1 ,4) (1.6.12) 
设 由 式 《1.6.12) 可 反 解 出 广义 速度 ， 并 记 作 
Gr= dr (dm Ott), (rm, R= ] ,nN) 1.6.13) 


对 式 〈1.6.12) 和 (1.6.13〉 利 用 态 ppell~-Heraes 定义 , 虚 位 移 
将 注 足 关系 


d= > qt (s= 1,*,%) {1.6.14) 
不 =1 
Ee Og 
09- 一 2 人 ax Ok (r= 1,°"*,%) (1.6.15) 
R=1 


将 式 (1.6.14》 圣 求 导 数 ， 对 式 (1.6.12) 取 变 分 ， 并 将 所 得 
结果 相 减 ， 得 到 


qd , Ow,fd : 
Hl) 一 50 一 > | {S94) 一 0¢ | 


要 d bo， au O06, 
+ 2 ST (S=1, ,nn) 


(1.6.16) 
现在 考虑 到 非 完 整 约束 (1.6.11)。 将 式 (1,6.12) 中 后 面 # 个 
谁 速度 按 约束 方程 {1.6.11) 的 左 闪 选取 ， 即 wra = faqsde,t), 
而 前 面 * 个 @。 可 任意 独立 地 选取 。 于 是 有 


en 一 0，DT :sp 一 0 《1.6.17) 
此 时 式 (1.6.16) 给 出 
i Gm, Ee 
8) 一 Se O06 0g -oz | 


队 


后 
二 or _ Hos \ 85， 和 
+ ba Dad， dgr 】 De。 dT,, (二 1] 
”7= =1 


(1.6.12) 
我 们 称 式 《1.6.16) 和 《1.6.18》 为 准 坐标 下 的 交换 关系 。 
如 果 式 〈1.6.12) 按 广义 速度 的 线性 齐 次 式 选 取 ， 即 


w= SD) a 《1.6.19) 
=1 
其 中 sx 不 显 含 5， 此 时 式 《1.6.13) 成 为 
人 一 > bor ox (1.6.20) 
RE 
则 式 《1.6.16) 给 出 
ero0= i [ D1 00) — O04 ]+ 三 be Ta 
(s=1,"**,%) (1.6.21) 
其 中 
YY 一 汪 > i De ) brsban, (s= 1 ,nN) (1.6.22) 


上 =1+=1 


称 为 Boltzmann 三 标记 号 。 如 果 系 数 es 中 除 广义 举 标 外 还 包含 
时 间 上 ， 且 
四 ;一 > HrdR TT Gryarty Gr= > 机 kok 士 如 e+i 
点 =1 =1 
《sz 一 1 2) (1.6.23) 


那么 ， 用 〔〈% +1) 奉 代 式 (1.6.21) 和 (1.6.22〉 中 的 %， 并 且 . 
令 


3 和， . 
Cn+i 一 1， do+i 一 1，oTr+l 一 0， 《agor1) 一 dr1l 一 0 
di 


于 是 式 (1.6.21)} 成 为 


n+-1 n+latl 


| 
A 二 sk [B00 —0¢ | | 十 > ， > Yi OT 
不 二 


f=1lm=1 
i [090 -8 ]+ 5 了 yin 
< =1 t=lm=1 
+ 5 edbrm (1.6.24) 
其 中 
Ec 区 
; 加 Oa Da 
总 
=1 r=1 、 
出 Olask Oa snrl 
+ > (一 a japan (1.6.25) 


如 果 芍 虞 到 线性 非 完整 约 束 关 系 ， 厅 将 后 面 8 个 准 速度 w,i#s 按 
约束 方程 的 左 端 选取 ， 而 前 面 。 个 准 速度 2 任意 独立 地 选取 ,这 
时 式 (1.6.21) 和 (1.6.24) 分 别 为 
号 (er 一 ao,= > ， an (0 -ag ]+ > Ys dT 
上 =1 P=10=1 
(1.6.26) 


d -fd 区 
下 co co 一 oo 


pOT, + Leon. 《1.6.27》 


P=10=1 


ee 
标的 变 分 表 出 。 将 式 (1.6.15) 对 二 求 导 数 ， 对 式 (1.6.13) 取 
变 分 ， 并 将 所 得 结果 相 减 ， 得 到 


d =、 Od r 
Hi 097) —04, = 过 oe [Gr 0 ] 


/ad WM, 
+ 2 坏 Dwr DTk ja (s=1,%*,n) (1.6.28) 


1.6.2 高 阶 非 完整 系统 的 交换 关系 


1， 广义 坐标 下 的 交换 关系 
设 力学 系统 的 位 形 由 艺 信 广义 坐标 4s 二 1,*…,m) 来 确定 ， 
它 的 运动 受 有 8 个 理想 以 阶 非 完整 约束 
9..p 一 9 多 (98 3， Yost) 
( B=1,", 8; =n—8: ) 


(1.6.29) 
， G 一 |, 5} 3 一 1， ;给 
据 圾 阶 上 Pbpeil-Qeraea 定义 《1.4.19)， 有 
pe— 工 ) a im} m1) 
Hd.1a= Dd gs (1.6.30) 
=1 989。 


对 式 (1.6.29) 取 变 分 ， 令 
689;=0, (R=0,1,% ,m2), di=0 (1.6.31) 
并 注意 到 式 (1.6.30)， 有 


‘m1 8 Bt) fm- 1} 2 3 OPE OPPY m1) 
584 一 乞 本 一 DO， + >, > fm- 1) re S40 
Ogs og=1 Y=1 Od: Dg 
E (pry my | 
A (1.6.32) 
=1 G gs 
将 式 (1.6.30) 对 二 求 导 数 ， 得 
d [ 1) § Op i . QPP | (m1) 
ai‘? Ge+8) 一 开 名 多 到 各 6 go a ,一直 一 dai? fo ) 
T=1 G4go r=1 Og 
{1.6.33) 
采 上 用 交换 关系 
Cm 4) 
9, )=59., (v=1,",£) (1.6.34) 


则 上 岂 式 (1.6.32)、(I1.6.33) 和 (1.6.34) 得 到 
一 38 一 


€ 


d mm- 1) d BPP 908， 
i 5 Ge+8)— 0 > (8 to) 一 1 
可 = 人 d。 Hg, 


CT qs ， (8 一 1 8) 


a A ) (m1) 
y=1 DBd 839 


(1.6.35) 
称 式 〈1.6.34) 和 (1.6.35) 为 高 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 交 
换 关 系 。 
究 式 《1.6.34)}、(1.6.35) 的 两 个 特殊 情形 , 当 7% 二 1 财 ， 
关系 (1.6.34) 和 (1.6.35) 成 为 式 (1.6.5) 和 《1.6.6)。 当 
7% 二 2 上 时， 给 出 


pe 
Hi(0d) = dG (om1,%,e) 


> a Beg Ov) 
di Oma dre = 三 信 0g, ”6d。 


4 
B99F’ 902 \,, 2 
es > 5 Jads, (B=1,%,8) (1.6.36) 


2. 淮 坐 标 下 的 交换 关系 
设 力学 系统 受 有 8 个 理想 mx 阶 非 完整 约束 
falgognrgai=0, (B=1,g; s=1,°,n) 
{1.6.37) 
取 。==n 一 g 个 彼此 函数 独立 的 扣 阶 淮 速 座 2。 
wo Wo (rd et), (sl ey) (1.6.38) 
假设 中 式 (1.6.37) 和 《1.6， .38) 可 解 出 g， 并 记 作 
2, 一 = P(g Gar «+, ge : ws ,1), (Ss; 记 二 1 "7) 
{1.6.39) 
此 时 4 阶 AAppell-deTaes 定义 为 
Cm -1} 上 BO tm— 1) 


8 9 = md To (5 一 1) (1.6.40) 


对 式 (1.6.39) 取 变 分 ， 令 
Sg=0, (R=0,1m,m—2), 3 (1.6.11) 
并 注意 到 式 (1.6.40)， 有 


天 所 
fp) BP try 、 站 的 ce tm 1 Bf) tm 
Sd yr 二 pe my >, eT Ty + 8 Dy, 
k=1 Og c=1 8 ww, r=1 日 mm， 
CS 一 工 3) (1.6.42) 


将 式 (1.6.40》 对 t 求 导数 ， 得 


m1) d Bp tm 1] Op” dd (mm 1) 
(6 gr em 二 了 re 并 > rT Py We he pr 澡 ) 
dai dt Do 2 di 
(1.6,..13) 
对 此 情形 应 用 式 (1.3,39)， 则 有 
a i Oy 他 
一 加 = 一 人 et nm C1,.6..11) 


0 工 。 s=10 wm, 日 gs 
由 式 (1.6.42)、(1.6,.43) 和 (1.6.44)， 得 到 


é 
dd tm - 】 tm} el 0 tm) BPP 《2 1) 
di 4: )—8 gO— (S$ - Cm oe 


To 
og=1 0 ou 0 To 
3 
做 d tm- 上 )》 tim- 1) 
Se 人 T，) 一 3 wo。 《1.6.45) 
r=10w, 本 


注意 到 


ZE 一 上》 ot. 1》 


3 T, )=8 w,, (oo= 1,+,€) {1.6.46) 
将 其 代入 式 (1.6.45)， ee 


pa Do FEA tm +) 
dy Ys. —89.= 立 ( i 1 o Ts 
df Gl De BD A ) 
(Ss= 1,**, 7) (1.6.47) 


称 式 (1.6.46)、(1.6.47) 为 高 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 交换 关 
系 。 
广义 举 标 下 的 交换 关系 (1.6.34)、(1.6.35) 以 及 准 坐 标 下 


的 交换 关系 (1.6.46)、 (1.6.47) 可 用 于 导出 高 阶 非 完整 系统 
的 这 动 微 分 方程 以 及 研究 高 阶 非 完整 系统 的 革 2milton 原理 。 


1.6.3 新 型 交换 关 杀 


1、Vujanovic 交换 关系 

1975 年 Vujanovié 在 研究 完整 非 保 空 系统 的 变 分 原理 时 提出 
一 种 新 型 交换 关系 ， 认 为 对 完整 非 保守 系统 d8 关 5d, 而 其 将 与 动 
力学 函数 和 广义 力 有 关 尖 )。 设 系统 的 agrange 郧 数 为 

二 二 了 :十 了 1 士 亏 0 

其 中 亏 :， 工 : 和 工 , 分别 为 Lagrauge 困 数 中 对 广义 速度 的 齐 二 次 
式 ， 齐 -一 次 式 和 零 次 式 ; 而 非 势 广义 力 为 Qi 一 Qs (ged)。 

定义 1 交换 关系 


ad 四 pa > gs 了 
(089 一 564 一 27 之 Qixdgr, 《〈S 二 1) 


(1.6.48) 

称 为 Yujanovic 交 的 关系， 
由 定义 《3.6,48》 得 知 ,对 完整 保守 系统 ， 因 Q4 二 0, 故 有 
09) =06,, 《SS== tw 7) (1.6.49) 


因此 ，Yujanovic 认为 da= 8d 对 完整 保守 系统 成 立 。 

2. 非 完整 系统 的 新 型 交换 关系 

设 非 完整 约束 表 为 形式 : 

falqrGrst}=0, 《月 一 8 SS 一 1 天 ) (1.6.50) 

定义 2 交换 关系 

总 《89 ) ~— B09, = i > ( QO4+ 产 408 )ogs 

站 (1.6.51)》 

称 为 非 完整 系统 的 新 型 交换 关系 ， 其 中 Xi 为 约束 乘 子 。 

显然 ， 交 换 关 系 《1.6.51) 比 (1.6.48)》 更 为 一 般 ， 因 为 当 
没有 非 完整 约束 时 ， 关 系 〈1.6.51)》 成 为 式 (1.6.48}。 


利用 新 型 交换 关系 〈1.6.48) 可 将 完整 非 保 宁 系统 的 Ha- 
milton 原理 化 成 简单 形式 ， 利 用 新 型 交换 关系 (1.6.51) 可 将 
非 完整 非 保守 系 统 的 Hamilton 原理 化 成 简单 形式 。 


8$1.7 历史 资料 


1.7.1 名 家 介绍 


J. 工 .Jagrange (1738 一 1813) 法 国力 学 家 ,数学 家 。 
Lagrange 是 分 析 力 学 的 黄 基 人 。 在 他 的 著作 分 析 力 学 *(Méca- 
nique analytique, 1788) 中 提出 虚 功 原理 ,并 与 D'Alembert 原理 
结合 而 得 到 动力 学 普遍 方程 一 一 D'AlJembert-Lagrange 原 理 ; 提 
出 约束 .广义 坐标 的 概念 ,并 得 到 完整 系统 广义 坐标 中 的 方程 一 一 
第 二 类 Lagrange 方程 ;给 出 Lagrange 最 小 作用 量 原理 ; 提出 流体 
运动 的 Lagrange 摘 述 法 ， 以 及 重 刚体 定点 转动 的 Lagrange 可 积 
情形 (1811)。 


1.7.2 国外 分 析 力 学 名 著 与 教材 

1. 了. R.D’'Alenmbert, Traité de dynamique, Paris, 17:13 
这 本 《动力 学 *， 除 前 言 外 洪 分 两 部 分 、7? 章 。 书 中 指 出 Newton 
第 二 定律 也 适用 于 非 自 由 物体 和 完全 固定 的 物体 。 从 此 开辟 了 对 
非 自由 质点 又 动力 学 的 研究 。 书 中 提出 的 原理 ,后 来 演变 为 
D'Alembert 原理 的 近代 说 法 。 这 本 书 不 仅 为 后 来 分 析 力 学 的 形 
成 提供 了 重要 资料 ， 而 且 也 是 力学 学 科 的 名 著 。 

2, J-. IL. Lagrange,， Mécanique analytique, 1788。 这 部 
《分 析 力 学 ?是 分 析 力 学 的 黄 基 性 著作 。 书 中 包括 静 力学 8 章 ， 动 
力学 12 章 。 该 书 用 分 析 方 法 从 变 分 原理 出 发 建立 受 约 束 力 学 系统 
平衡 和 运动 的 方程 ， 首 次 采用 广义 坐标 、 广 闵 速 韶 等 概念 。 书 中 
也 讨论 了 小 振动 理论 。 整 本 书 用 分 析 形式 写 成 ， 没 有 一 张 图 。 

A 


1815 年 的 第 三 版 附 有 8 篇 附录 ， 其 中 一 篇 是 论 重 刚体 绕 定点 转动 ， 
的 可 积 情形 的 论文 。 本 书 是 力学 学 科 的 名 著 。 

3。S, D. Poisson, Traité de dynamique, Paris，1833。 这 
本 (动力 学 ;在 很 长 时 间 内 作为 标准 教科 书 。 

41. W. R, Hamilton, On a general method in dynamics. 
by which the study of the motion of all free systems 
attracting or repeling points is reduced to the search 
and differentiation of one central relation or characteristic 
function, Phil. Trans. of the Roy. Soc., 工 , HH , 1834, P247— 
308; Second essay on a general method in dynamics, 
了 Phil. Trans. of the Roy. Soc.， TT. IJ, 1835，Dp95 一 144。 这 是 
革 amiltoa 的 两 篇 划时代 的 论文 ， 文中 提出 了 amilton 原理 与 正 
则 方程 。 

5. C.G. TJ. Jacobi, Vorlesungen Uber Dynamik, 1866。 
这 本 4 动力 学 讲演 录 3 是 作者 生前 的 讲课 记录 ， 书 中 叙述 了 分 析 力 
学 中 的 正则 方程 解法 和 正则 变 换 ， 是 Hamilton-Jacobi 方程 的 
最 早 记 录 。 本 书 是 力学 学 科 的 名 著 。 

6. H. Hertz, Die Prinzipien der Mechanik in neuem 
2usammenhange dargestellt, Leibzig, 1894。 这 本 1 力学 原理 > 
包括 3 卷 ， 第 一 卷 是 质点 系 几何 学 和 运动 学 ， 第 二 卷 是 质点 系 力 
学 ， 第 三 卷 是 杂文 和 电波 。 书 中 首次 将 约束 和 力学 系统 分 成 完整 
的 和 非 完整 的 两 大 类 。 本 书 是 力学 学 科 名 著 。 

7, HH. Poincaré,Les méthodes nouvelles de ja meécani~ 
que céleste，Paris, 1892, 1893, 1899。 这 套 《 天 体力 学 新 方法 > 
共 3 卷 ,总结 了 天 体力 学 问题 ， 特 别 是 三 体 问题 中 提出 的 许多 数 
学 方法 和 理论 ， 如 积分 不 变量 ， 小 参数 方法 ， 摄 动 理论 ， 周 期 解 
稳定 性 理论 等 。 现 代 力 学 中 许多 非 线 性 问题 和 的 解法 和 理论 都 源 于 
此 书 。 本 书 为 力学 学 科 名 著 。 


8. A. M. JIanyaoe, OGrrag 3anaa 06 ycTONdFBOCTH 


MBHXeHHS, XapbK0a, 1892。 这 本 4 运动 稳定 性 的 一 般 问 题 3 提 出 
了 运动 稳定 性 的 严格 定义 和 两 种 分 析 方法 一 一 特征 数 装 和 JIsr- 
yHoB 图 数 法 。 在 20 世 纪 ， 中 amyaoa 方法 被 广 这 用 于 解决 力学 系 
统 ， 自 动 调节 系统 等 的 稳定 性 问题 。 本 书 为 力学 学 科 名 著 。 

9. 卫 . Appell, Traité de mécanique rationnelle, Paris, 
1896，1899，1953，1955。 这 套 t 理 性 力学 * 共 5 着 ， 其 中 第 一 卷 
为 静 力 学 、 点 的 动力 学 ， 第 二 卷 为 系统 动力 学 、 分 析 力 学 。 在 第 
汪 卷 第 24 瘟 “ 分 析 动 力学 的 普遍 方程 ”中 给 出 了 著名 的 Appell 
方程 。 这 套 书 曾 多 次 再 版 ， 不 仅 在 法 国 而 且 在 世界 都 是 非常 著名 
的 教材 。 本 书 是 分 析 力 学 的 名 著 。 

10. E. T,Whittaker, A treatise on the analytical dyna-- 
mics of particles and rigid bodies, Combridge, 1904, 1917, 
1927，1937。 这 本 《分 析 动 力学 在 剑桥 大 学 多 次 出 版 ， 是 本 世纪 
初 以 前 分 析 力 学 成 就 的 很 好 总 结 。 本 书 是 分 析 力 学 的 名 著 。 

11. {+. Hamel]l, Thecretische Mechanik，S-V，1949。 

这 本 《理论 力学 ?是 一 部 很 有 特色 的 专著 ， 其 中 第 9 章 “ 有 限 自 出 
度 的 非 完 整 系统 ”给 出 了 著名 的 Boltzmann-Hameil 方程 并 给 出 
二 阶 非 完整 约束 的 例子 。 3 

12. C. Lanzos, The variatiunal principles of mecha- 
nics, University of Toronto Press, 1949。 这 本 《力学 的 变 分 
原理 ?对 基本 概念 ， 求 解 动 力学 问题 的 变 分 方法 讲 得 好 。 

13。 小 工 . Synge, Classical dynamics，S-V，1960。 这 本 
《经 典 动 力学 ?分 6 个 部 分 ， 包 括 引 论 ， 运 动 学 ， 质 点 动力 学 ， 质 
点 系 和 刚体 动力 学 ， 一 般 动力 理论 ， 相 对 论 拍 动 力学 等 。 侧 重 几 
何 强 点 是 本 书 特色 。 

14. TP. P. TagrMmaren, JIeKUay IO 3aHQaTHTKTeCKO 首 MCXA~ 
HHKe， Mocxkaa，1960。 这 本 {分 析 力 学 讲义 ?给 出 分 析 力 学 的 方 
法 及 其 在 稳定 性 理论 ， 振 动 理论 和 刚体 动力 学 中 的 应 用 ， 较 详细 
地 将 述 了 力学 的 变 分 原理 和 积分 不 变 昌 :, 正 由 变换 和 再 anmxilton 一 


Jaconi 方程。 

15. A. iH. JIyppe, MHannTHIeCKag MexaHEXK8， 中 局 ， 
MocKksa，3961。 这 本 《分 析 力 学 ?包括 12 童 ， 基 本 定义 ， 刚 体 运 
动 党， 了 刚体 育 限 转动 理论 ， 基 本 动力 学 量 ， 功 和 芝 能 ， 动 力学 普 
遍 方 程 和 分 析 静 力学 ，Iagrange 微分 方程 、 运 动 微分 方程 的 其 
它 形式 、 相 对 运动 动力 学 ， 正 财 方程 和 Jacobi 定理 ， 扰 动 理论 ， 
力学 的 变 分 启 理 等 ， 以 及 了 丙 个 附 有 到 。 本 书 的 特点 在 于 材料 丰富 并 
较 接近 工程 问题 。 

16。 工 , 点 . Pars, 起 treatise on alalytical dynamics, 
London、Wrilfiam Heinemann，1965。 这 本 《分 析 动 力学 ?包括 
30 章 ， 其 中 如 Iagrange 方程 及 其 应 用 ， 冲 击 运动 ， 基 本 方程 的 
6 种 形式 ， 接 触 变换 ， 变 分 原理 等 讨论 得 相当 详细 。 

17. B, C. HoBpocerroB， 了 apraEOHHEIC MeTOIBI B MCYA- 
HHKe，.JI. 1I966。 这 本 《力学 中 的 变 分 原理 ?包括 4 部 分 ， 完 星系 
统 的 D'Alembert-Lagrange 变 分 ， 非 完整 系统 的 DAlembert- 
Lagrange 变 分 ，Gauss 变 分 ， 基 于 分 析 力 学 方法 药 最 优 过 程 理 
论 等 。 本 韦 对 非 完 整 系统 的 变 分 原理 讨论 得 相当 详细 。 

18. IO. H, Heiimapk, H. A. 中 y 中 aea， 贡 HRMEKa HGIO~ 
TOHDMHEI cuCTECM, M, ]967 .本 书 《 非 完整 系统 动力 学 ?是 非 完 整 
系统 分 析 力 学 方面 的 第 一 部 专著 。 全 书 共 7 章 ， 包 括 非 完 整 系统 
运动 学 ， 用 动力 学 普遍 定律 研究 非 完 整 系统 的 运动 ， 非 完整 系统 
分 析 动 力学 ， 非 完整 系统 力学 中 数学 模型 的 修士 ， 非 完整 系统 的 
小 振动 和 稳定 性 ， 非 完整 系统 动力 学 和 滚轮 系统 的 线路 稳定 性 问 
题 ， 非 完整 系统 动力 学 种 电机 的 一 般 理论 等 。 

1.7.3 我 国 出 版 的 分 析 力 学 专著 和 教材 

1. 注 家 评 。 分析 动力 学 。 北 京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1958， 

2， 王 光 远 。 应 用 分 析 动 力学 .北京 : 高 等 教育 出 版 社 ， 
1982。 


3. 汪 家 评 . 分 析 力 学 。 北 京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1983， 
4， 刘 永 。 分 析 力 学 ， 哈尔滨， 黑龙 江 科 学 技术 出 版 社 ， 


5。 基 镇 分 析 力 学 ， 上海: 上 海 交 通 大 学 ，1984。 

6. 黄 上 昭 度 ， 纪 辉 玉 .分 析 力 学 。 北 京 : 清华 大 学 出 版 社 ， 
1985, 

7. 谈 开 有 平 。 分 析 力 学 。 哈 尔 滨 : 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ， 
1985. 

8、 梅 风 翔 。 非 完整 系统 力学 基 砸 。 北 京 : 北京 工业 学 院 出 
版 社 ，1985。 

9 陈 演 。 分 析 动 力学 。 北 京 ， 北京 大 学 出 版 社 ，1987。 

10， 梅 凤翔 ， 刘 桂林 。 分 析 力 学 基础 。 西 安 ， 西安 交通 大 学 
出 版 社 ，1987。 

11。 梅 凤翔 。 非 完整 动力 学 研究 ， 北 京 ， 北京 工 业 学 院 出 版 
社 ，1987， 

12。 梅 凤翔。 分 析 力 学 专题 。 北 京 ， 北京 工业 学 院 出 版 社 ， 
1988, 

a 
版 让 ，1988。 

14， 杨 来 伍 ， 梅 凤 朔 ， 变 质量 系统 力学 ， 北 京北 京 理 工大 
学 出 版 社 ，1989。 


1.7.4 分 析 力 学 大 事 年 表 


1657 年 ”Fermat 提出 最 小 时 间 上 原理 。 

1686 年 ”Leibniz 以 物体 质量 与 其 速度 平方 之 积 为 活力 ， 并 
提出 活力 的 守恒 。 

1690 年 ”J. Bernoulli 讨论 悬 链 线 平 衡 形 状 。 

1717 年 ”J. Bernoulli 对 碟 位 移 原理 作 一 般 性 表达 。 

1743 年 、D'Alembert 在 4 动力 学 ;中 提出 受 约束 质点 的 动力 


学 原理 。 
1744 年 ”Madperttis 提出 最 小 作用 量 原理 。 
1783 年 ”Carnot 提出 虚 位 移 的 概念 。 
1788 年 Lagrange 《分析 力 学 出 版 。 
1829 年 、Gauss 提出 力学 中 的 最 小 拘束 原理 。 
1834 一 1835 年 ”了 Hamilton 提出 Harmnilton 原理 和 正则 方 
程 。 
1837 年 ”Jacopbi 建立 定理 用 以 解 再 amiliton 正则 方程 。 
1872 年 ”Ferrers 导 出 非 完整 系统 不 带 乘 子 的 方程 。 
i1876 年 ”Kirchhoff 将 二 amilton 原理 推广 到 连续 介质 。 
1876 年 ”Routh 用 循环 坐标 将 Lagrange 方程 降 阶 。 
1877 年 ”Lie 应 用 接触 变换 于 为 学 ， 处 理 正则 方程 的 变换 和 
积分 。 
1884 年 、Routh 导出 适用 于 非 完 整 系统 的 带 乘 子 的 动力 学 
方程 。 
1892 年 ”JIanyuos 提出 运动 稳定 性 的 一 般 数 学 理论 。 
1894 年 ”Hertz 提出 约束 和 系统 分 为 完整 的 和 非 完 整 的 。 
1895 年 ”9qanmprma8 导出 非 完整 系统 不 带 乘 子 的 动力 学 方 
程 。 
1898 年 ”Volterra 给 出 非 完 整 系统 准 坐 标 中 的 方程 。 
1892 一 1899 年 “Poincarey 天 体力 学 新 方法 ! 3 卷 出 版 。 
1899 年 ”Appell 给 出 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 
1901 年 ”Jevi-Civita 给 出 自治 正则 系统 平稳 解 的 定理 。 
1901 年 Maggi 给 出 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 。 
1901 一 1904 年 Bopoger (1901》， Boltzrmann (1902》， 
了 Hamei〈1904)》 给 出 完整 和 非 完 整 系统 难 坐 
标 中 的 方程 。 
1904 年 Whittaker 在 其 《分 析 动 力学 》 中 总 结 经 典 力学 的 
成 果 。 


1908 年 
1918 全 
1920 年 
1922 年 


Jourdain 提出 一 类 微分 变 分 原理 。 
Noether 发 表 对 称 不 变性 定理 。 
LleHos 提出 非 完 整 系统 的 混合 型 方程 。 
Beghin 提出 何 服 约束 的 概念 。 


1926 一 1928 年 Vranceanu, Horak, Schouten, Cartan 提 


1935 年 


1936 年 


岂非 完整 几何 学 。 
1932 一 1933 年 ”UerTaes 提出 非 线 人 狂 非 党 整 约 束 的 碟 位 移 定 
Nielsen 在 其 《基础 力学 ?》 中 提 完整 系统 一 类 新 方 
程 。 
Mac-Millan 在 其 《刚体 动力 学 y》 中 提出 非 完整 系统 
一 类 新 方程 。 


1937 年 
1939 年 


1957 年 


1958 年 
1962 什 


上 gostinelli 提出 等 价 动力 系统 。 
五 0o6poupaaos 得 到 非 完 整 系统 淮 坐 标 中 的 正则 坟 


Honocenos 对 一 阶 非 线性 非 完整 系统 动力 学 进行 
一 系列 研究 。 
汪 家 评 的 分析 动力 学 } 出 版 。 


Mangeron、Deleanu 得 到 高 阶 系 统 的 动力 掌 方 
程 。 


1962 一 1963 年 、ApHoNpn 和 Moser 发 展 了 Konmoropoa 


1964 年 
1966 年 
1967 年 
1969 年 
1974 年 
1978 年 


— 48 一 


1954 年 关于 近 了 amilton 系统 的 理论 ， 形 成 

基态 M 定理 。 
牛 青 大 提出 速度 空间 和 可 速度 空间 虚 位 移 的 概念 。 
刀 onarnames 提出 高 阶 非 完整 系统 的 动力 学 方程。 
Hei#imMapr 和 中 y 中 aeat 非 完整 系统 动力 学 》 出 版 。 
Godbillon 的 《微分 蕊 何 和 分 析 力 学 ?出 版 。 
ApHoAbxn 的 4 经 典 力 学 的 数学 方法 3 出 版 。 
Abraham 和 Marsden 的 4 力学 基础 ?出 版 。 


I.7.5 关于 分 析 力学 的 历史 与 现状 研究 


文献 [15] 对 非 完 整 力学 的 发 展 简 史 作 了 很 好 的 总 结 ， 收 集 了 
50 年 代 以 前 的 大 量 文献 。 文献 5163] 的 参考 书目 有 515 篇 , 反映 了 
60 年 代 以 前 人 们 在 非 完整 系统 分 析 力 学 方面 的 主 要 贡献 。 文 献 
517 研究 了 分 析 力 学 的 近代 发 展 以 及 非 完整 力学 的 历史 与 现状 ， 
竺 剂 放 党 了 我 国 分 析 力 学 的 近年 研究 成 果 。 


1.7.6 关于 分 析 力 学 的 基本 概念 的 研究 


文献 57 对 约束 的 研究 相当 出 色 。 关 于 分 析 力 学 基本 概念 的 
讲述 与 过 论 还 可 参考 文献 [183-_[273。 


习 题 


1。 一 质点 在 空间 中 运动 .所 受 约束 为 
se 一 ”0 
试 证 这 是 一 个 非 完整 约束 ， 但 可 找到 满足 约束 的 一 些 轨 道 t=*x(，y= 
KE) a = tf), 
2， 试 证 (1,3,5) 是 不 可 积 的 。 
3， 验证 约 束 *(zz+ 和 +22)+2Cxxz 上 yy++iz) =0 不 满足 条 件 (1,1.26)， 
但 却 是 可 积 的 。 
4 试 证 ， 如 约束 YakKge， gost) = 0， (8B=1l, grs=l…z) 是 可 积 
的 ， 则 有 
a Bf Bfs _ 
a gg, D9。 
5。 试用 机 物 线 坐 标 xw，w，%? 及 其 对 时 间 的 导数 来 表示 点 的 速 座 和 加 速 
度 ， 鞭 中 * = waceose，4 = Vi sing, 如 = 于 Co-o)。 
6- 利用 (1.3,19) 及 《〈1.23.8)， 试 证 下 述 关系 


Hn 


0， (B=1,-, 8s =1,°,n) 


Br d Og 


a Br Ar a 
T1099 dt ws 


dt PT。 Ans 


3 


7. 一 质点 在 空间 中 运动 ， 所 受 约 束 为 ?= zz。 试 分 别 用 Tertz-Helder 
原则 和 Appeill-eraeB 定 冯 给 出 该 约束 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 。 

8、“ 当 有 微分 约束 在 场 时 ， 正 像 当 有 非 无 限 小 约束 在 场 时 那样 ， 克 位 

只 有 在 那 种 场合 下 才 和 实 位 移 相 合 ， 即 约束 是 稳定 的 .” 王 yxronsd 忆 中 

9. 试 证 明 如 下 交换 关系 


my dd Os” Pa™ 
mb gs )— a ey = Dy (二 2 EE 
o=1 0 ¢e 0 gs 


£ 


HP I OPr™ im—11 
> Tr Um pd 4° 


Y=10 g++r Og 


a 2 人 {mcd 9 )- 592 (8= 1 人 


og=1 人 


参 考 文 献 


[17] TogponpaBon B B, OcCnoBpl MEXQRHK HOCTONOgOMIEIX 
cacTem. M. Ppicmag mxona, 1970. 

2] 梅 凤翔 . 非 完整 系统 力学 基础 .北京 :北京 开业 学 院 出 版 社 ,1985 . 

[3 Un5ponpanos B 中.OCcHOBPI B89aIHNTHICCEON MOXAIARL. NM, 
Bprcmag iwKona. 1976. 

[C4] Levi-Civita T, Amaldi U. Tezioni di meccanica razionitle. 
Bolozna, 1930. 

[ 52 梅 凤翔 . 分 析 力 学 专题 ,北京 :北京 工业 学 院 出 版 社 ，1988。 

[C6] ApaonrnR B UH. MarexaTadeckHe MeTONG RK:JACCILIeCKON 
mexanuara. NM,Hayka, 1974. 

57] 陈 帝 . 分 析 动 力学 .北京 ， 北京 大 学 出 版 社 ，1987， 

[8) Syvnge 1. Tensorial methods in dynamics, Toronto; University 
of Toronto 下 ress，1936。 


[9 了 Hopgocencn B C. BapHaIaoHEbIE METONE B MeXxaHlnRe, 本 :- 


"DY, 1966. 

Tarsrange JT-l,. Mécanique analytique, T. I, H, Fatis, 

1789, 

Hartz IT, Die Drinripien rer Mechanik, Cosainielte Werke, 

T, 机，1894- 

APDPEll 了 Traite de micanique rationnelle, Parisy Gathir - 
Villa:s, 1919—1924. 

ypne AI, ANdnmTHIcCKiH Moxaunra. M, TIIDM.T, 1961. 
牛 表 椅 . 经 暴力 学 基本 微分 原理 与 不 完整 力学 组 的 运动 方程 . 力 
学 学 报 ， 第 7 了 此， 第 2 期 ，1964. 

CaHHA I 五 , IIyTrPTa T 人 ,中 PamaDH BB H. DuepKI Pa3pH- 
TH 区 CHDTDPHX 市 ylIIaNeRIS DIEX IDO63cCM MeXaEHRTL。 
Knecs:Tiayrona KKYMEKa，1964， 

Heiimapr KJ HH, Bydhacr HH A. [unHaMdKa HCTIJOUONMIITE 
CncTreMm. MITlaywe,. 1907. 

拖 风 羯 . 非 完整 动力 学 研究 .北京 ， 北京 工业 学院 出 版 社 ，19#7， 
Whittiker 也 To A treautise on the analyticnl dynamics of 
Particlos and Tigid bordies, 4th ed Now York: The Macmillarn 
Co., 1944., 

Pars 1 A A treoatise on anaslvilical dynamics. London.: Tiei- 
ninarn, 19F5. 

雪 特 马 亚 全 P. 分 析 力 学 讲义 . 钟 素 和 俄 ， 莅 问 内 详 , 北 训 : 疯 守 教 
育 出 版 社 ，1954， 

汪 家 纤 . 分 析 必 学 .北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1983 

玉 光 远 , 应 册 分 析 动 力学 .北京 : 高 等 教育 出 版 守 ，1982。 

黄 豚 度 ， 纪 租 上 .分 折 力 学. 北京 :小 华 大 学 出 版 社 ，1985 . 

刘 永 .分 析 力 堂 -哈尔滨 : 黑龙 衬 科 技 出 版 神 ，1984. 

谈 开 胖 . 分 析 力 学 .哈尔滨 : 哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 ，1985、 

吴 镇 . 分 析 力 学 ,上海 : 上海 交通 大 学 ，1984. 

梅 凤翔 ， 刘 棱 困 .分 析 力 学 基础 :西安 ， 沽 安 交通 大 学 出 版 社 ， 

1987, 

Voujanovit B, ZAMBD., Vol. 55, P321, 1975. 


第 二 章 分 析 力学 的 变 分 原理 


分 析 力 学 的 变 分 原理 分 为 两 大 类 ， 一 类 是 微分 变 分 原理 ， 另 
一 类 是 积分 变 分 原理 。 微 分 变 分 原理 是 研究 力学 系统 在 某 状态 邻 
近 无 限 小 时 闻 间 隔 中 真实 运动 和 其 它 可 能 运动 之 间 所 做 的 局 部 比 
较 。 比 较 结果 凑 明 、 对 真实 运动 来 说 ， 某 函数 取 极 值 。 积 分 变 分 
” 厌 理 是 研究 力学 系统 在 一 段 有 限时 间 内 真实 运动 与 可 能 运动 之 章 
的 比较 。 比 较 结果 表明 ， 对 真实 运动 来 说 ， 某 泛 医 取 极 值 。 

分 析 力 学 的 变 分 原理 是 整个 分 析 力学 的 基础 和 出 发 虑 。 同 时 
又 有 相当 的 概括 性 ， 对 坐标 变换 的 不 变性 以 及 比 微分 方程 有 更 广 
汇 的 适应 性 等 优点 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 介绍 微分 变 分 原理 ， 完 整 系统 在 广义 坐标 
下 的 积分 变 分 原理 ， 完 整 系统 在 准 坐标 下 的 积分 变 分 原理 ， 非 完 
整 系统 的 积分 变 分 原理 ， 一 类 新 型 积分 变 分 原理 ， 新 型 交换 关系 
下 的 百 amiiton 原理 ， 最 后 给 出 一 些 历史 资料 。 


$2.1 微分 变 分 原理 


本 节 讨 论 D'Alembert-Lagrange 原理 ，Jourdain 原理 ， 
Gauss 原理 和 万 有 TDAltlembert 原理 等 各 种 微分 变 分 原理 ， 最 后 
讨论 微分 变 分 原理 的 应 用 。 


2.1.1 也 'Alembert-Lagrange 原理 


1.PD“ AIemiberxt 原理 
设 力学 系统 由 六 个 质量 为 m4 (f==1.…*,N》 的 质点 组 成 ， 质 
点 的 册 速 度 为 @ = 六 ,我 们 把 多 ;= 一 m77; 称 为 诗 性 力 。 了 DAlem- 


bd 


bert 原理 指出 ， 在 每 一 瞬时 ， 作 用 在 质点 上 的 主动 力 志 :， 约 束 
反 力 民 :， 以 及 假想 的 惯性 力 西 :， 必 满足 平 衡 条 件 
F.;+ 8;:+ R=0, (一 VD) (2.1,1) 

DD'Alembert 原理 《2.1.1) 有 重要 的 理论 意义 和 应 用 价值 。 
首先 ， 它 把 动力 学 问题 用 静 力 平衡 方法 来 求解 ， 形 成 所 谓 “ 动 静 
靶 "。 用 这 个 方法 思考 问题 简单 ， 而 且 有 时 解 题 很 方便。 其 次 ， 
D'Alembert 原理 与 虑 位 移 原 理 联合 而 构成 动力 学 普遍 方程 一 一 
D'Alembert-Lagrange 原理 。 

2. 虚 位 移 原理 

碟 位 移 原理 可 表述 如 下 ， 在 理想 双 面 约束 下 ， 力 学 系统 平衡 
的 必要 和 充分 条 件 是 作用 在 系统 上 的 主动 力 在 任何 为 约 来 允许 的 
虚 位 称 中 所 作 元 功 之 和 等 于 和 零 ， 即 


>, 严 ior; 一 0 (2.1.2) 


?=1 

虚 位 移 厌 理 ， 亦 称 虚 功 原 理 ， 它 是 分 析 静 力学 的 基础 ， 用 它 
来 解 静 力学 问题 有 许多 方便 之 处 。 虚 位 移 原 理 与 D'Alembert 原 
理 联合 而 构成 D'Alembert-Lagrange 原理 。 

3. D'Alembert_Lagrange 原理 

根据 D'Alembert 原理 ， 加 在 系统 的 点 上 的 主动 力 Fi, 约 东 
反 力 R:， 以 及 假想 的 惯性 力 西 ; 所 组 成 的 力 系 ， 在 每 一 瞬时 ， 即 
在 运动 系统 的 每 个 位 置 上 ， 都 满足 平衡 条 件 。 但 是 ， 对 于 满足 平 
衡 条 件 的 力 系 可 以 应 用 由 虚 位 移 原 理 所 表 示 的 平衡 条 件 。 轩 此 ， 
D'Alembert 原理 与 卉 位 移 原 理 相 结合 ， 就 得 到 DAlembert- 
Lagrange 原理 。 这 个 原理 可 表述 如 下 : 在 理 极 双 面 约束 下 ， 在 
所 有 时 刻 真 实 运动 不 同 于 运动 学 上 可 能 的 运动 仅 在 于 ， 对 真实 运 
动 来 说 ， 主 动力 和 假想 的 价 性 力 在 系统 任何 虚 位 移 中 所 作 的 元 功 
之 和 等 于 零 。 

由 D'Alembert 原理 和 虚 位 移 原 理 ， 我 们 有 


二 DY 


二 
DFit Ri—miir) :dri= 0 (2.1.3) 
=1 


在 理想 约束 下 ， 咒 妆 


三 
> Ri.or;=0 (2.1.4) 
Ee 
时 ， 式 (2.1.3) 成 为 
四 
DF -mts) dri=0 (2.1.5) 


i=1 
这 足 T7aAlembert-Lagrange 研 理 的 矢 最 形式 。 原 理 (2.1.5) 在 
直角 坐标 Re 


0 — mE + Pie) Dri — (— Hi Piy) Ove 
[| 


+ (Ii2i + Pir}d2i} = 人 0 {2.1.6) 
4,. D'Alembert-Lagrange 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 
人 


现在 变换 惯性 力 在 品位 移 上 所 作 元 功 之 和 一 对 orFi orr 


i=1 
NM 
为 此 ， 引 让 系统 的 动能 了 一刻 iizr， 并 且 暂 时 不 考虑 非 完 
整 约束 的 限制。 
命题 1 我 们 有 
> Fi* Or: 一 > 人 一 站 jay (2.1.7) 
T=] f= 
[证 明 2 


了 信和 荔 - 委 ) 


fd Bri OF 
> 
利用 经 典 工 agrange 关系 《1.2.8) 及 关系 (1.4.3)， 上 式 有 有 端 


成 为 
人 


2 (mm jie* > og )= Se 


=1 zf 二】 


根据 命题 1 ， ne Lagrange 原理 (2.1.5) 可 表 为 
Euler-Lagrange 形式 


of7 ad 37 
> df 0 -+ 0,)8g,=0 (2.,1.8) 


其 中 
@= hi (2.1.9) 
1=1 
为 广义 力 。 若 引进 Euler 算 子 
人 
£:=a 证 Bg (Ss—=1,"+,n) 《2.1.10) 


则 起 〈2.1.8) 写 成 


2 人 TD)rOyac=n0 《2.1,11) 
=1 
命 题 2 屯 有 
# 
a7 a7 
‘二 Vi p 
Dm “Or, (3 2 dg; )ag, (2,.1.12) 
[证 明 ] 
六 , 
{TT 
2 好， Bgr /09 
= (ms 2 Ts SA 2 oq, 
r=ls=1 oF Og 


据 经 典 Nielsen 关系 (1.2.12) 以 及 关系 (1.2.8) 的 第 一 式 ， 
上 式 右 问 与 式 (2.1.12) 左 端 一 致 。 | 
根据 命题 2 ， D'Alembert-Lagrange 原理 (2.1.5》 可 表 为 


.Nielsen 形式 


2 30 一 计 +0jag=0 (2.1.13) 


若 引 进 Nielsen 算 于 信 
-0 4d _ ，8 ee 
N,= 二 2 py (S 一 1 7) (2,1.14) 
则 式 (2.1.13〉 写 成 
SD {~—N(T)+0,}8g=0 (2.1.15) 
4 一 
现在 引进 系统 的 加 速度 能 量 
= mi (2.1.16) 
=1 
命题 3 我 们 有 
并 mrrar -三 况 ow (2.1.17》 
【证 明 ] 
SS Sn 0g = Emi | 
A 1 


根据 命题 3 ， ia 《2.1.5) 可 表 为 
.Appell 形式 


ba 

在 建立 命题 1 一 命题 3 时 ， 并 未 考虑 到 非 完 整 约束 的 限制 。 

但 原理 《2.1.8)、《2.1.13) 和 (2.1,18) 对 非 完整 系统 仍然 有 

效 。 实 际 上 ， 在 许多 情况 下 仅 在 得 到 这 些 形式 后 才 考 虚 到 非 完 整 
约束 ， 从 而 推导 出 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 

用 DAlembert-Lagrange 原理 可 推导 完整 系统 和 一 阶 非 完 


)ag =0 (2.1.18) 


整 系统 的 适 动 微分 方程 。 对 于 线性 非 完 整 约 束 系统 来 说 ， 约 束 对 
于 虚 位 移 的 限制 芒 是 关于 6g; 的 线性 式 ,因此 可 直接 应 用 原理 (2。 
1.8)、(2.1.13) 和 《2.4.18)。 对 于 非 线性 非 完 整 系统 ， 则 需 采 
用 4ApPpell-Ueraea 定义 。 


2.1.2 Jourdain 原理 


1、Jourdain 原理 

在 DAIempert- 工 agrange 原理 中 变 分 是 坐标 的 变 分 ， 即 通 
常 所 指 的 点 位 移 。 在 Jourdain 原 理 中 变 分 是 速度 的 变 分 ， 即 速 
度 空间 的 虚 位 移 `*)。 Tea 大 机 原理 可 表示 为 


Sr, 一 wziFi "OF:—0 (2.1.18) 
i=1 


此 原理 对 约束 所 加 限制 是 i 意 义 下 的 理想 性 ， 即 


SR, “Fi=0 《2.1.20) 
s=1 


2. Jourdain 头 理 在 广义 治标 中 的 表达 
在 2.1.1 中 的 命题 1 一 命 题 3 ，、 对 速度 空间 的 虚 位 移 仍然 成 


立 ， 即 有 下 述 结果 
N 阳 办 
Drm ee Fj = DET)0g,= > CT)60， = 三 算 9， 
i=1 +=1 s=1 


《2.1,21》 
利用 这 些 结 果 容 易 将 Jourdain 原理 (2.1.9》 表 为 Euler-Lag- 
TamEge 形式 


Tr qd 657 
> 3, jg.=0 (2.1.22) 
t 了 并 
Nielsen 形式 
67 oF 
(2 + 0 =0 (2.1.23) 


以 及 Appell 形式 


ME a 2 +0,)dd, =0 ~ (2.1.21) 


s=1 

利用 Jourdain 原理 (2,1.22) 一 (2,1.24) 可 以 推导 完 各 系 
统 的 运动 微分 方程 。 基 处 到 非 完整 约束 对 速 麻 空间 虚 位 移 的 限 
制 ， 它 们 还 可 用 于 推导 一 阶 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 利 用 二 
阶 Appell-HeTaen 定义 〈1.4.20)， 还 可 用 于 推导 二 阶 非 完整 系 
统 的 运动 微分 方程 。 


2,1.3 Gauss 原理 


1。Gauss 原理 


Causs 原理 的 物理 基础 是 最 小 拘束 的 概念 。 力 学 系统 的 哲 来 
可 表 为 


es (#1- (2,1,25) 


约束 下 的 系统 ， ea hea 间 样 初 位 置 、 同样 初 带 诬 
的 运动 学 可 能 的 运动 之 处 站 十 ， 真 实 运 动 对 自由 运动 的 偏离 的 量 
度 拘束) 是 极 小 。 

Gauss 原理 的 数学 表示 为 


057%=0 
™ 
DF mte) oF,=0 (2.1,26) 


f=1 
而 Gauss 意 义 下 的 理想 约束 条 件 为 
A 
DR::0r,=0 (2.1.27) 


f=1 
2、Qauss 原理 在 广 闷 坐标 中 的 表达 


在 2.1.1 中 的 命题 1 一 命题 3 ， 对 如 速 订 空 间 的 虚 位 移 仍然 
成 立 ， 即 有 沾 述 引 果 
者 有 民 


> rm; ri Or 2 TET)dY,= > NT)08, = Be 2 Bo. 


t=1 s=1 s=1 | 
(2.1.28) 


利用 这 些 结果 容易 将 Gauss 原理 (2,1.26) 表 为 Euvler-Lagrange 
形式 


7 
2 Bg dU 这 + Qjo%, =0 (2.1.29) 
Nielsen 形式 
/07 和 
zt: Bg: 0G; + 0,)o8.=0 (2.1.30) 
以 及 Appell 形式 
ee 
2 (2.1.31) 


利用 Gauss 原理 可 以 推导 完整 系统 和 一 阶 非 完 整 系统 的 运 
动 微 分 方程 。Gauss 原理 (2.1.29) 一 (2.1.31)》 联 同 加 速度 空门 
的 虚 位 移 定义 ,还 可 推导 二 阶 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 .Crauss 
原理 (2.1.29) 一 (2.1.31》 联 间 三 只 4&ppelI-UeTraeB 定义 (1.4. 
19)(zz 一 3)， 还 可 推导 三 阶 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 


2.1.4 万 有 DAlembert 原理 


1. 万 有 DD'Alembert 原理 
万 有 DAlembert 原理 是 最 一 般 的 微分 变 分 原理， 其 形式 


A 


~ 《1 
> FHFi)* ri 
£=1 

ER my 


Ei=0, bri=dFi—m dr; =0, 6riz0, (m=0,1,2,) 
(2.1.32》 


其 中 束 是 点 的 笑 径 xr; 对 时 间 1 的 加 阶 导数 。 原 理 〈2.1.32) 对 
的 来 的 理想 性 限制 可 表 为 


和 “ori=0 (2.1.33) 


+*=1 

万 有 DAlembert 原理 (2.1.32) 是 罗马 尼 亚 学 者 Mangeron 和 
Daleanu 于 1962 年 提出 的 。 它 表示 ， 系 统 的 主动 力 和 饥 性 力 在 
2m% 次 速度 空间 中 的 虚 位 移 上 所 作 “ 元 功 ” 之 和 等于零 。 

万 有 TD'Alembert 原理 (2,1.32) 是 最 一 般 的 微分 变 分 原理。 
当 到 =0 时 ， 原 天 (2,1.32) 成 为 D'Alembert-Lagrange 原理 

{2.1.5); 当 吉 二 1 时， 原理 (2,1.32) 成 为 fourdaia 原理 (2. 

1.19) 而 当 zr 二 2 时 ,原理 (2.1.32) 成 为 Gauss 原理 (2.1.26)。 

2. 万 有 DAlembert 原理 在 广义 坐标 中 的 表达 

在 2.1.1 中 的 命题 1 一 命题 3 ， 对 以 次 速度 空间 中 的 虚 位 移 
仍然 成 立 ， 即 有 下 述 结果 


~ im) oe [i 全 (Cm) 在 [ 

Dm re 一 BET)® gs 一 Sj NT)S gr 一 D0 gs 

f=1 I=1 了 = 三 1 HE 
(2.1.34) 


利用 这 些 结果 容易 将 万 有 DD Alembert 原理 (2.1.32) 表 为 Euler~ 
工 agrange 形式 


六 
67 ‘m) 
El qt 3 + 0)9=0 (2.1.35) 
Nielsen 形式 
ey a 征 ) 
Zi + 人 jag:=o (2,1.36) 
以 及 Appell 形式 
tm 
(人 +0)og = (2.1.37) 
s=1 


下 面 将 万 有 DAtembert 原理 (2,1.,32) 表 为 Mangeron-De- 
leanu 形 式 。 


时 我 们 有 
人 1 {2 2 和 一 (ma+1D lg, 
z=1 s=1 0g: 
($8 =1,2,*) (2,.1,38) 


其 中 代为 动能 下 对 时 间 的 吉 阶 导数 。 
【证明 ] 将 点 的 矢 径 产 王 ri(d 对 时 疗 t 求 pw 阶 导 数 ， 


得 到 


Or: {0 ) 2 ri; {mr- 1) rr: po 
所 ort "(DE B90ge 公 Rs 人 2 )+ 
(2.1.39) 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 %， 4，。 由 此 得 到 下 述 重要 关系 
{2m) {my 
Br; BF; br， Or: | 
i (2.1.40) 
Bg ’ Bg: 6g 
N 
将 动能 工 = (1/2) Dj mri*F; 对 时 间 EE 求 台阶 导 数 ， 得 
i=1 
(tt) (mr TI) {oy 
7 -之 mw hie rs We ep (2.1.41) 
f=1 
mr) (mr 
其 中 来 写 出 之 项 不 含 rif， 7，。 由 式 (2,1.41)， 得 
fm) N ‘m+ 1) (mm) 
LY mr i ‘Or: (2.1.42) 
Og: i=I Og; i=1 Ggs 


(2.1.43) 


二 Si Or; 
i=1 64g 


由 式 〈2.1.42》、(2.1.43) 和 (2,1.40)， 并 注 章 到 


ar; = 5 rteg, C2.1.44) 


便 得 式 (2.1.38)。 ] 
推论 1 当 志 =1 时 ， 命 题 生 成 为 命题 2 。 
推论 2 当知 一 2 时 ， 命题 4 给 出 二 入 Re 下 二 


Ds Fi OF; -区 站 (如 ;oy {2.1.45) 


推论 3 二 Pe 出 三 阶 eyon 形式 


mF ie Br; 一 Bs 89g: (2.1.46) 
> (Es 


r=1 f=] Gg 
根据 命题 4 ;万 有 DAlembert 原理 (2.1,32) 可 表 为 Mange- 


ron-Deleanu 形 式 
Ec Cab 
二 [ws 1 一 | + Qag = 0 (2.1.47) 
了 2 6g， 


根据 推论 2 和 推论 3， 万 有 DD'Alembert 原理 可 表 为 二 阶 HeHoa 
形式 


fl1/,. 6 近 \ Jo- 
工 寺 (3 5 一 0 《2.1.48) 


了 =1 vqds Ogs 
和 三 阶 esoa 形式 
2 人 20 =0 (2.1.49) 
: pe 
fs=1 Bg 


下 面 给 出 万 有 DD Alembert 原 纤 的 世 orandzea 形式 .取信 六 
Menos 了 省 数 


(my (的 ) 到 ‘mb 
K-T —(m +1)7'o }- Zo ， (8 二 1 ,2,") 
C2,1.50) 


其 中 


{ines oaT "ney 
To (2.1.51) 
了 三 】 0g: 
命题 5 我 们 有 
~ Ry 
Smit Fi) or en SA (2,.1.52) 
:=1 s=1 Ogs 
[证 明 i 
n ed Cam) . 
Ey 
i=1 Ods s=1 Og: bq,” 


oT ‘or} 
-人 -urD 可 -ej 


利用 命题 4 ， 便 证 明了 命题 5 。 2 
, 根据 命题 5 ,万 有 D'Alermbert 原理 可 表 为 omanqucs 形式 形式 


(1 
> =0 (2.1.53) 
y=] D9: 


利用 万 有 D' Aiermbert 原理 的 各 种 表达 (2.1.35) 一 (2,1。 
37),(2.1.47) 一 (2.1.49) 和 (2,1.53)， 以 及 殉 次 速度 空间 的 虚 位 
移 定义 ， 可 以 推导 四 任意 阶 非 完整 系统 的 运动 方程 。 


2.1.5 微分 变 分 原理 的 应 用 


各 种 微分 变 分 原理 都 可 表 为 某 蚁 数 取 极 值 这 -- 共 性 ， 因 此 微 
分 变 分 原理 在 非 线 御 力学 ， 多 刚体 与 机 器 人 动力 学 等 领域 得 到 广 
泛 应 用 。 

1，Gauss 原理 在 机 器 人 动力 学 中 的 应 用 

解决 力学 问题 有 两 种 方法 ;“ 一 种 方法 是 很 据 平 衡 或 运动 规律 
的 直接 方 甘 ; 另 一 种 方法 是 运用 极 大 值 或 极 小 值 航 公式 ， 通 过 未 
极 大 位 或 极 小 值 的 方法 求 出 这 些 公 式 的 解 ”(Eunler)。 描 述 构件 


之 冰 具 有 各 种 约束 的 机 器 人 非常 揽 杂 的 守 间 机 构 时 ， 确 定 闭 式 的 
动力 学 方程 有 不 少 困难 。 而 建立 乌 应 的 极 值 问题 并 不 困难 ， 这 种 
极 值 问题 作为 很 一 般 的 数学 规划 问题 。 如 果 写 成 泛 函 ， 遂 过 选取 
所 有 未 知 重 使 之 取 极 小 值 ， 并 确定 对 这 些 未 知 量 所 加 的 全 部 约 
束 ， 那 么 就 每 “具体 情况 用 数 空 计算 机 求 这 种 极 值 问题 的 数值 
解 ， 要 比 村 求解 的 解析 起 容易 得 多 "5)。 

选 质 量 为 we* 的 质点 的 齐 次 坐标 让 二 ri?3 ,7 ,127, 力 下 "二 
CT, PF:, 0]7， 0 


pA 2 2 Da (* -人 二) 人- 人) 
据 两 矢量 的 标 积 可 表 为 方 阵 的 迹 ， 上 和 式 可 写成 


2 世 马 m tr{(° -7 )(i ) 


-je {Emr { 人 坟 oo 
(2.1.54) 
甘 中 未 写 出 之 项 不 含 产 。 现 在 研究 由 么 个 刚体 组 成 的 多 刚体 系 
统 。 对 刚体 之 上 每 一 质点 在 连 体 基 中 的 矢 径 为 Pi=[oitypia 
?;3,127， 在 绝对 坐标 系 中 的 加 速度 为 
= TP? (2.1.55) 
其 中 字 ; 为 位 次 变换 否 阵 玉 : 对 时 间 的 二 和 阶 导数 .将 式 (2.1.55) 代 
人 式 (2.1.54)， 得 


= D3 {HT tr{ BF} + + (2.1.56) 


其 中 1 

:= 7 FCPY)T (2.1.57) 
为 作用 于 刚体 上 的 作用 为 的 4x 4 险 矩 阵 ,而 

H:= 2 mpPI(P!)T (2.1.58) 


一 - 84 一 


为 广义 符 量 的 4x + 阶 拭 阵 。 

下 面 研 究 具 有 简单 开 链 的 操作 机 器 人 机 构 。 设 机 构 中 每 个 驱 
动 器 通过 具有 男 定 传动 比 的 减速 器 操纵 一 个 广义 坐标 下 的 变化 。 
如 果 驱 动 器 状 在 机 构 构 件 上 ， 那 么 在 机 构 运 动 过程 中 与 回转 着 的 
转子 畏 方 位 的 可 能 变化 有 关 的 附加 动态 效应 不 平 考 虑 。 这 种 无 分 
支 的 简单 开 链 ， 运 动 副 数 惠 等 于 刚体 构件 数目 ， 和 构件 之 闻 有 递 推 
的 结构 关系 

Ti;=T ;A;(g;) (‘2.1.59) 
其 中 天 为 第 i 个 刚体 在 参考 基 中 的 位 姿 矩 阵 ，.1; 为 两 邻接 刚体 
的 相对 位 姿 矩 阵 。 利 胃 


A:=9 A 2.1,.60) 

则 有 T=T, A+BI+C, (2.1.61) 
其 中 B;=T,;_ 8A.,, C=2T ;04.8; + Ti.0:A,0} 

(2.1.62) 


这 里 机 座 的 位 形 和 运动 To,To, 信 。 可 认为 是 已 知 的 , 式 (2.1.61) 
称 为 运动 副 约 束 条 件 。 邻 a; 是 第 了 个 驱动 器 转子 的 转化 转动 惯 
量 ，9; 是 该 驱 动 器 力矩 ( 力 ) 的 转化 值 ， 则 拘束 可 天 为 


Zw = Ftr fir wt 站 Da = S030 
Re 2 "2.1.63) 

于 是 ，Gauss 原理 所 建立 的 机 器 人 机 构 动 力学 模型 可 表述 如 
下 : 在 所 研究 时 刻 ， 当 已 知 机 器 人 机 构 的 位 形 、 速 度 了 时， 在 满足 
运动 副 约 束 条 件 (2.1.61) 的 所 有 可 能 运动 中 ， 机 构 的 真实 加 速 
度 使 拘束 (2.1.63〉 到 极 小 倘 。 

上 上述 有 约束 的 极 小 值 癌 题 ， 在 引入 工 agrange 乘 子 后 可 变 为 
无 约束 的 极 小 值 问 题 。 

利用 Gauss 原理 解 机 器 人 动力 学 问题 的 主要 优点 有 : (1) 可 
以 利用 各 种 有 效 的 数学 规划 方法 寻求 泛 函 的 极 值 ，(2) 动 力 学 分 
析 可 与 系统 优化 结合 进行 ，(3) 对 树 形 和 非 材 形 系 统 可 用 同一 方 


2 


法 研究 。 
2. 用 Gauss 原理 建立 非 线性 振动 方程 的 近似 解 
首先 研究 下 述 非 线性 方程 
m= 万 (志和 之 ) (2,1.64) 
其 中 声 为 质点 的 上 质量 ，% 为 直线 运动 的 坐标 ， 下 为 作用 在 质点 .上 
的 力 。 假 设计 点 在 区 问 59 ,中 的 运动 有 形式 
2 入 一 antelt) (2.1.65) 
版 = 
其 中 f4( 四 是 线性 独立 的 阔 数 ，ax 为 需 确 定 的 参数 。 式 (2 .1.65) 
中 给 出 的 函数 x(t)， 一 般 说 来 ， 不 满足 微分 方程 (2.1.64), 头 此 
将 其 代入 得 到 
2 各 一 FE, YT, RR (2.1.66) 
其 中 民 是 误 美 。 这 个 误差 从 为 学 观点 看 需 当 作 力 来 研究 ， 此 力 加 
在 质点 上 使 共 运 动 精确 地 满足 方程 (2.1.64)。 形 如 式 (2.1.65) 的 
运动 没有 完全 给 定 ， 因 ax 没有 给 定 。 为 确定 这 些 参 数 只 条 对 如 
速度 变 分 ， 使 得 玉 在 C0,5J 中 的 均 方 值 为 极 小 ， 即 
* 


| {m2— FC,x,L)} d=0 
0 


这 里 的 是 Gauss 意义 下 的 变 分 。 换 言 之 ， 由 要 求 区 间 50,=] 上 
均 方 差 取 极 小 来 求 得 系数 44。 因 Gauss 原 理 中 仅 加 速度 变更 ， 


于 是 
下 


】 {mE Pt,x,t)} Ordi 一 0 
D 
将 式 (2,1.65) 代 入 上 式 ， 得 到 
了 a 
D00, | 
2 =1 


{marls, > arfs Safa) fdt=0 
0 R=1 太 =1 不 =1 
(2.1.67) 


熏 aa, 是 线性 独立 的 ， 和 由 式 (2.1.67) 得 到 
一 66 一 . 


2 


f {mote 7(n Sat Daf) fdt=0 


=1 
a 《2.1.68) 

上 述 代 数 方 程 组 有 非 零 解 的 条 件 依 赖 于 函数 五 (i,%,x) 的 形式 ， 
也 依赖 于 函数 (四 的 形式 。 

公式 (2.1.66) 中 引出 的 量 尺 ， 前 面 当 作 力 米 研 究 。 现 在 把 
它 当 作 误 差 ， 在 此 误 闪 下 形式 {2.1.65) 给 出 的 沙 数 %{ 拉 满足 方 
程 (2.1.64)。 用 这 种 办 法 ， 相 对 参数 ex 的 方程 组 (2.1.68) 成 
为 在 确定 条 件 下 来 求 方程 (2.1.64) 的 形 如 式 (2.1,65》〉 的 特殊 
近似 解 的 方程 组 。 

应 用 这 个 方法 来 确定 方程 (2.1.647 的 近似 周期 解 。 为 简单 
起 见 ， 周 期 解 取 为 


XE) Acosot + Aslinwt 《2.1.697) 
此 了 时， 时间 * 应 到 为 局 期 2rjo， 方 程 组 (2.1.68) 写成 形式 
2T 中 
{—nwi (acosot + gsinot) — F(t,acosot 
0 
十 iasino —arwsinwtt wwecosowt)} coswtdt=0 
27/w 
| {—Hw acoswt + qsinwt) — Pf,arcosat 
0 


+ gsinot, ~— ewsinot+ gwecoswt)}sinwidi=0 
《2.1.70》 
这 些 方 种 可 用 来 求 方程 (2.1.64》 的 形 如 式 (2.1.69) 的 近似 解 。 
与 由 动力 学 方程 出 发 通常 采用 的 Tanépkna 方法 一 致 。 
其 次 ， 研 究 多 自由 度 系统 。 上 述 方法 容易 推广 到 具有 多 自由 
度 的 完整 力学 系统 。 将 Gauss 原理 的 Euler-Lagrarige 形式 〈2， 
1.29》 对 由 0 至 * 积 分， 得 


T ed 


Td or 
| 0 7 + 0 )og.dt=0 (2.1.71) 
0r=1 是 ds : 


1 


一 数 &( 纪 按 下 述 形式 给 出 
gD > arf rt), (s=1y",n) (2.1.72) 
=1 
加 果 参 数 wx 满足 方程 
yor qd or . 

| + 0) fd, 

(8s—=1,,; R= ,1) (2.1.73) 
其 中 函数 4:( 因 按 式 〈2.1.72) 给 出 ,那么 gy.(2) 可 当 作 Lagrange 
方程 的 近似 解 来 研究 :9 。 


$2.2 完整 系统 在 广义 坐标 下 的 


积分 变 分 原理 中 最 著名 的 是 Hamilton 原理 和 Lagrange 原 
理 。 对 完整 保守 系统 来 说 ， 它 们 都 是 汉 函 的 极 信 问题 。 本 节 讨 论 
完整 系统 在 广义 坐标 下 的 Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 。 


2.2.1 Hamilton 原理 


1，Hamilton 兰 理 

研究 具有 双 面 、 理 想 、 完 整 约 束 的 力学 系统 ， 所 受 广义 力 是 
有 势 的 。 系 统 的 位 形 由 和 % 个 广义 坐标 9/5 二 1,"…,%) 来 确定 。 系 
统 的 动 势 ， 即 Lagrange 扼 数 为 工 一 了 一 太一 工 (8 区, 其 中 了 为 
系统 的 动能 ，T 为 条 统 的 势能 。 

定义 1 Lagrange 玉 数 在 时 间 天 至 走 的 积分 


f1 


s=1{ Ldt (2.2.1) 


称 为 五 amilton 意义 下 的 作用 量 。 
Hamilton 作用 革 是 一 个 泛 沙 ， 此 泛 消 由 选取 有 个 时 间 的 函 
数 9:( 妇 的 总 合 来 确定 。 在 系统 的 真实 路 径 上 ， 作 用 量 5S 取 完 全 


确定 的 伪 ， 此 时 出 现 王 破 积 函数 工 的 表达 式 中 的 9 有, 邓 (全 就 是 
真实 运动 中 的 广义 坐标 和 广义 速度 。Hasnitton 原 理 能 够 指出 ， 
系统 真实 运动 与 可 能 运动 相 比 较 时 ， 真 实 运动 所 具有 的 性 质 。 

在 开 amjltonm 原理 中 ， 所 有 可 比较 的 运动 有 三 个 共同 点 : 
(1) 约束 是 双 面 、 理 想 、 完 整 的 ， 广 义 力 是 有 势 的 。( 2 ) 所 
有 可 比较 运动 在 同一 时 刻 如 开始 ， 并 在 同一 时 刻 志 结束 ,因此 ， 
比较 运动 在 同一 时 间 站 隔 志 一 问 内 完 成。 在 所 有 运动 中 ， 时 章 的 
变化 规律 一 样 ， 即 时 间 也 不 变更 。 因 此 ， 变 量 的 变 分 是 等 时 的 。 
《3 ) 既然 所 有 比较 运动 由 同一 点 在 同一 时 刻 加 开始 、 并 在 同一 
点 在 同一 时 刻 二 结束 ， 亦 即 所 有 广 闵 举 标 在 这 些 时 刻 彼 此 相等 。 
因此 ， 广 义举 标的 等 时 变 分 在 这 些 边 值 上 全 等 于 零 ， 即 

(041) eon —=0, (bg) sn—=0, (Ss=1,°,%) (2.2.2) 

为 评论 方便 起 见 , 把 完整 系统 的 运动 与 一 个 以 91,82, ,4s 为 
坐标 的 n 维 空间 中 的 质点 运动 相对 应 。 因 此 ， 两 个 相 比 较 的 运动 
用 具有 共同 的 起 点 和 共同 的 终点 的 两 条 空间 曲线 来 描述 。 因 为 在 
相 比 较 的 运动 中 系统 在 同样 的 时 间 内 经 过 不 同 的 路 径 ， 那 么 在 相 
应 时 失 的 广义 速度 是 不 同 的 ， 内 此 在 相应 时 肇 的 动能 的 数值 也 不 
向 。 而 依赖 于 坐标 的 势能 的 值 也 不 相同 。 

在 所 列举 的 加 在 比较 运动 上 的 三 个 条 件 下 ，JHamilton 原理 
表述 如 下 : 

在 相同 的 时 间 、 相 同 的 起 始 和 终了 位 置 和 相同 的 约束 条 储 
下 ， 双 面 、 完 整 、 广 义 力 有 势 的 系统 ， 在 所 有 可 能 的 各 种 运动 中 
真实 运动 是 使 了 Hamilton 作用 量具 有 稳定 值 ， 即 


£1 
os=0| Lgesst)dt=0 (2.2.3) 


Hamilton 原理 (2.2.3) 也 是 力学 的 基本 原理 ， 并 且 它 把 力 
学 原理 归结 为 更 一 般 的 形式 。 同 时 ， 它 和 坐标 选择 无 关 。 因 此 更 
有 普遍 性 并 在 多 方面 应 用 上 更 为 方便 。 

2， 利 用 Hamilton 原理 推导 完整 保守 系统 的 Lagrange 方 


程 g 
钢 在 由 瑟 amilton 原理 (2.2.3) 来 推导 Lagrange 方程 。 
我 们 有 


0=0s -| 全 (六 t+ 全 帮 ) 


-全 ( 引 - 辣 世 jojar( 宇 营 w 小 


这 里 用 到 分 部 积分 法 以 及 交换 关系 


9) = sl (2.2.4) 
考虑 到 端 研 条 件 (2.2,2)， 则 有 


如 


| {E( 加 “ 5)og, Jat=0 


to 7=1 
这 个 等 式 对 任何 的 积分 区 闻 都 是 对 的 。 因 此 ， 被 积 函 数 为 零 ， 即 
Ed L 了 
>( -总 )ar = (2.2.5) 
一】 


因 所 研究 的 系统 是 完整 的 , 式 (2.2.5) 中 的 5c, 就 是 彼此 独立 的 ， 
任意 的 ， 于 是 得 到 Lagrange 方程 


ZL aL 
dPE Ey (s=13,8) 《2.2.6) 


df jg: 6， 
3. Hamilton 原理 的 极 值 特性 
IIarmiitonm 原理 表示 Hamilton 作用 最 在 真 实 路 径 上 具有 移 
定 值 ( 极 值 )。 那 么 ， 这 个 极 值 是 极 大 还 是 极 小 呢 ? 有 如 下 命题 。 
命题 ”如果 积 分 区 间 充 分 小 ， 那 么 在 定常 约束 下 , Hamilton 
原理 的 泛 困 在 真实 路 径 上 共有 极 小 值 "。 
[证 明 ] 我 们 写 出 Hamilton 作用 最 的 二 次 变 分 ,注意 到 


oz) 一 六 808(*)), 有 


-一 - 70 一 


ee 0*(T—V) 
“La YR oe Oi 


+ 2 et 2 二 gr de at 


‘2.2,7) 
因 约 束 是 定常 的 ， 动 能 为 广义 速度 的 和 齐 二 次 式 ， 于 是 有 


2 站 e000 = Ted) 


其 中 (89) 是 动能 中 以 86; 尺 兰 54 寻 得 到 的 表达 式 。 考 虑 到 
adr(a) = 二 0， 有 


x + 
【 4 = 
vecD1=)| 和 (90a 四 gt |<aict—t) 


其 中 B 为 689: 在 和 << 二 中 的 最 类 模 。 因 此 ， 在 充分 小 的 时 间 
阿 陋 反 一 如 内 ， 式 (2.2.7) 的 符号 由 了 了 (50 来 确定 ， 即 式 (2.2.7) 
可 写成 
| Lt TO OU to) (2.2.8) 
fo 力 
邱 全 (882) 是 正定 的 ， 故 得 
1 BA 人 rcepae>n (2.2.9)1 
下 面 举例 说 明 了 amilton 作用 量 对 真实 运动 来 说 可 以 取 极 
Aho 
例 1 研究 单位 质量 的 质点 在 有 力 阔 数 CCx) 的 势力 场 中 的 
一 维 运 动 。 


问题 的 运动 微分 方程 为 


,dr 
TT dx 


Lee 


设 x( 让 为 真实 运动 ， 并 且 有 xtE0) 一 和 (二 ) 一 外， 下 -下 人 0。 变 

x'(#) 是 满足 同样 条 件 的 、 与 真实 运动 想 比较 的 运 动 。 因 此 ， 有 
x XH + a(t) 

i cx{ 纪 为 任意 五 数 ， 但 <( 丙 ) 一 < 和) 一 0。 用 SS 和 ' 表 记 对 

真实 运动 和 比较 运动 的 开 amilton 作 用 量 ， 相 应 的 动能 为 了 和 

7“， 力 函数 为 也 和 U'。 我 们 有 


s—s=| {T+4+U)— (T+U))ds 


加 


i1 
= 人 Ux+ a) Tx) as 


-| G+ Ux+a)— U(x) -a Ya (a) 
将 力 函 数 展开 为 Taylor 级 数 
U(x+ = Uw) + ac 的 + 广 < 2 ， 0<0<1 
则 式 Ca》 成 为 


如 
S'Ss=3) {or+o 


to . 


Yds C8) 
如 果 在 整个 力 场 中 有 守之 0， 那么 式 《 4》 的 被 积 函数 是 
正 的 ， 有 S 一 S>0， 因 此 开 amifton 作用 量 对 真实 运动 来 说 取 
极 小 。 Il 
上 述 结论 ， 对 点 在 均匀 重力 场 中 的 直线 运动 ( 守 == 0 ) 以 及 
具有 距离 的 单调 不 减 函 数 〈 例 如 ，D= exz) 的 中 心 斥 力 场 中 的 
直线 运动 ， 都 是 正确 的 。 


4，Hamilton 原理 对 近似 解法 的 应 用 
Hamilton 原理 特别 适用 于 近似 解法 ， 在 连续 介质 力学 ， 结 


构 力 学 等 领域 中 用 得 很 广泛 ,下 面 举例 说 明 近 似 解 法 的 基本 思想 。 
例 2 单位 质量 的 质点 在 xy 平面 土 适 动 ,外 力 的 势能 由 了 = 
x4 给 出 。 在 0 时 ， 它 在 原点 (0,0)， 在 :1 时 , 它 在 (2,0)。 
求 员 点 的 运动 规律 **?。 
我 们 先 求 精确 解 ， 以 便 与 近似 解 作 比 较 。 问 题 的 Lagrange 
乓 数 是 
研一 于 (各 十 区 一 
由 Lagrange 方程 《2.2.6) 给 出 的 运 动 微分 方程 为 
世 才 少 一 0， 十 % 一 0 


它 的 通 解 是 
X=csint + ccost + csshi + ccht 
y=esint 十 Cacost 一 casht 一 cich 
满足 问题 端点 条 件 的 特 解 是 
_ sinf 二 sh# ,_ Sint _ shf 
sini shl’? sinl shl (4) 
这 是 精确 和 解 。 这 个 解 使 Hamiiton 作用 量 
171 
CC (8) 
0 
取 极 小 值 
Smis—=ctgl+cth1l—1.955128 (cy 


下 面 用 Ritz 法 来 求 近似 解 。 在 *- 图 上 和 yy-it 图 上 联结 两 
给 定 端 点 的 直线 方程 为 
X=2f, y=0 
现在 再 加 上 两 端 均 为 零 的 钞 数 ， 这 种 在 二 =0 和 上 =1 都 为 零 的 
最 简单 画 数 是 i(1 一 。 因 此 ， 取 
| x=2£+ eit(1—t), y= Pi(l—t) (A) 
作为 可 能 运动 的 集合 。 这 里 a,8 是 参数 ， 它 们 是 x( 引 和 wv() 偏 
离 直 线 的 一 种 度量 ， 将 式 (&) 代 人 式 (了 ), 求 得 Hamilton 作用 量 


1 2 1 ,, 2 
S=S(a,8) = {Fata-2an: + 二 21) 
[H 


— (2+at— af) Bi(1—i) ja 
下 面 求 使 S(< ,8) 取 极 值 的 w 利 8。 令 


5 
Ga 8 
得 
1 
{(2 oa—2a) (1— 20) — (£28 A}at=0 
0 
1 四 
| 1B(1 20)2 (Qf 4 at— af)t(1 dt=0 
0 
积分 斤 ， 得 
1 1 1 1 
sa “36°T3P= 
解 得 
5 2,_50 
下 
将 其 代 问 式 (4 》， 求 得 近似 解 
5 50 
#=2t+ tl1—£), y=90t(1—t) Ce) 


这 组 近似 解 (6 ) 与 精确 解 《4 〉 在 时 间 的 大 范围 内 性 质 极 不 一 
样 ， 但 在 所 关心 的 时 间 间 隔 (0,1〉 内 ， 两 者 差别 不 大 。 相 应 二 
式 《e)》 的 S 值 为 12793/6534 二 1.957912。 ] 
5， 一般 完整 系统 的 Hamilton 原理 
完整 系统 的 于 amilton 原理 (2,2.3) 要 求 广义 力 是 有 势 的 ， 
即 存在 一 个 势能 玉 ， 使 得 


Ay” 
co=- 芝 ， (s=1," 9 《2.2.10) 


一 般 完整 系统 的 Hamilton 原理 有 形式 
人 (s7+ Zoov.Ju=- 0 C2.2.11) 


29 s=1 
原理 (2.2.11) 本 质 .上 :不 同 于 广义 力 有 势 情 形 的 Hamilton 原理 
(2.2.3)， 因 为 一 般 说 米 不 存在 某 个 量 使 其 变 分 等 于 式 (2.,2.11) 
的 左 端 。 当然， 原理 (2.2.11) 比 原理 (2.2.3) 更 普遍。 如果 
式 《2.2.11) 中 的 广义 为 满足 条 件 (2.2.10)， 则 启 理 (2.2.11) 
成 为 原理 (2.2.3)。 进 而 ， 如 杂 广 义 力 具有 广 吕 势 ， 即 存在 某 函 
数 亚 使 得 


日, 一 一 Gg. + 007 (s=1,°,%) (9.2512) 


则 原理 《2,2,11》 也 成 为 原理 (2.2.3)。 

虽然 原理 《2.2.11) 一 般 不 是 稳定 作用 量 原理 ， 但 人 可 由 它 
出 发 导出 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 实 际 上 ， 原 理 (2,2.11) 可 
写成 


1] » 
0 2 如 og+ 号 0 ba 


中 I 
-| 世 ( 攻 - 龟 攻 +0jejar (号 蜂 | 


f0 sz=1 


oT d or 
-| 2 (让 和 + Q,)og Ya (2.2.13) 


i 2,4)， 分 部 积分 法 以 及 端点 条 件 (2,2.2)。 
Se 《2.2,13) 对 任何 积分 区 所 都 是 对 的 ， 并 且 Dy 
， 于 是 导出 


a 0 6g ™ ly (s=1,% ,9) (2.2.14) 
这 就 是 一 般 完整 系统 的 第 二 类 Lagrange 方程 。 


2.2.2 Lagrange 原理 


1。 非 等 时 变 分 

前 面 提 到 的 变 分 3 是 指 时 间 不 变 的 变 分 ， 即 等 时 变 分 。 但 
着 ， 在 比较 真实 运动 与 邻近 运动 的 位 形 时 不 一 定 属 于 同一 时 
刻 。 换 言 之 ， 用 广义 坐标 9,( 切 给 定 系 统 在 真实 运动 中 的 位 置 ， 
我 们 可 用 函数 93 (+ Az) 给 定 在 邻近 运动 中 死 限 接近 的 ,为 约束 
所 充 许 的 位 置 ， 并 且 差 

g(t)— gt) = 6g, | (2.2.15) 

就 是 前 面 引 出 的 广义 坐标 的 等 时 变 分 。 当 只 考虑 一 阶 小 量 时 ， 我 
们 有 


q(t A g(t) to A = A(t) + dg + Gi)AY 
因此 
gi+ AEID—g (i)=Ag =0g + (A (Ss=1," ,1%) 
(2.2.16) 
记号 A 表示 非 等 时 变 分 ， 它 可 应 用 于 任何 函数 ， 有 有 
Af=07+/fAt | (2.2.17) 


特别 地 ， 有 

AG BG + IAt=(0g) +OAt | (2.2.18) 
在 关系 《2.2,16) 中 量 At 是 时 间 的 任意 可 微 无 限 小 函数 。 因 为 
(AD) 一 (op + /At ALD): 
所 以 : 

(Ag) "= (69) + oAITG AE) =AG + GAL): 
《2.2.19》 
于 是 可 知 运 算 A 和 并 是 不 可 交换 的 。 对 积分 的 非 等 时 谈 分 ， 
有 
ER 让 
| Fat=-1 {AFFCAD Yd (2.2.20) 


£9 2 


2，Lagrange 原理 


> 人 


定义 2 动能 的 两 倍 在 时 间 如 至 所 的 积分 


2 
w=| 27di (2.2.21) 


称 为 Lagrange 意 交 下 的 作 有 轴 基 。 
我 们 素 研 究 带 有 定常 约束 的 完整 力学 系统 ， 广 义 力 有 势 ， 因 
此 在 运动 过 程 中 系统 的 总 机 械 能 保持 为 常数 天 
T+V= (2.2.22) 
这 个 关系 在 联结 真实 路 径 上 两 固定 位 置 9%' 和 gs!' 的 所 有 邻近 路 
径 上 成 立 。 既 然 条 件 〈2.2.22》 是 对 系统 在 邻近 运动 中 如 在 点 的 
速度 上 的 某 个 限制 ， 那 么 ， 把 与 真实 路 径 上 的 位 形 4 相应 的 邻 
近 路 径 上 的 位 形 9? 认为 属于 同一 时 刻 就 不 对 了 。 具 体 地 说 ， 不 
可 要 求 系 统 沿 邻近 路 径 由 初始 位 置 到 终了 位 置 的 过 滤 同 治 真实 路 
径 在 同一 时 间 间 隔 去 一 加 内 完成 。 于 是 ， 条 件 (2.2.22) 必须 应 
用 非 等 时 变 分 。 考 虑 到 式 (2.2.17)， 有 
A(T+V)=0T+HV}+(T+P)At=0T +V)— AL=0h=0 
{2.2.23) 
完整 系统 的 Lagrange 原理 表述 如 下 ， 在 系统 的 两 个 固定 位 
置 之 间 ，ILagrange 作用 量 在 真实 路 径 上 与 具有 同一 总 机 械 能 常 
数 的 邻近 路 径 上 相 比 较 而 有 稳定 值 。Lagrange 原理 的 数学 表 
达 为 
扣 


AW=A| 2Tdi=0 (2.2.24) 


如 
Lagrange 原理 (2.2.24) 的 条 件 是 : (1) 系统 所 受 约束 是 双 面 、 
理想 、 定 和 常 、 完 整 的 ， 广 义 力 是 有 势 的 : (2) 可 比较 的 运动 具有 
同样 的 能 量 常数 六 ,AZ5=- 0; (3》 在 端点 坐标 的 非 等 时 变 分 等 于 零 
(Agi) sn =0, (Ags)s-r,=0 (2.2.25》 
3，Lagrange 原理 的 其 它 形式 6) . 
Lagrange 原理 (2,2,24) 可 有 多 种 表达 形式 ， 其 中 有 的 形 
式 在 数学 上 极其 简明 ， 在 物理 上 极 有 概括 性 。 


四 动能 
1 
2 
故 Lagrange 作用 草 可 写成 


入 


沁 
w=| ( Dmiw} jd 
rn 了 = 


ds 
di? 


其 中 4s; 为 第 z 个 质点 在 入 卡 儿 参考 系 中 运动 的 路 径 弧 元 和 拓 时。 
于 是 有 


注意 到 


vi=- (zl N) 


Ne 


W= | mvds; (2.2.28) 


i=1 +? 


这 就 是 Lagrange 作用 量 的 MMaupertuis 形式 。 它 表明，Lagra- 
nge 作用 量 乃 是 系统 各 质点 的 动量 沿 其 路 径 所 作 “ 功 ”之 和 。 

现在 设法 消去 WW 中 的 时 间 变 元 。 根 据 很 设 ， 动 能 了 为 广义 
速度 的 齐 二 次 式 


> 1< 二 ，，， 
了 一 人 :一方 闷 Dy Aad (2.2.27) 
f=1k=1 
又 2T7=2 (hh—V) 
如 3 y? ee emp 
于 是 ha(D DD, Andgdgr ) /VIE 
s=1k=1 


将 共 代 人 人 式 (2.2.21)， 得 到 


w= 2th—V) gb Se (2.2.28) 


s=1#t=1 
这 就 是 Iagrange 作用 有 的 Jacobi 形式 。 利 用 Lagrange 原理 
的 Jacobi 形式 可 直接 来 寻求 系统 的 运动 轨道 而 不 涉及 时 间 变 元 。 
引进 度量 


(ds)’:= 3 ,Axdgdgr (2.2.29) 
3 二 l=1 


则 动能 “2.2.27) 写成 


即 系统 的 动能 等 于 表现 点 在 以 上 x 为 Riemann 度 规 的 广义 华 
标 位 形 空间 内 运动 的 动能 。 于 是 工 agrange 作用 昌 为 


B 
We=) Vat p ds C2.2.30) 
4 * 
如 改变 Riemann 度 规 的 取 尘 ， 令 
{dqs)2 一 > DD) (hp—V) .Aadgdgr. (2.2.31) 
5=1t=1 


则 ILagrange 作用 量 可 了 到 形式 
B 
w=! ds (2.2,32) 


它 代 表 表 现 点 的 强 长 。 工 agrange 原理 此 时 类 现 为 Riemann 短 
4. 由 Lagrange 原理 导出 Lagrange 方程 
利用 公式 (2.2.20)，Lagrange 原理 (2,2,24》 可 写成 
{ {AC(2T) +27(AD "Ydt=0 (2.2.33) 
利用 式 (2.2.23》 帮 (2.2,19)， 我 们 有 


A(2T)=A(2T—h)=AL= 有 Aqs + 二 各 性 


2 2 Ag ee {CAg)* —dCA7)'} 


- 工 ( 芷 -号 训 )we+ 吉 袜 吝 sa 


s=1 +=1 
-三 六 DAD 
考虑 到 式 (2,2.27)， 有 
27(40'= 史 种 (AD =- 工 剖 zap 


干 是 式 (2.2.33) 可 化 成 形式 
#1 了 总 4 
| 开 ( 癌 -吉星 )soa+( 二 六 | -。 


tof =1 8 ， 
(2.2.34) 


人 (2.2,25), (2,2.34) 为 


由 积分 区 间 的 任意 性 以 及 Ag 的 独立 性 ， 得 到 Lagrange 方程 
4 区 一 -这 = 0 ， (sS 一 1 9 (2.2.36) 


5。Lagrange 原理 对 非 保 守 系 统 的 推广 及 其 应 用 
现在 求 作 用 量 分 的 人 金 变 分 。 由 式 (2.2.17) 和 (2.2.20)， 
我 们 有 


和 [41 
AW=| 8(2 Tdf+ (2 TAL) (2.2:37) 
Ez fo 
将 完整 系统 的 Lagrange 方程 (2.2.14) 写成 形式 
a 7 ar ,, ea 
人 


其 中 心 : 为 非 劳 广 交 力 。 考 虑 到 式 〈2.2.38)， 我 们 有 
fra= 人 > 三 谢 jhra+( 汪 久 节 吕 | 


如 


13 


gy < 
=| (ar— 0 dt o)| 
to = 了 一 0 
: (2.2.39) 
将 式 (2.2.39》 代 入 式 《2.2.37)， 得 1 


AW = | ai- 玉 0m)aut( 守 囊 B00 +2 ra)|, 


(2.2.40) 
或 者 写成 
AW -f (ST 
zn =1 = 
+Gr= Fj)| (2.2.41) 
了 =1 to 
其 中 
h=T+V 


原理 (2.2,40) 或 (2,2.41) 可 称 为 Lagrange 原理 对 非 保守 系 
统 的 推广 形式 ， 共 中 对 端点 条 件 示 加 限制 。 
如 果 系 统 是 保守 的 即 非 势力 80; 不 存在 ，84=0， 


2 了 , 再 加 上 端点 条 件 (Ag) :0== 《Ag) ,a 一 0， 则 原 
J=1 


理 (2,2.41) 给 出 Lagrange 原理 (2.2.24)。 
原理 (2.2.40) 吉 (2.2.41〉 可 用 于 求 振动 问题 的 近似 解 。 
例 3 有 非 线性 弹性 项 的 Van der Pol 方程 的 近似 解 “1?。 
无 鲁 编 运动 方程 为 

. G+e(g m1)G+gt shg=0 (4) 

.其 中 * 为 小 参数 ， 天 是 给 定常 数 ， 因 此 


T= ; V= 坟 + Tjgt ， 0O'=e(l—g)g C6) 


& 一 2 Sin 儿 十 E(CCos3 ¢ + kAsin3y ), WW=1+t eh, Vwit, 


Ce) 
其 中 ga,B,Y 为 待定 《一 阶 〉 校 正常 数 。 我 们 有 
一 2 wcosp Te(—3 osSin3 多 十 3 Pwcosd $Y) 


8 一 (ecos3 v) Oa (ehsing VIBB + (2 cos 锡 一 3 scsin3 纺 
+3 < 下 Cos3 tim 


令 7 0 一 人 | 则 上 
Tw 
{2 TAY} 一 一 (2 二 3 ek) nd 
o 
于 是 式 (2.2.40) 成 为 
bi A 
Aw—| Adi+) Qagdi=0 (4a) 
0 0 


计算 得 


Wd+9 ea 9 eh:) 
A =x{(9 ewoa)da t (9 epBw)OB + ( 2 十 eae 
a 
十 了 E22 82 )ao } 


当 忽略 CC 等 二 阶 小 量 时 ， 有 


” 57dt= 人 (二 Te ‘aw )aat (reihBo )o8 
+(37T+ 6TsRB) Su 
a 


0 


PPT 


+ (二 Bl1+3 ehB) e0108 
+ (1 eht ehtp) oO 
全 eea-x 1 — kB )sida tx (去 ska)a8 
0 

十 元 (Fe+2 xhB jossw 

将 这 些 表 达 式 代入 式 《& )， 得 

oe fe ets ee 1 Be oe 

十 宛 {och po etngo ehor: (去 8 一 1+ 388) 


十 oak (Dea )}s8+ 1 二 era + eB:—(3+8 sRB) 


osf 1 dept eppB)+tew Seat nepp )loy=0 
(> 有 


因此 ，02,88,07 前 系数 为 零 。 由 32 前 系数 为 零 ， 去 掉 高 阶 小 
车 ,得 


En (地 二 3 ck) Qtt1— Teh 0 


2 2 
将 中 = 二 1+ sk7Y 人 代入， 忽略 高 阶 小 量 ， 得 
4 = 一 闻 Ce) 
类 似 地 ， 由 88 前 系数 为 零 ， 得 到 
8 一 一 地 Cf) 


由 87 前 系数 为 零 ， 得 到 


3 
= (C8) 


最 后 ， 将 式 (e)、( 让 和 (g) 代 入 lc)， 得 到 近似 解 为 


他 3 
9 一 2sSin 儿 一 本 (cos3 w+ ksin3w), ©=1+ ek, $F I 


$2.3 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 
本 节 诗 论 完整 系统 在 准 坐标 下 的 囊 amilton 原理 和 Lagra~ 
age 原理 。 
2.3.1 完整 系统 在 准 坐 标 下 的 amilton 原理 


1I. Hamiliton 原理 
我 们 引入 zw 个 相对 广 闵 速度 名 (8 二 1,…,%》 为 独立 的 关系 


wr = Or( gt), (s, 中 一 1 各) (2, 3.1) 
作为 准 速度 。 的 行列 
式 异 干 零 。 设 由 式 (2.3.1) 可 反 解 出 广义 速度 

d= (grr orst), (syR=1,*,7) (2.3.2) 


由 此 ,广义 坐标 的 独立 变 分 可 用 ww 个 任意 准 坐 标的 变 分 6T4 表 出 


. 4 Tes (s=1,°% ,1) (2.3.3) 
反 过 来 ， 则 有 


Te oe 《万 二 1 "42) (2.3.4) 


令 LL* 为 Lagrange 函数 上 中 借助 美 系 (2.3.2) 消去 名 而 


几 崔 速度 wx 表示 的 表达 式 ， 即 
L™ a fo (2.3.5) 
因此 


— 84— 


aL*=8L (2,3.6) 
于 是 ，Hamilton 原理 (2.2.3) 可 表 为 形式 


及 
| L*di=0 《2.3.7) 


fo 
由 式 (2.2.2》 和 《2.3.4)， 得 到 准 坐 标 下 的 准点 条 件 
(B70) rs =0, (dx), 一 个 (2.3.8) 

下 面 由 淮 举 标 下 的 Hamilton 原理 《2.3.7》 出 发 来 推 导 完 
整 系统 准 坐 标 下 的 运动 微分 方程 ， 为 此 先 研究 微分 运算 与 变 分 运 . 
算 的 交换 性 问题 。 

2。 交换 关系 

首先 ， 研 究 准 坐标 下 的 交换 关系 用 广义 坐标 平 的 交换 头 系 及 
谁 坐 标的 变 分 来 表示 的 问题 。 将 式 《2.3.4) 对 时 间 求 导数， 再 
对 式 《2.3.1》 取 变 分 ， 将 所 得 结 轩 要 减 并 注意 到 式 《2.3.,3)， 
得 到 


本 
Hi 0 一 三 ix ss 一 92x } 


+ 5 Su 3 or (2.3.9) 
r=1&=1 
这 就 是 式 (1.6.16)。 

其 次 ， 研 究 广 义 坐 标 下 的 安 换 关 系 用 崔 坐 标 下 的 交换 关系 及 
淮 毕 标的 变 分 来 表示 的 问题 。 将 式 (2.3.3) 对 时 间 求 导数 ， 再 
对 式 (2,3.2〉 取 变 分 ， 将 所 得 结果 相 减 ， 得 到 | 


d .0 fd,. 
di os) be Box 壤 cro — Bw ， 
= 


/dd 0¢s Has 
+ Zi por 3 Jom C2.3.10) 


这 就 是 式 (1.6.28)。 
如 果 准 速度 选 为 广义 速度 的 线性 齐 次 式 ， 邵 


一 85 一 ~ 


a (2.3.11) 
且 zx 仅 依 赖 于 坐标 ， 广 义 速 度 反 解 出 为 
0 (2.3.12) 
那么 式 (2.3.9) 与 (2.3. 1 


EY = De 慰 ew- gr b+ oY dm 
(2.3.13) 


d ee d 
di (OF) —09= 2 EC 一 sw } 


二 (和 — Pe )onbms (2.3.14) 


其 中 


六 PA -和 Jarsben (2.3.15) 
称 为 Boltzmann 三 标记 号 。 
考虑 到 交换 关系 (2.2.4) 有 时， 关系 (2.3.9)、(2.3.10)、 
《2.3,13》 及 (2.3.14)》 分 别 为 


d _ Ci/d fo Bo, Hg, 
J 到 < 这 art (2.3.16) 


/dd dg 689， 
避 
(2.3.17) 


Yrm dm (2.3.18) 


2 /Ob Bb,m 
> (5 Bk Bs "OT 


(2.3.19) 


3. 由 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 推导 完整 系统 准 坐 标 下 的 
运动 微分 方程 
我 们 有 


OL* ”OL* 
2 1 Or Tt 2 do 


-三 (各 dt 5 LY on, ox,) 


好 DL* 
i {ow,— -时 (07) } (2.3.20) 


将 式 (2.3.16) 代入 式 (2,3.20)， 


Ec 
~ Tl" dad 5 OL* fd Oo 


os \ gr d/oL* 
Re or + (2.3.,21 1 


将 式 〈2.3.21) 代 人 也 amilton 原理 《2.3.7)， 并 利用 端点 条 件 
(2,3.8)， 得 到 


fl 到 n Ld 
roL* dd 6L* 671* (ad don 
1 {ZL Ors di Om 二 之 Owx (& Og 


_ dor Od } 
ae “Ja, df =0 (2.3.22) 


考虑 式 (2.3.22)》 的 积分 区 间 是 任 取 的 ， 且 8r* 是 彼此 独立 的 ， 
便 得 


也 DL* OL* d Og Ho Ww 
di Baw: -和 > Oo 全 Gr 和 Og: ) Gus 
(Ss=1,* ,7) (2,.3.23) 


方程 (2,3.23) 是 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方 程 。 特 别 
地 ， 在 式 (2,3.11) 和 (2.3.12》 下， 方程 (2.3.23) 成 为 


总 9 一 2 十 yy,0,=0, (s=1,",N) 
《2.3.21) 
考虑 到 
(2.3.25) 


+ 


f=1lx=1] 


将 式 (2.3.17) 代入 式 (2.3.26)， 得 
为 n 
fOr ad or* 6L/d Gg BG 
a= on: dt 907 + 2 OGx (Hi Gw, On, jor, 
d/ HL* 
+ (> soro™) (2.3.27) 


将 式 〈2.3.27》 代 人 Hamilton 原理 (2,3.7)， 并 利用 端点 条 件 
《2.3.8)， 得 到 


0 a ee Or (a Bd Oi) ny 


和 a ee! } 
2 wr— 4 ONT) (2.3.26) 


人 OTs 人 cy Bor ‘di Bw, HOT; 
(2,3.28) 

考虑 到 式 〈2.3.28) 的 积分 区 间 是 任 取 的 ， 且 srr* 是 彼此 独立 

的 ， 便 得 

L* BF OL jn 6¢ 
各 二 Se -之 未 个 2 一 0 -ee 

(Cs=],'" ,Nn) (2.3.29) 

方程 (2.3.29) 可 称 为 完整 系统 维 毕 标 下 的 qdamiptrag 方 称 。 

特 列 地 ， 在 式 (2.3.12) 下 ， 方 程 (2.3.29》 成 为 


bi 如 


人 0 OL /Od 8 
0 


($=1," ,1) (2.3.30) 
4. 一 般 完整 系统 的 Hamiiton 原理 
如 果 广 义 为 不 是 有 亲 的 ， 则 淮 坐 标 下 的 于 amiiton 原理 可 以 
写成 形式 


上 7 
| (or* + BE Pion, )at=0 (2.3.31) 
~ zo +=1 
其 中 
P;— TQ (2.3.32) 
为 准 坐 标 下 的 广义 力 。 


原理 “(2.3.31) 比 原理 (2.,3.7) 蝎 一 般 ， 因 为 当 广 尺 力 有 
势 时 ， 由 式 《2.3.31》 可 导出 式 (2.3.7)。 


2.3.2 完 束 系统 在 准 坐标 下 的 Lagrange 康 理 


1、Lagrange 原理 
考虑 理想 、 双 面 、 完 整 、 有 势 系统 。 令 了 * 为 用 准 速度 表 达 
的 动能 ， 即 | 
Tga srst) =T(g, ,Gg ort) ,1) (2.3.33) 
由 有 
ATY 一 AT 《2.3.34) 
将 式 (2.3,.34) 代入 Lagrange 原理 〈2.2.24)， 得 到 


A1 27*di=0 (2.3.35) 


这 就 是 完整 系统 在 谁 坐 标 下 的 Lagrange 原理 。 
下 面 研究 原理 《2.3.35) 的 端点 条 件 。 由 式 (2.2,17)， 我 
们 有 


Amy 一 Sr 十 osAf，A9 一 59 十 2At 
由 此 并 利用 式 (2.3.4)， 有 


Ow 
Ar 一 2 洒 二 ge 十 ov 
R=1 
2 
= (Age—GAt) + wht {2.3.36) 


内 此 ， 端 点 条 件 人 成 为 
f/f, oo , } 
(An) -a={(% 这 B64 tr )At ee 
(Ax) =o > 人)A 


特别 地 ， 妆 准 速 度 入 广 和 式 (2.3.37) 
成 为 


(2.3.37) 


(AN) ss =0, AT) =0 (2,3.38) 
2. 由 Lagrange 原理 推导 运动 微分 方程 
由 原理 《2.3.35) 同样 可 以 推导 出 完整 系统 准 坐 标 下 的 运动 
微分 方程 (2.3.23》 和 (2.3.29)。 


$2.4 非 完 整 系统 的 积分 变 分 原理 


对 于 双 面 、 理 想 、 和 完整、 有 势 系 统 ，Harmilton 作用 量 和 
Lagrange 作用 量 沿 系统 的 真实 运动 具有 稳定 值 性 质 。 但 是 ， 对 
于 非 完 整 来 说 ， 一 般 没 有 这 个 结论 ， 仅 在 极 特殊 情况 下 作用 至 才 
有 稳定 值 性 质 。 本 节 讨 论 变 分 69; 的 定义 ， 非 完整 系统 在 广义 坐 
标 下 的 Hamilton 原理 各 Lagrange 原理 ， 以 及 非 完整 系统 在 准 
坐标 下 的 Hamilton 原理 和 Lagrange 原理 等 问题 。 


2.4.1 变 分 09, 的 定义 
1、 非 完整 系统 项 对 广义 速度 的 变 分 下 定义 


设 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 坐标 9:(s 二 1,，… ,nw) 来 确定 ， 并 受 
有 个 理想 非 完 整 约束 

fatg, ,G1)=0, {B=1,*", 8 S=1,,h) (2.4.1) 
根据 Appeli-deTaea 定 又 ， 约 束 〈2.4.1) 加 在 虚 位 移 8g. 上 的 
条 件 为 式 (1.4.9)， 册 


二 9 (B=1,e,g8) (2.4.2) 
s=1 
对 完整 系统 米 说 ， 因 约 划 方程 中 不 出 现 广 闵 速 度 ， 故 
df= 党 六 2 
坐标 的 变 分 满足 条 件 
09.=0 
s=1 
它 与 关系 8fs 一 0 是 一 回 事 。 但 对 非 完 整 系统 米 说 ， 有 
ofr= 5 (Hog + Hog ), (B=1,°.*,8) (2.4.3) 
了 =1 时 了 了 


比较 式 (2.4.3) 与 (2.4.2) 就 会 发 现 , 关 系 了 fs 二 0 与 式 (2,4.2) 
并 不 是 一 加 事 。 不 辣 于 完整 系统 ， 在 非 完 整 系统 中 仪 在 变 分 8& 
的 确定 定义 下 ， 关 系 6fs 二 0 才能 满足 9?。 灾 分 56; 的 定义 有 两 
种 : CycxosB 定义 与 了 HSlder 定义 。 

z。CyenloB 定义 

设 由 式 〈2.4.1) 可 解 出 后 面 引 个 广 浆 速度 


Le ,> 5 一] ee yE 


Garp = rag Gi) ’) (2.4.4) 


“ee=N—pg; P=1," ,pg 
定义 1 对 独立 的 变 分 取 交 换 关系 
00, = (dq), a (2.4.5) 
以 及 条 件 


ar=0， (8 一 1 8) (2.4.6) 
由 式 〈2.4.5) 和 (2.4.6) 来 确定 06,+4。 这 种 定义 称 为 CyeTo8 


3 区 [3 
; V's .09s ~ Opa 
bf.18 = > By. dg 十 > Bo 09e+rt 六 > 5 《2.4.7》 
v=l Y=1 =1 
对 式 《2.4.4) 利用 APpell-dHeraes 定 交 ， 有 
所 
Ppp 
dg 2 Bg 69。 {2.4.8) 
oc=1 
十 是 
1 sd De = De d 
vd br Ora d ; 
942) = Za 这 So Gd, Ui‘dg) (2.4.9) 
出 式 (2.4.7) 和 “(2.4.9)}， 得 
[2 后 
d OP a pes 
dg td) + D9 ficd0)) ~ Ts rog, 


(2.4.10} 
其 中 


OF, 
“+ 月 一 一 i 一 一 一 
下 pg 55。 (2.4.11) 


di 86, 0g, 
注意 到 式 (2,4,5)， 则 


如 
d Gs Pen 5 _ OPp 
=1 


& 


06. 4 — 09.12)— 7T2+*26g。 (2.4.12) 


v=1 
因此 ， 在 Cycnos 定 闵 下 ， 变 更 拟 道 满足 约束 方程 但 4,5 
运算 的 可 交换 性 仅 对 与 独立 的 广义 速度 相应 的 坐标 才 是 对 的 。 
3。. Helder 定 闵 
定义 2 对 所 有 变 分 采用 交换 关系 
4 = ， (一 1 (2.4.13) 


由 此 来 确定 8 关 。 这 种 定义 称 为 Halder 定 尺 。 
现在 按 Halder 定义 来 计算 5fs。 我 们 有 


/ofs dof d/ofs 
“(ee “df 3 )oar+ ut dg dg: ) 


注意 到 条 件 (2.4.23);， 则 有 


/ofse ad of 
so- 并 人 二 -oz (2.4,14) 


对 于 非 完 整 系统 来 说 ， 一 般 没 有 872 二 0。 
因此 ， 在 Holder 定义 下 ，d, 人 运算 的 可 交换 性 对 所 有 坐标 
都 对 ， 但 一 般 说 来 ， 变 更 轨道 不 满足 约束 方程 。 


2.4.2 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 积分 变 分 康 理 


这 里 讨论 非 完整 系统 广义 尝 标 下 的 瑟 amilton 原理 的 各 种 形 
式 ， 它 成 为 稳定 作用 量 厌 理 的 充 要 条 件 ， 利 用 它 来 推导 非 完整 系 
统 的 运动 方程 ， 以 及 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 等 
问题 。 

1。 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 Hamilton 原理 

现在 我 们 将 DAlembert~Lagrange 原理 在 二 至 鹿 内 对 有 时 
间 积 分 ， 来 考察 非 完整 系 统 的 Hamilton 原理 应 该 有 怎样 的 形 
式 。 如 果 广 浆 力 是 有 涩 的 , 则 DAlembert-Lagrange 原理 (2.1.8) 
可 写成 形式 . 


BF dB 
> Ba =0 “(2.4.15) 


它 可 变形 为 
,dd1 亡 双 . k 
-+ 必 放 (0) -06 )=0 


| (2.4.]6) 
将 式 (2.4.16) 对 了 由 加 至 斑 积 分 ， 并 注音 到 端点 条 件 (2.2.2)， 
得 到 


ed 
az fd ， 
人 [sr+ bz EL ja-。 (2.4.17) 


由 式 (2.4.17) 出 发 ， 根 据 对 82, 的 两 种 不 同 定 义 ， 可 以 得 到 非 
完整 系统 两 种 不 同形 式 的 Hamilton 原理 。 

将 CycnoB 定义 的 式 (2.4.5) 和 (2.4.12) 代 入 起 (2.4.17)， 
我 们 得 到 


tr & E 
| {enor > ee Ted bas=0, (2.4.18》 


to 
其 中 (8L)c 寄 示 a ee 由 式 (2.4.5》 和 (2. 
4.12)， 我 们 有 
后 s 
aL 0 
和 一 加 一 Cs = 
(8L)c= (三 辫 0gs+ 4 8 + Bg 9 :站 


js=1 


十 > 和 4 (go) -PTs"00. } 02. 4.19) 


hm C2.4.16) 条 为 非 守 可 和 统 帮 Cyanos 室 多 下 的 广义 头 有 
式 的 了 Hamilton 原理 。 这 个 原理 与 完整 系统 的 和 Hamilton 原理 
RS 


€ 
D3 2 Te “bg, 


og=1 


将 再 5lder 定 交 的 式 《2.4.13) 代入 式 《2.4.17)， 我 们 得 到 
{ (dL)ndt=0 (2.4.20) 


z0D 


其 中 C8)n 0 5， 我 们 有 


(dL)n= 允 关 00 


& 


Fdog.) 


Bo oq. 本 (2.4.21) 


B=1 

原理 (2.4.20) 了 坊间 和 纺 在 er 定义 下 的 广义 王 标 形 

Ts Wad mo ee A 

ps 而 卫 其 中 的 8g, 也 不 是 独立 的 。 

如 果 广 文 力 不 是 有 势 的 ， 则 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 的 
CycIoB 形式 为 


#r 
| {79er p22 十 z i Yar=0 
or=1 
(2.4.22)} 
而 五 5laqer 形式 为 


人 {ene Eom Yu 加 (2.4.23) 


关于 各 a;nilton 原理 的 两 种 形式 (2.4.18) 与 (2,4,20) 之 间 的 
关系 ， 有 下 述 命题 。 
命题 1 我 们 有 
& 
(BL)ct 3) = Tz; 3*26g 一 (6Z)Jm (2.4,24) 
=1 和 
[证 明 ] 比较 关系 (2.4.19》 与 (2.4.21)， 便 得 结论 。1 
由 这 个 命题 可 知 ， 非 完整 系统 i 原理 的 两 种 形式 
(2,4.18) 和 “(2.4,20) 是 等 价 的 。 类 似 地 ， 式 (2.4.22) 和 


《2.4.23)》 也 是 等 价 的 。 

现在 将 原 理 〈2.4.18) 写成 另外 的 形式 。 为 此 , 利用 下 述 
命题 。 

命题 2 我 们 有 


(BI)c= (BL ye, (2.4.25) 
其 中 
LlgsGort)=L(g Go oa( gd ,1) ,1) (2.4.26) 
[证 明 ] 因 
RE 67 fr 
1 一 2 3 9+ bo Go 
pe 
3 后 £4 
BL BF  ， 6 
= -0 二 Ddht 5 dp 
et Ogr ol Udo B=1 OFerp 
而 
"BL > aL. > aL 
OL=D ,dg+ 0g, + yn 
后 09/ 全 2。 A dats 
故 
4 aL 
T=0L— >》， Bo (bdro— da) (2.4.27) 
B=1 derg 
在 CycxoB 意义 下 ， 有 
Dyin =OPp (2.4.28) 


于 是 
(8L)c=(8L)c | 1 
根据 命题 2 ，Cycxoa 形式 (2.4.18) 还 可 写成 


£1 


# aL 8 
人 fozer 5 ZE7: +a0g, 地 = 0 (2.4.29) 


30 号 = 1 


2， 非 完整 系统 Hamilton 节理 为 守 定 作用 站 硕 理 的 充 票 
末 件 


一 般 说 来 ， 非 完整 系统 Hamilton 原理 的 两 种 形式 (2.4.18) 


利 〈《2.4.20) 部 不 是 稳定 作用 量 原理 ， 即 不 能 成 为 某 泛 汞 的 航 
值 。 现在 研究 这 两 种 形式 成 为 稳定 作用 旦 原理 的 充 要 条 件 。 


首先 ， 研 究 于 blder 形式 (2,4.20)。 把 它 与 作用 积 分 | Lat 


在 条 件 (2.4.1〉 下 了 肥 稳 定 值 的 Lagrange 问题 作 一 比 较 。 引 人 
不 定 乘 子 Ks()， 这 个 问题 变 成 下 述 变 分 问题 


在 £ 
of (L+ 3 Kafs )at=0 (2.4.30) 
hy B=1 ‘ 
而 变 分 问题 的 Euler 人 
4 Ofe_d ofs\_ Sv gofs 
azt gr 一 吉 2 > Ka (* Og; “dt Oo )- pp Ky BG 了 
(Ss=1,* ,7) (2.4.31) 


由 式 (2.4.20)， 引 入 不 定 秉 子 4a， 可 导 出 非 完整 系统 带 乘 子 的 
方程 


Sl) 
{2.4.32) 
非 完整 系统 的 运动 方程 (2.4.32) 和 《2.4.1)》 不 等 价 于 变 分 问 
题 (2.4.30) 的 方程 《2.4.31) 和 (2.4.1)， 但 这 并 不 意味 关 两 
个 方程 组 没有 共同 解 。 现 在 导出 两 个 方 穆 组 有 共同 解 的 充 要 条 
件 。 如 果 方 程 组 (2.4.32)、(2.4,1) 和 方程 组 (2.4.31),(2.4.1) 
9 则 有 


Ofa 二 ( d DAs 
Ga+ Re) = Ks (G7 ) 
ea * 了 2) (2.4.33) 


将 这 些 方程 两 边 乘 以 虚 位 移 89,: 并 对 s 求 和 ,考虑 到 式 (2.4.2)， 
便 得 到 >” 


nn & 
kK of a da Of 
和 C df Og: 2 jog:=0 (2 .1.31) 


这 是 两 今 方程 组 有 共同 解 的 必要 条 件 。 加 时， 这 个 条 件 也 是 充分 
的 。 实 际 上 ， 方 程 组 (2.4.31)、(2.4.1》 的 解 和 (09) 误 足 条 件 
(2.4.34)， 那 么 将 式 〈2.4.31) 两 端 同时 乘 以 ng， 并 对 s 求 
和 ， 将 式 (2.4.2) 彝 以 4a 并 对 日 求 和 ， 然 后 相 加 ， 再 考虑 到 式 
(2.4.34) 和 《2.4.2》， 我 们 得 到 


/dd Or = 
二 (总 Dg -如 = 1 j= 0 


s=1 

这 说 明和 解 4,(1) 也 满足 方程 组 (2.4.32)、(2.4.1)。 

命题 3 非 完整 系统 再 armilton 原理 的 Holder 形式 (2.4. 
20) 为 稳定 作用 量 原 理 的 充 要 条 件 是 式 (2.4.34)。 

这 样 ， 在 条 件 (2.4.34》 下 ， 非 完整 系统 的 运动 方程 〔2.4. 
32) 取 Euler 方程 (2.4.31) 的 形式 。 因此， 对 于 满足 条 件 
(2,4,34》〉 的 非 完 整 系统 的 所 有 运动 ，Hamilton 原理 的 Hilder 
形式 《2.4.20) 成 为 稳定 作用 量 原 理 。 

其 次 ， 研 究 CyeioB 形式 (2.4.18)。 使 原理 (2.4.18) 成 


为 稳定 作用 量 原理 的 充 要 条 件 是 
g 5 
| ( 之 ， 二 ee es +409。 )as= 0 (2.4.35) 
而 由 oa 人 人， 可 归结 为 
> a 2 一 0， (go=l1,%,e) (2.4.36) 
于 是 有 下 述 命 题 。 


命题 4 非 完 整 系统 i 原理 的 Cycxos 形式 (2,4. 
18) 为 稳定 作用 景 原理 的 充 要 条 件 是 式 (2.4.36)。 

使 Hamilton 康 理 成 为 稳定 作用 景 原理 的 充 要 条 件 (2.4.34) 
或 〈2.4.36)， 仅 对 极 个 别 的 非 完 整 系 统 才 成 立 。 

例 对 Appell-Hamel 例 ，Hamilton 原理 是 稳定 作用 量 


令 gi 二 x*,g: 二 ,9 二 z， 我 们 有 
LL=T— Vm + td) 一 ok 


约束 方程 为 
5 六 一 一 一 
生计 二 各 
于 是 
0 9 OL (名 O083 ee O06 3 x B63 2 ) 
083 1 D93 dr OF Og Og3 BG! 
.6 d f1 
mg3 4 (ps 0 
_HL 五 2 
3 Ti=mds 中 (7 ) 
ee 例 ， 方程 (2.4.32) 给 出 
站 二 1 卫 5 Cs », 
md 一 1 有 zt 一 一 人 RV 下 qa— — mgta 
由 此 得 到 : 
站 一 人 2 
因此 有 
aL OL ,, 
ed 


于 是 条 件 (2.4.36) 成 立 ，Hamilton 原理 对 Appeli-Hamel 例 
是 稳定 作用 量 原理 。 | 

3. 利用 Hamilton 原理 导出 非 完整 系统 的 运动 方程 

非 完 整 系统 的 里 amilton 原理 (2.4.18)、(2.4.29) 和 (2，。 
4.20) 尽管 一 般 说 来 不 是 稳定 作用 量 原 理 ， 但 是 ， 可 以 根据 它们 
来 推导 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 

首先 ， 利用 原理 (2.4.29)。 考 虑 到 入 ppeli-dqeraea 定 义 
《2.4.8)， 我 们 有 


二 ER € 
ry i Sy ol. 9 
(ZJcn > Bg, bq, = > 3 py Ey ‘8g, 


人 有 =1 =1 
.5 - 二 8 67 _ 2 
本 于 8 和 Bq) Ee Bo 2,- 0g, +8 06, 
d 6 d 可 证 
二 下 Be )az。 十 有 > 这 三 好 ) 
ovo=1 
将 上 不 代入 成 (2.4.29)， i es he 便 得 


人 a Hg a B67. 
8 
| i (六 dg s 0, dt 6c。 


GT=1 
下 Ts )ag, Vat=0 
dE Ot "] 
由 此 ， 尖 虞 到 积分 区 间 的 任意 性 以 及 89。 Sa 便 得 
a oF 67 < 87 了 po 
di 6d, Bg。 -之 Od.+a Te -过 Bqere DG。 0 


a (2.4.37) 

方程 《2.4.37) 是 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 广 义 qamaptrw 方 

程 1 可。 OO OM A 
其 次 ， 利 用 原理 〈2.4.20)。 原 理 (2.4.20) 可 写成 形式 


| 1 


人 


“和 了 二 


考虑 到 原理 的 端点 条 件 ， 上 式 第 二 项 为 零 。 利 用 式 (2.4.2)， 引 
人 和 不定 乘 子 Ms， 由 此 得 到 


£ 


一 0 


da 红 _. an a 
Rs Da i (S=s1 1》 (2.4.38) 


B=1 
这 是 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 。 

4， 非 完整 系统 广义 坐标 下 Hamilton 原理 的 一 般 形 式 

如 果 广 浆 力 不 是 有 势 的 , 则 非 完 整 系统 百 amiton 原 更 


一 100 一 


CycIoB 意 又 下 的 一 般 形 式 为 
| { (BT Yc+ > 人 58, 十 


i +28g。 ja= 


或 者 写成 
fy - 3 i Ea aT [3 
| {C76+ 2 O09 + 2 Bi 2 Tg ja 
和 5=1 B=1 rs rr=1 
(2.4.39) 
其 中 
E 3 
C=0,+ > 0 人 (2.4.40) 
B=1 2 
而 Helder 意义 下 的 一 般 形式 为 
| {CT)n+ ?> ,0.09， Var=0 (2.4.41) 
to - f=1 


由 原理 (2.4.39) 容易 导出 非 完 整 系统 一 般 形 式 的 广义 坐标 
下 的 广 芯 darmmprramE 方程 


QQ Of _ 6 了 va O94a 方 
dt Gg Bq 疡 ， 2 -三 7 
(oo=1,"* 0 (2.4.42) 
由 原理 (2.4.41) Re 
放 - 志 =0 > 2， 《3 一 1 2) 


(2.4.43) 
若 将 广义 力 0, 分 成 两 部 分 ， 一 -部 分 是 有 势 的 0; ， 另 一 部 分 是 非 
势 的 Q5: 
0,=07+0"° 
1 ar  d 8 
Y= 一 Bor df dg, 


并 令 工 = 了 工 王 ， 则 式 《2.4.43》 可 写成 形式 


101 一 


a Lr 67 


Hi og Eg le 
(2.4.41) 
5， 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 
现在 讨论 非 完 整 系 统 广义 坐标 下 的 Lagrange 原理 。 与 完整 
系统 一 样 ， 要 求 可 比较 的 运动 有 同样 的 总 机 械 能 常数 。 我 们 来 计 
论 在 什么 条 件 下 非 完 整 系统 具有 能 是 积分 。 
命题 5 如 果 非 完整 系统 误 四 条件 
(1 ) 约 桌 方程 中 fs 对 向 是 齐 次 的 ， 即 
6 
py Wy = (2.4.45) 
其 中 ks 为 齐 次 性 阶 指 数 : 
(2 ) 非 势 力 01 是 陀螺 力 或 者 不 存在 ， 即 


了 02 =0 《2.4.46》 
了 并 
(3) Tagrange 水 数 不 显 含 时 间 ?2， 即 
8 
和 0 {2.4.47) 
则 存在 广义 能 量 积分 
4 aL 最 
过 GF 一 上 “天 (2.4.48》 


[证 明 ] 按照 式 (2,4.44)， 孙 趟 (2,4.48》 左 端 对 时 间 的 

导数 ， 我 们 有 
d/ 2 
i 


全 


-£)= Ze $+ > ae, ~- 


Ot 
B=s1s=1 
将 条 件 ee 代入 上 式 ， 便 得 


玉 
总 人 -L)=0 


一 102 一 


于 是 插 号 内 表达 式 为 常数 。 命 题 得 证 。 1 
推论 ” 非 完 整 系统 若 满足 条 住 (2.4.45) 一 (2.4.47)， 且 所 

受 完整 约束 是 定常 的 ， 则 存在 能 量 积 分 + = 及 。 
非 完 整 系 统 的 Lagrange 原理 仍 具 有 形式 〈2.2.31)， 即 


| 


A{ 27di=0 (2.4.49) 
i 
{1 
| {AL+2T(AN)}dt=0 (2.4.50) 


“0 
对 干 非 完 整 系统 来 说 ， 由 十 变更 运动 一 般 不 满足 约束 方程 ， 
因而 Lagrange 原理 一 般 不 是 稳定 作用 量 原 理 。 非 完整 系 统 的 
Lagrange 原理 是 稳定 作用 量 原理 的 充 妆 条 件 急 然 是 条 件 〈2， 
4,34)。 
非 完 整 系统 的 Lagrange 原理 (2.4.50) 可 用 于 推导 非 完整 
系统 的 运动 方程 。 为 此 ， 将 式 〈2.4.50) 引 向 更 明显 的 形式 。 
命题 6 原理 《2.4.50) 等 价 于 下 列 形式 
”二 ZE a 证 EF aL 
人 


i. 多 
a 2 4 Vag.at=0 (2.4.51) 


dt Or f BO 
[证 明 ] 由 条 件 (2,4.47》 知 ， 工 不 显 含 1:， 故 


一 103 一 


+ (Ag,)’ 一 2v(AN 


8。 


Agro) G14 (ADD'} (2.4.52) 


将 约束 天 为 
Gra— Calg Gt) 
则 条 件 (2.4.45) 成 为 


og=1 

于 是 
9 
和 Ge:5 一 oa 9 59 
Opa OPp 
* i I ms Ago 区 本 
5 dg A (2.4.53) 
而 


所 E . 
"vd 0 Wd ， 
(Ad:rp)》 -之 于 8 Ad 十 之 到-(A9) (2.4.54) 


将 式 (2.4.53) 和 (2.4.54) 代入 式 (2.4.52)， 得 到 
6 E 8L bo， 
4 一 王 则 (党 此 放下 < 59) A | 
lL d a /or 
+ 区 df B+ 这 ( 


_d _HL \Aps 
dt 坝 4A9。 


= A . 
-Pt 之 , 辟 Ba es ) CAL) (2.4.55) 
闲 所 受 完 整 约束 是 定常 的 ， 动能 为 广义 速度 的 齐 二 次 式 ， 有 
-104-- 


2 OT 
2T(Af)'= > 
亏 味 


联合 式 (2.4.55》 和 (2.4.56)， 有 


[3 & 
/_OL OL 09 
AL+2T(AE)' = (+ Ag} 
og=1 B 


vAGS (2.4.56) 


po Ofe+B Ogo 
3 £ 
| 5 dL _6r 4 此 2 
加 工 | dg dt BY A di GG,ra ) a ad. 
{2.4.57) 


将 式 (2.4.57) 代 人 式 (2.4.50), 并 考虑 到 端点 条 件 (Ags) 4, 二 0， 
{Aq} 二 0， 便 得 式 (2.4.51)。 | 


2.4.3 非 完 整 系统 准 坐 标 下 的 积分 变 分 原理 


1. 非 完整 系统 准 坐标 下 的 Hamilton 原理 
对 受 有 形 如 式 (2.4.1) 的 非 完 整 约束 的 力学 系统 ， 我们 选 
淮 速 度 如 下 a | 
et A 
也 就 是 说 ， 前 面 。 个 准 速 度 任意 彼此 独立 地 选取 ， 后 面 & 个 准 束 
度 按 约束 方程 的 左边 选取 。 因 此 有 ww,+s 二 0， 和 但 在 许多 情形 中 ， 
这 些 条 件 仅 在 最 终 所 得 结果 中 帮 人 允许 应 用 。 
为 建立 非 完 整 系统 在 准 坐 标 中 的 Hamiiton 原理 ， 可 对 完整 
系统 准 坐 标 下 的 Hamilton 原理 增加 条 件 
wirg=0, STe+s—=0 


即 有 


H1 
1 SL*di=0 
加 
ce 一 0，8T+p 一 0， (B=1, "an, 2; ée=#— 8) 


: (2.4.59) 
(OT = (BT) =0, (a=1, 这 击 拉 e) 
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利用 原理 〈2.4.59) 可 以 推导 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 运动 方 
程 ， 类 似 于 式 (2 .3.28)， 原理 《2.4.59》 可 化 成 形式 


天 


6L™* d 0L* Gg Ogre: 
| 伺 给 - i Bw, 3 2 2 


(2.4.60) 
由 此 ， 注 意 到 积分 区 间 的 任意 性 以 及 7 的 彼此 独立 性 ， 便 得 
dBLY aL* 好 Og 
dt Go, Dr。 6 全 dt De ge )=° 


(oa=1, ,<s》 (2.4.61) 
这 是 非 完 整 茶 统 蕉 坐标 下 的 广义 Uanxptrze 方程 。 
类 似 王 式 〈2.3.22)， 原 理 〈2.4.59) 还 可 写成 形式 
[az d err oT Tel’. 
| [2 df bo 和 do 


v 


x (各 a -jr Y=0 (2.4.62) 
由 此 ， 注 意 到 积分 区 间 的 任意 性 以 及 5rv。 的 彼此 独立 性 , 便 得 


a OL* Se BL* /{ d bor pory 6 
dt aow。 + 之 > G6 Oqs 上 


一 0， (一 1 £) {2,4.63) 
这 是 非 完整 系统 的 Boltzmann- 也 amel 方程 。 值 得 注意 的 是 , 在 


补 
方程 (2.4.63》 中 ， 仅 在 计算 中 一 之 后 才 可 应 用 vs 一 0。 


2. 非 完 整 系统 准 坐 标 下 的 Lagrange 原理 
当 准 速度 按 广 义 速 度 的 线性 齐 次 式 选 取 附 ， 非 完整 系统 谁 坐 
标 下 的 工 agrange 原理 可 表 为 


1 
a{ 27*df=0 


£0 
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wa=0, Am-e=0， (BT g; t=H—g) 
(2.4.64) 
AN) AX) = 0, (zz 一 三 5) 


$2.5 一 类 新 型 积分 变 分 原理 


现在 我 们 来 研究 一 类 新 型 积分 变 分 原理 ， 不 同 王 前 面 讨论 的 
开 amilton 原理 和 工 agrange 原理 ， 它 们 不 是 在 通常 位 形 空间 中 ， 
而 是 在 4 次 速度 空间 中 讨论 的 。 当 然 ， 使 用 高 阶 变 分 空间 时 ， 对 
可 取 钞 数 的 光 清 度 蓝 求 较 高 。 本 节 讨 论 坟 次 速度 空间 中 的 积分 变 
分 原理 ， 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 及 其 极 值 特性 ， 以 及 新 
型 变 分 原理 的 应 用 。 


2.5.1 m 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 


1. a 

定 父 I 到 (=, ,NN) 为 3N 维 欧 氏 空间 吕 (0，e， 
人 
为 


x= De (2.5.1) 


其 中 世人 称 此 空间 为 知 次 速 弃 空 间 c42。 


当 坎 二 0,1,2 时 ， 上 述 空 间 分 别称 为 坐标 空间 、 速 度 空间 和 
加 速度 空间 3。 


在 % 次 速度 空间 中 的 变 分 规则 为 
六 Ohi d+ 一 0 
BX FF0, OX 0 
在 广 关 坐标 下 写成 


(2.5.2) 


一 07 一 


8 9 一 0 hl, ,mm) 
8 #0, Og FO (sl1, ,1) 
定义 2 ”车 在 嫩 次 速度 空间 史 ， 某 个 约束 产 生 的 约束 反 力 沿 
车 约束 方程 在 该 空间 所 确定 的 超 曲 面 的 法 线 方向 ， 则 称 之 为 理想 
约束 。 
因此 ， 当 力 学 系统 受 有 约束 
Foldy wy Rem, SIO (Bol gi=1,m,3N) 


《2.5。:4) 
时 ， 其 约束 反 力 为 
g 
Ri= 7 2115 《2.5.6) 
Bei ax 
医 将 约束 用 广义 坐标 表示 ， 则 有 
fali, dr, Gs 2 一 0， (B=1, **, &;S=1, ,nn) 
(2,5.6) 


约束 (2.5.6》 是 对 的 限制 ， 因 此 在 加 次 速度 空间 中 ， 约束 
(2.5.6) 加 在 该 空间 中 虚 位 移 8 9 上 的 限制 条 件 为 


a 89 =0, (B=1, *, g) (2,5.7) 
3 二 104; 


定义 3 ”mw 次 速度 空间 中 的 交换 关系 为 


(ma) {ms+1) 


A da 一 心 fs 二 0 (2.5.8) 


2. ma 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 
命题 19 如 果 力 学 系统 受 有 双 面 、 理 想 、 完 整 约束 ， 所 
受 广义 力 是 有 势 的 ， 其 势能 为 V=V(i, gg,)， 那 么 ， 在 % 次 速度 
空间 中 系统 真实 运动 将 使 滋 郧 
7 一 | (+o- V )at (2.5.9) 


Ea 
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态 
革 De dU mm- to ,BF 
取 稳定 值 。 这 里 了 为 系统 的 动能 ， 了 = 到- 并， 盖世 全 
4 
(01 +1) 
"y ， 而 坟 为 不 等 于 1 的 自然 数 。 吉 次 速度 空间 中 轨道 端点 满足 
条 件 《Ce tm) 
(8 9) 一 0， (00),., =0 (2.5.10) 
[证 明 7 
Hm) (0) (p98) 
| (OT 十 aT —oV )d 
甸 
eg rar1y 
a Be + >， 90 ds 
2 5=] s= fe 
Fa 六 ¢m) i 
七 六 六 氏 sD gat 
:=1 :=1 060g 
1 (os) 
= cut 2 A z | + 站 {对 
可 fx=T DG 
DT” OT im) 
二 < Bg; -+1) - 辣 - 9 di 
1 力 
eT er tm) 
| Wh 
fos=1 0 0: 09: dt 064, 
(2.5.11) 


这 里 已 用 到 交换 关系 “2.5.8)、 端 点 条 件 《2.5.10〉 以 及 下 述 明 
显 关系 » 
87 OT (2,5.12) 


A 
6g, Ogs 


容易 证 明 本 
aT OT md 07 (2,5.13) 
0 gs 


将 式 《2.5.13》 代 入 式 (2.5.11)}， 得 到 
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全 有 让 ee} 


(2,5.14) 
利用 原理 (2.1.35》 或 (2.1.47)， 便 得 8IT 二 0。 | 
推论 ”如果 澡 二 0， 则 命题 1 给 出 HHamilton 原理 


£1 
o) (T—V)dt=0 (2.5.15) 


加 
者 在 〈 和 一 1) 次 速度 空间 中 的 广 人 即 
Oi= Qf, gr "es pe), Cs, Rl, ,Hn) (2.5.15) 
那么 它们 在 志 次 速度 空间 中 就 具有 广义 势 ， 只 要 取 


= 一 02 (2.5.17) 
了 三 二 
就 有 本 
0 一 个. (2.5.18) 
Og; 
于 是 有 下 述 命题 。 


命题 205 对 于 (m1) 次 速度 空间 中 为 非 势力 (2.5.16》 
的 系统 ， 命 题 ! 仍 成 立 。 

下 面 研究 非 完整 系统 。 设 系统 受 有 & 个 非 完整 约束 (2.5.6)， 
我 们 有 下 述 命题。 
命题 3 9， 着 系统 受 有 双 面 、 理 想 非 完整 约束 《2.5.6)， 
且 广 义 为 是 有 势 的 ， 则 在 % 次 速度 空间 中 系统 真实 运动 使 泛 函 


{1 


A=| (T + mT —V i -Eu )e (2.5.19) 


Oe ee 
[证 明 】 类 似 于 命题 1 的 讨论 ， 有 
= 11i0=— 


加 | cy 
人 


全 2 > 1 £8g9, 一 > faoia has 
Ss B=1 


+=1 og; 


8 
考虑 到 式 (2.5.6)， 三 


(rn) 
a (2 87 _8V _1 8 
I Bg ad， 11 [E33 
加 f=1 OF 
ss 2 Sn js 3 ghar (2.5.20) 
B=1 HO gr 


由 原理 《2.1.47) 和 虚 位 移 方程 (2.5.7)， 利 用 Lagrange 
乘 子 法 ， 容易 得 到 方程 a 
1f87T _ 7 1- Ofe 
my (mt 1) } Og; 8 人 
(s 一 1， %°, 1) (2.5.21) 
将 式 (2.5.21) 代入 式 (2.5.20)， 便 得 84==0。 


命题 4 对 于 《mm 一 1) 次 速度 空间 中 为 韭 的 力 的 系统 , 命题 
3 仍然 成 立 。 


2.5.2 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 及 其 极 值 特性 


1， 二 次 速度 空间 中 的 积分 变 分 原理 
当 类 王 2 时 ， 命 题 2 和 命题 4 分 别 给 出 


1 
of (TF +2 —Y)di=0 (2.5.22) 


(rp ha fp )as =0 (2.5.23) 


2， 积 分 变 分 原理 的 极 值 特性 
下 面 研 究 原 迎 《2.5.22) 和 (‘2.5.23〉 的 极 值 特性 。 我 们 有 


si lll 


站 下 命题 。 


命题 555) 对 于 受 有 双 面 、 理 想 、 定 常 、 完 整 约束 的 系统 ， 
一 次 速度 空间 中 的 证 图 
了 -人 dt (2.5.24) 
9 
在 其 真实 路 径 上 取 极 大 值 。 


[证 明 ] 在 二 次 速度 空间 中 ， 式 (2,5.24) 的 二 次 变 分 为 
jl l/s 1 7 oP),,, 
0 总 (3 dy 2 + 下) 他 


be 
2 


Fe 
DY.09x : 


ed bd 1 
A vv i 
2 2 pa (二 2 Bg; 6 0 十 了 3 

(C235.220Y 


由 运动 方程 知 上 式 右 端 第 一 项 为 零 。 据 假设 ， 系 统 动能 为 广义 速 
度 的 齐 二 次 式 
Re 2 
s=1 k=1 
故 加 
6 _ 6 
G08 2 0 二 0 (2.5.26) 


将 式 《2.5.26》 代入 式 (2.5.25)， 得 到 


n 


工人 i 
6*7T= 下 (> 0 jat 
= TC)d (2.5,27) 
其 中 (89) 为 工 中 总 用 68 志 代 的 结果 。 因 了 是 正定 的 ， 故 
7(8dg)>0， 而 827<0。 命 题 得 证 。 ， | 
命题 6:5 对 受 有 & 个 非 完整 约束 
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falf, qe Gr 1)=0, (B=1, *", gy8=1, "*, 1) 
(2.5.28) 
的 力学 系统 ， 如 所 受 完整 约束 是 定常 的 ， 那 么 二 次 速度 空间 中 的 
泛 函 ， 
2=| (F427 Df )a (2.5.29) 
加 . B=1 5 


取 极 大 值 的 条 伯 归 结 为 
2 2 6 & az/ 
0 fs yn 
之 > EE )52.5ge>0 (2.5.30) 


推论 车 fs 为 的 线性 函数 时 ， 泛 函 4 取 极 大 值 。 


2.5.3 ”新 型 积分 变 分 原理 的 应 用 "”” 

1. 在 弹性 力学 中 的 应 用 

设 弹性 系统 的 位 形 由 位 移 矢 量 邢 (x, i 确定， 系统 的 控制 
方程 为 


Wix, ty + DCW x, f=0 {2.5.31) 
其 中 DD, 为 线性 仿 微 分 算 子 ， 边 界 条 件 为 
{UCW Cx, £3}s=0 (2.5.32) 


当 卫 。 为 自 伴 算 子 时 ， 式 (2.5.31》 就 是 弹性 保守 系统 的 运 动 微 
分 方程 ， 当 DD, 韭 自 化 时 ， 式 〈2.5.31》 就 是 弹性 非 保守 系统 的 
运动 微分 方程 。 
对 式 (2.5.31) 和 (2.5.32) 的 情形 ， 有 如 于 命题。 
命题 7 在 二 次 速度 空间 中 ， 绊 性 系统 的 真实 运动 使 泛 函 
a { 委 W(x, 1]+2Wix, D): Wx, 4) 
in VV 


DW (x, DW, avat 2.5.33) 
取 极 大 什 ， 而 使 必 沾 | 
7=| { 他 六 ?Cx D) DW Cr, IW x, #) Vavat 
to Vv 


一 11I3 一 


(2,5.34) 
取 极 小 值 。 
{证 明 3 
11 
o1=| | {2W (x, DW (x, 1) + 3W x, £) 
to Vv 
Worx, E)—DCWe xr, DDI-W (x, 1) dd 
了 


一 -| | {Wox, + DW x, 8} :6W dvdf 


10 Vy 


+| 3W x, 1) .0W (x, Pdv 
Vv 


这 里 已 用 到 交换 关系 3 矿 二 -种 - (6 矿 )。 利用 端点 条 件 (8 瑚 ) 


一 (8 碎 ) ,n=0， 以 及 方程 《2.5.31)， 便 得 of 一 0。 再 计算 二 次 
变 分 ， 有 
827 一 | 8W .0W dvdi <0 
o VV 
因此 ， 了 取 极 大 慎 。 
又 有 


7=| | {Wx, D+DCW x, DJSW (x, fydodf 
和 
#1 
6:]= 妆 | | BW .Wdvdt>0 
to VV 
因此 ，J 取 极 小 值 。 | 
2， 在 热传导 问题 中 的 应 用 


设 在 热传导 问题 中 物体 内 的 温度 分 布 为 和 中， 物体 中 有 内 热源 
QQ， 则 不 稳 态 有 内 热源 的 热平衡 方程 为 
T 2 TF 。 
4 2 一 1 人 (5 十 7 + Pr) (2.5.35) 
其 中 4/a 称 为 热 扩 艇 率 。 对 这 类 问题 ， 我 们 有 下 述 命题 。 
en 


aed hihid 


命题 8 ”在 沁 次 速度 空间 中 ， 对 于 有 内 热源 的 不 稳 坊 热传导 
问题 ， 系 统 的 真实 物理 状态 使 泛 男 


{1 


人 (可 站 -aa 


i=1 

, (2.5.36) 
取 稳 定 值 ， 泪 中 名 一 2，3，…， XI 一 2 Ma 一 人 Ma 一 2zo 

5 证 明 ] 按 知 次 速 谍 空间 的 变 分 规则 ， 有 
站 3 
aT {my . tm 37 a (14) 

sz {eer 8T — O8T + > Ge) ol Ss ) Jaoas 

0 了 一 

《2 .5.37》 


利用 Stokes 定理 和 边界 变 分 和 条件， 有 
人 7 a7 cm aT 8 {my 
人 Bx (gm) w=) Gx Bxr oT) 


{my ry 


a7 B27 ”ro 
-| roer mT das) Aa 07 dy 


dT Es 
= 一 4 了 de {2.5.38) 


将 式 (2.5.38) 代入 式 (2.5.37)， 得 


" dT TT dT BT 《991 
o1=| | {a 3 一 站 OX 二 DA 二 Si) 0 Fodt 
ty VV 
(2.5.39) 
性 虑 到 方程 (2.5.35)， 便 有 6I=0。 | 


$2.6 新 型 交 澳 关系 下 的 Hamilton 原理 
和 和 高 阶 非 完 整 系统 的 于 amilton 原理 


本 节 讨 论 两 个 彼此 独立 的 问题 ， 一 个 是 新 型 交换 关系 下 的 
HHamiiton 原理 ， 另 一 个 是 高 阶 非 完整 系统 的 二 amilton 原 理 。 
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2.6.1 完 副 非 保守 系统 的 Hamilton 原理 

首先 讨论 第 一 个 问题 : 新 型 交换 关系 下 的 Hamiiton 原理 。 

1 Yujanoviét 形式 的 Hamilton 原理 

现在 研究 在 Vujanovié 交 换 关 系 下 完整 非 保 守 系 统 的 了 Ha- 
milton 原理 。Vujanovié 交 换 关系 (1.6.48) 实际 上 给 出 了 
ad 的 定义 ， 它 可 写成 


df 和 一- 让- (89;) + 1 {Ss=1, *+, Nn) 
(2.6.1) 
现在 由 DD'Alembert-Lagrange 原理 (2.1.8) 出 发 ,来 导出 
Vujanovié 的 HHamilton 原理 。 原 理 (2.1.8) 可 改写 为 下 列 形 
式 


/67 d 65 
世人 dg di 认 + 0 )og.=0 (2.6.2) 


其 中 广义 力 分 成 有 势 的 Gy 和 非 势 的 @; 


O00. +0O's, 07=C— 8 Z=T—V (2.6.3) 
将 式 《2.6.2》 改 写 为 如 下 形式 
音 ( 荆 话 89,° 2 ) 
+ 8 人 8 (8g7)— od)+ Ze A (2.6.4) 
将 式 (2.6.1》 代 入 式 (2.6,4)、 并 注意 到 
"OL. 
ot (2.6.5) 
得 刹 


GD (DD 注 j= {2.6.6) 
j 
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其 中 (8Z)v 为 在 交换 其 系 (2.6.1) 下 的 8ZL。 将 式 (2.6.6) 由 
为 至 二 对 革 积 分 ， 并 注意 到 端点 条 件 
《64r)r-oo 一 0， (84:) -n= 0 (2.6.7) 
恒 得 
| (vdt=0 (2.6.8) 


这 就 是 VujanoviE 提 出 的 完整 非 保守 系统 的 Hamilton 原 理 。 
一 般 完整 系统 通常 形式 的 Hamilton 原理 为 式 (2.2.11)， 
考虑 到 起 (2.6.3)， 它 可 表 为 


EJ [ 
{ (oz + Qi8g:)dt=0 (2.6.9) 
20 了 = 
原理 《2.6.8) 与 《2.6.9》 虽然 形式 不 骨 ， 但 其 实质 是 一 样 
的 。 之 所 以 形式 不 同 ， 是 因为 所 采用 的 交换 关系 不 同 ， 或 者 说 所 
定义 的 569, 不同。 在 式 《2.6.8) 中 的 682 由 式 (2,6.1》 给 出 ， 
而 在 式 (2.6.9》 中 的 66; 为 


80: = -8g，， 《S 一 1， “0 1 ) 《2.6.10) 
比较 式 (2.6.8) 与 (2.6.9)， 得 到 下 述 命 题 。 
命题 1 我 们 有 
(8L)y=6L+ ,00g (2.6.11) 
5=1 


2. 原理 -(2.6.8) 的 应 用 
利用 Yujanovig 形 式 的 Hamilton 原理 (2.6.8》 可 以 推导 
完整 非 保守 系统 的 运动 微分 方程 。 
例 1 一 质量 为 mx 的 质点 在 平面 (x, y) 上 运动 ， 其 Lagra~ 
nge 国 数 为 
一 元吉 (22 十 作 ?) —mey (a) 
而 非 热 广义 力 为 
< 一 —Ci%, Gy 一 一 C29y 《ci，C2 为 常数 》 (8) 
< 一 1 一- 


试用 原理 (2.6.8) 米 建 立 质点 的 运动 微分 方程 。 
据 奖 换 革 系 (2.6,1}， 我 们 有 


2 名 
86% 二 -af (0%) 十 MET) — CXOX—C2 YOY) 
是 (Cc) 
6 二 dr 2) + (C0 CsIdy) 
而 
OL= mid%+ myoy —medy (a) 
将 式 〈c ) 代入 式 得 到 
(BD v= mn F(X) + my 车 (OV) — cL 
一 Czy 和 人 一 JE 
于 是 原理 (2.5.8) 成 为 
tt 
| 人 df (BX) + my 号 (89) — CLOX— CVOY 
—mgdy}di=0 《ey》 
分 部 积分 ， 得 
1 
(Cmax) | + p38y) 一 (gnE + os)Sxdt 
x0 zo 如 
1 
| (nd te + me) dydi=0 Cf) 


由 此 ， 据 端点 条 件 , 积分 区 间 的 任意 性 以 及 5x 与 3y 的 独立 性 ， 
得 到 
HCCIX=0, mytcevt+me=0 | 
2.6.2 非 完 整 非 保守 系统 的 Hamilton 原理 


1. 非 完 整 系统 的 Hamilton 原理 
现在 研究 在 交换 关系 “1.6.51) 下 非 完 整 系统 的 Hamilton 


一 二 


原理 。 交 换 关 系 《1.6.51) 实际 上 给 出 了 636, 的 定义 ， 它 可 写成 
形式 


8,=-8 (0 ES 1 ) 
ds 二 = df gr 2 + 了 不 a 2 0, a 


(2.6.12) 
将 式 (2.6.12) 代入 式 (2.6.4)， 人 (2.6.5)， 得 到 


d 
0 ad: ws > > 1 dg 0 =—0 
(2.6.13) 
其 中 (56 工 )z 为 在 交换 关系 (2.6,12) 下 的 585K。 将 式 (2.6.13) 
由 如 至 如 对 二 积分 ， i i 《2.6.7)， 得 到 
(SL)z— 2 BA sy df=0 (2.6.14》 
和 =1 > ”0 是 


所 ApPell-Ueraea a 有 


pA ,0 (Bl, mg) (2.6.15) 
将 式 de 民有 (2.6.14)， 得 到 7- 
i (0L)zdt=0 (2.6.16) 


这 就 是 非 完整 非 保守 系统 在 交换 关系 (2.6.12) 下 的 Hamilton 
原理 。 

在 Hatder 交换 关系 (2.6.10) 下 ， 非 完整 非 保守 系统 的 
Hamilton 原理 (2.4.23》 可 改写 成 形式 


| 


| {fora + oaeja-。 (2.6.17) 


20 s=1 
比较 式 (2.6.16》 和 {2.6,17)， 得 到 下 述 命题 。 
命题 2 ”我们 有 


(0Z)z 一 (8L)a+ 5 0'8g, (2.6.18) 
=1 


2， 碌 理 (2.6.16) 的 应 用 
利用 Hamiiton 原理 (2.6,16)》 可 以 推导 非 完 整 系统 的 运动 
微分 方程 。 
例 2 一 质点 在 平面 上 运动 ， 其 Lagrange 函数 为 
L = 1+) (4) 
非 势 广义 力 为 0 ，Q4， 它 的 运动 受 有 非 完整 约束 
f=¢ id=0 (23》 
现在 利用 原理 《2.6.16) 来 导出 问题 的 运动 微分 方程 。 按 照 
小: (C2012Y. 有 


4 i $1 了 
34 一 di (69i) (0 一 人 6g: 


Oa (ce) 
Re 
由 式 (4) 得 
OL = med01 + md,66» 《如 》 


将 式 《cc ) 代 人 式 2 得 
dL)z = mG (890) + mee £ (092) 
SR (2) 
本 是 式 (2.6,16〉 给 出 
#1 


21 
| (8L)zdt= (mgi0g1 + mesdg) 


to Lo 


+| {( 一 和 人 十 日 一 和 889， + 《一 gz 
#0 
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+ 人 二 1)adzjdt=0 Cf) 
由 此 得 到 问题 金 运 动 微分 方程 
me= 01—it, més:=0O+7 (8) 1 


2.6.3 高 阶 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 


现在 计 论 第 二 个 问题 ， 高 阶 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 。 
我 们 由 万 有 D'Alempbert 原理 和 高 阶 非 完整 系统 的 交换 关 系 
出 发 ， 来 看 高 阶 非 完 整 系统 的 吾 amilton 原理 有 怎样 的 形式 。 
(一 1)》 阶 万 有 D'Alembert 原理 的 Euler-Lagrange 形式 ， 类 
似 于 式 (2,1,35)， 可 写成 


“oT dd 657 tn- 
=( Gq dt ‘66, +0.)8 gr =0 (2.6.19) 
容易 证 明 下 述 关 系 
《2 一 1》 
?8 了 aT 37 


加 d 8 
入 
(2.6.20) 
将 式 (2.6,20》 代 入 式 (2.6.,19)， 得 到 
他 (wr- 1》 (na 一 1) 
(mn +0.)8 4 =0 (2.6.21) 
‘=1 Og Og; 
采用 1.6.2 中 的 变 分 ， 即 
不 ) 
89=0 R01 m2), f=0 (2.6.22) 
则 有 有 
tm 地 ? 个 的 5 1) PT : 
8 人 = 7m + 区 Toeg (2.6.23) 
110g s=1 Ogr 
此 时 原理 (2.6.21)》 可 改写 成 形式 
为 《 细 —1) 
Fl {7 -1) Cm -1} 
df (> 2 0 Q; ) + 下 十 
了 人 49: 
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Cm- > 
> 他 tm~1) 
a 7 3 C8 ey: 一 > .00 dg: 二 0 (2.6.24) 
f=1 


将 式 (2.6.24) 从 霹 素 二 对 了 积分 ， 并 取 端 点 条 件 


{nF -1) {48 -1) 
《8 g ) -so = (8 gs en 0 (2.6.25) 
便 得 
A (rt -1) 9 末 a in tmt) 
| {oz +12 让 gr J -0g ] 
fo sf 二 
#11) 
+ Ee g; ja (2.6.26) 
s=1 


原理 (2.6,.26) 可 称 为 高 阶 非 完整 系统 昌 amilton 原理 的 一 般 形 
式 。 
利用 交换 关系 (1.6.314) 和 (1.6.35)， 有 有 


六 (7 一 ]? 


d 99 一 1) 《> 
3 {rr g; ) 一 52 } 
s=1 Ogr 
区 ‘mm - 17 ¢ ) £ a 1 
~ 1 
=(m—1) 二 23 -人 (2 )+》 OF 
r=1 060: B=1 bgp 


i 0 dv 


Ss g 
d QP Bp FEB B09 (tot-1) 
x 于 (人 -所 me 一 > 让 让 my ) 
c=1 Og 0g» Y=104d4r Hgo 
(2.6.27) 
将 式 (2.6,27) 代入 式 (2.6.26)， 并 注意 到 条 件 (2.6.25)}， 得 


到 


让 {om 一 17 
{ {a7 7 ‘+0 g, 5 > < 一 
10 I=l B=1 D9.r8 
dd be 中 909 bp 只 gp 他 
x* df Tm m1) my 


Og Og Y=1 O ferry DZ。 
尖 填 22 一 


{ot - 了》 


2 二 三 a 半 sg 和 an 


s=1 da; 
(2,6.28) 
原理 〈2.6.28) 称 为 高 阶 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 的 第 一 种 
形式 。 
现在 进一步 变换 原理 (2.6.28)。 令 
(my (ml) my 
(ge, Gs fr » Co ， é) 
Cn-1) . Cm) my 
二 了 (gr 人 
1 ma) 
PP gs, 6,, a 0 do 2), 1) (2.6.29) 
则 
i ro 
tm) 写 19) 本 ED (2.6.30) 
dg 0 go B=1 Ogqerp 0 go 
于 是 ， 利用 式 (1.6.30)， 有 
了 2 a Ey 
Cm -1) A 人 {nr 一 1) 
本 4157) 人 一 ) 9 -三 各 有) -9 fo 
二】 Gqs Og 
吕 d oT ve DPC [a 
> di (一 ) Gy a do 
B=1 D7.:e o=1 Dgqo 
5 sd (m1) & Ve tt) 1m 1) 
个 了 d HP 
一 下 (33 CR) ja go Um) Dr tt 6 Ed 
=1 Ga B=1 Ogqerp o=1 Da。 
(2.6.31) 
将 式 (2.6.31) 代入 式 (2.6.28)， 最 终 得 到 18) 
my a Ne 7 
| fT + O09 | 2 
za 5=1 0o=1°B=1 80.:5 
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a Born De (他 8 Bee Ogim 
x (mm > Wt) 一 >， mt Cpy ) 
Ggo Ws Y=10g+» Ogs 
-m-) 蝇 - 经 ry 5 了 di 一 0 (2.6.32) 
其 中 
pm 
一 他 十 > SP 8 ss {2.6.33) 
B=1 89。 


磊 理 《2.6.32) 称 为 高 阶 非 完整 系统 互 amiitoa 原理 的 第 二 种 形 
Ea 

当 和 4 二 1 时， 原理 (2.6.32) 给 出 一 阶 非 完 整 系统 amilton 
原理 的 CycxoB 形式 (2.4,22)。 

利用 原理 (2.6.32》 可 以 推导 高 阶 非 完整 系统 的 运动 微分 方 
程 。 


$2.7 历史 资料 


2.7.1 名 家 介绍 


J le R.D'Alembert (1717 一 1783) 法 国 数学 家 力学 家 、 
哲学 家 。 在 他 的 著作 《动力 学 》)(〈TraitE de dynamique, Paris, 
1743) 中 指出 Newton 第 二 定律 也 适用 于 非 自 由 物体 ， 从 此 开始 

究 非 自由 质点 系 动 力学 。 书 中 提出 的 原理 , 后 来 演变 为 D'Ale- 
mbert 原理 的 近代 说 法。 

KK. FF, Gauss (1777 一 1855》 德 国 数学 家 。 他 的 主要 成 就 在 
高 竺 代数， 数论， 微分 几何 等 方面 ， 他 所 研究 的 行星 轨道 的 计算 
方法 至 今 仍 是 这 类 计算 的 基础 。 在 他 的 论文 《 论 力学 的 一 个 新 的 
普遍 原理 》(Uber ein neues allegemeines Grundgesets der 


Mechanik, 1829) 中 提出 著名 的 最 小 掀 束 原理 。 
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WwW. R. Hamilton C1805—1865) 英国 数学 家 、 物理 学 家 、 
力学 家 。 他 发 展 了 分 析 力 学 ， 在 他 的 两 篇 长 论文 (On a general 


method in dynamics, 1834; Second essay on 3 general 


_method in dynamics, 1835) 中 提出 了 著名 的 囊 amilton 原理 
和 和 正则 方程 。 


2.7.2 力学 的 变 分 原理 发 展 简 史 


力学 的 变 分 原理 以 及 与 其 相关 的 物理 思想 和 数学 方法 的 综 
合 ， 在 理论 与 应 用 力学 以 及 物理 中 起 重要 作用 。 很 难 指出 物理- 
数学 科学 的 其 它 领 域 ， 把 抽象 的 数学 研究 与 具体 的 物理 内 容 如 此 
深刻 地 结合 起 来 。 力学 的 变 分 原理 不 仅 是 自然 和 技术 的 最 复杂 、 
多 方面 问题 科学 研究 的 精美 工 其 ， 而 和 且 运 动 规则 的 独特 表达 形式 
远 远 超 出 了 经 典 力 学 的 限制 。 力 学 的 变 分 原理 与 变换 群 理论 ， 
光 - 机 相似 ， 经 典 和 量子 物理 场 论 ， 运 动 、 平 衡 、 稳 定性 以 及 物 
理 系 统 结构 等 问题 解 的 变 分 方法 等 密切 相关 。 

1. 力学 的 变 分 原理 的 发 形 

文献 [173 对 力学 的 变 分 原理 的 发 展 史 作 了 很 好 的 总 结 与 概 
括 。 主 要 有 ; 

力学 的 变 分 原理 和 光 - 机 相似 的 经 过 中; 

Maupertuis 最 小 作用 量 原 理 ; 

18 世纪 关于 最 小 作用 量 原 还 的 讨论 ; 

Euler 最 小 作用 量 原 理 ， 

Laplace，Carnot 和 Poisson 与 最 小 作用 量 原 理 相关 的 工 


Hamilton 在 几何 光学 和 光 - 机 相似 领域 中 的 研究 ， 
Hamiiton 动力 学 ; 


Jacobi 和 Octporpancgn 在 力学 的 变 分 原理 领域 中 的 角 


Lie 接触 变换 和 了 Hamilton- Jaccbi 动力 学 ; 
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19 世纪 变 分 原理 的 分 析 力 学 的 数学 门 题 的 发 展 ; 

Jamilton-Jacobi 分 析 力 学 的 几何 化 ; 

19 一 20 世纪 力 掌 的 变 分 原理 的 发 展 和 推广 ; 

Gaass 原理 和 于 ertz 承 理 。 

2， 力 学 的 变 分 原理 在 经 典 物理 和 近代 物理 中 的 作用 7)。 

3. 力学 与 物理 中 变 分 原理 的 涵义 和 意义 

文献 [17] 以 较 长 篇 幅 论 述 了 这 一 和 癌 题 、 主 要 有 以 下 观点 : 

力学 的 变 分 原理 的 应 用 和 和 由理 意义 的 基础 是 两 个 定理 : 
HHilbeit 独立 性 定理 和 Soether 定理 。 第 一 个 定理 给 出 变 分 原 理 
的 数学 论据 ， 第 二 个 定理 揭示 它 的 物理 意义 。 

物理 中 电磁 场 的 表现 不 仅 可 以 用 法 拉 第 模型 来 描述 ， 而 且 共 
规律 可 借助 Lagrange 型 方 穆 来 表达 。 

与 DD'Alembert 原理 相 毕 较 、， 吾 amilton 原理 的 优越 性 在 于 
研究 一 个 唯一 的 标量 工 ， 因 此 没有 必要 去 计算 每 个 质点 的 加 速度 
和 确定 惯性 力 的 姬 功 。 

文献 中 大 量 出 现 的 “原理 的 证 明 ” 无 疑 是 厅 售 理 的 ， 原 理 无 
需 证 时。 

Tamilton 原理 包罗 了 力学 的 以 及 一 系列 非 力学 的 现象 。 

Hamilton 原理 与 最 小 作用 量 原 理 的 相近 没有 排除 它们 之 间 
的 差别 。 

Hamilton 原理 与 经 典 力学 中 Galilei-Newton 人 怪人 性 原理 密 
切 相 关 。 

以 某 积 分 和 贸 数 变 分 形式 表达 的 原理 欧 成 动力 学 定律 的 真实 
极 值 性 质 。 

用 Jacobi 形式 的 最 小 作用 量 原理 确定 的 轨道 归结 为 确定 测 
地 线 的 纯 几 何 问 题 。 

不 同 的 力学 公式 有 不 同 的 意义 。 基 于 几 微 分 形式 表达 的 
Lagrange 力学 中 的 公式 对 解 工程 力学 问题 是 特别 有 效 的 ， 基 于 
积分 原理 的 HHamilton, Jacobi 力学 中 的 其 它 公 式 是 研究 无 论 宏 
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观 世 界 还 是 微观 世界 一 系列 天 文 各 物理 问题 的 基本 方法 。 

力学 定律 的 基础 是 因果 关系 的 确定 类 型 一 所谓 动力 学 合理 
性 ， 其 在 力学 中 的 意义 是 ， 如 果 给 定 系统 的 初始 笨 件 和 作用 为 ， 
那么 在 任何 时 刻 在 轩 道上 的 位 置 是 单 值 确定 的 。 力 学 的 变 分 原理 
从 内 容 和 数学 形式 上 看 是 一 种 “公理 ”。 

总 起 来 说 ， 力 学 的 变 分 原理 不 仅 以 简单 不 变形 式 内 达 运 动 广 

程 和 场 方程 ， 而 且 是 运动 的 离散 和 连续 观点 的 综合 ， 是 物理 中 广 

义 因 果 原 理 的 表达 。 


习 题 
1. 试 证 明 下 述 命题 

~N 了 i i tm—1) ry Es 
三 
ts1 s 二 1 D4s 0 da - 

人 了 了 1 ‘mm) 

加 DD Dh fa pe (193 + 一 ee gz 

0 gs 


2， 引进 非 等 时 变 分 | 
Ag = dg + 9sAt 
也 及 
Algs=0, Aif=0 
试 证 明 Jourdain 非 等 时 变 分 为 
Auev= bd。 
(Ai9a) = 85:9s+ gs(Ant)， 
Aige 一 (Aigs)， 与 和 (Ai 2)° 
将 无 限 小 盟 《Aqo)" 和 (Ait)* 作 为 Jourdain 无 限 小 变换 的 构成 元 素 ， 引 进 
空间 和 时 间 的 无 限 小 变换 生成 函数 
(Alge)" = eiCt, Sky 
AH) = ef (ft, grs gy 
则 Jourdain 原理 可 表 为 
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DT (es Bre mir. Br) FT- -f=0 


3 一 1 t=1 


试 证 明之 。 
3， 试 证 原理 〈2.2.11) 在 条 件 《【2.2.12) 下 将 成 为 原理 (2.2.3)。 


4。 菜单 自由 座 完 整 系统 的 Lasrange 函数 为 上 = 二 o7 ga， 其 运动 方 各 


为 6 "(9+ ?9) =0， 其 中 ? 为 一 常数 。 试 说 明 可 由 原理 (2.2.3》 导出 问 
题 的 运动 方程 。 

5， 试用 方程 (2.3.24) 和 (2,3.30》 导 出 刚体 定点 转动 的 Euler 动力 
学 方程 。 

6， 试 由 完整 系统 准 坐 标 下 的 一 般 Hamilton 原理 (2.3.31》 出 系统 
的 amnaraa 方程 


Led . a 
二 二 0 07 Q_ ar qr AN. 
全 ws ge) Ds, 


之 1 B74 
Cs = 1, +, 1) 
和 Boltzmann-Hamel 方程 
多 » 
a aT/ a Gor orNOg, 
dt dw, Ons 有 er、 8g Bqr /Ow 


二 1 k=1 
= Ps, (s=1,",%) 
7- 一 单位 质量 质点 在 空间 中 按 惯性 运动 ， 并 受 有 一 个 非 完整 约束 


zx 一 =0 (a) 
它 的 运动 方程 为 。 _ 罗 
x 一 12=0， y +2=0, +z =0 5) 
已 知 (2) (8) 的 解 为 
x=A7"108, y= AW iCcoshd ~—1), z=sinnf = Wt 《c) 


tt 
共 中 4， 多 为 积分 常数 。 试 证 解 组 (c 的 任 一 特 解 都 不 能 使 汉阳 \ zat 在 


加 
约束 条 件 (a) 下 具有 稳定 值 。 
8。 试 根据 Appell-Hamel 例 的 运动 方程 来 证 明 of zat =0。 
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三 章 ”分析 力 学 的 各 种 运动 微分 方程 


根据 分 析 力 学 的 藉 本 概念 ， 由 分 析 力 学 的 变 分 原理 出 发 导出 
力学 系统 的 运动 微分 方程 ， 是 分 析 力 学 的 方法 ， 也 是 分 析 力 学 的 
重要 内 容 。 

在 计算 技术 高 度 发 达 的 今天 ， 只 要 于 确 邮 建立 了 运动 微分 方 
程 ， 则 在 给 定 的 初始 条 件 下 ， 便 有 可 能 借助 电子 计算 机 求 出 近似 
解答 。 关 此 ， 正 确 地 列 写 完 整 系统 和 非 完 整 系统 的 运动 微分 方程 
就 显得 特别 重要 。 

力学 系统 的 运动 微分 方程 有 各 种 各 样 的 形式 。 但 大致 可 以 分 
成 三 大 体系 ， 上 uler-Lagrange 体系 ，Nielsen 体系 和 Appell 体 
系 。 在 $3.1 一 §3.3 中 洲 究 这 三 个 体系 的 方程 。 此 外 ,还 有 混合 
形式 的 方程 ， 它 们 在 $83.4 中 讨论 。 在 $83.5 中 讨论 运 动 方程 的 
正则 形式 。 


$3.1 Euler-Lagrange 体系 的 方程 


本 节 讨 论 完整 系统 的 工 agrange 方程 ， 一 阶 非 完整 系统 的 
Routh 方程 、Mac-Millan 方程 、Volterra 方程 、Uarxreiraa 方 
程 和 Boltzmann~Hamel 方程 ,以 及 高 阶 非 完整 系统 的 若干 方 程 。 


3.1.1 完整 系统 的 Lagrange 方程 


这 里 研究 第 二 类 Lagrange 方 积 , 有 多 余 坐 标 系统 的 Lagra- 
nge 方程 ， 淮 坐标 下 的 Lagrange 方程 ,以 及 耗 散 函数 的 Lagra- 
nge 方程 。 . 

1、 第 二 类 Lagrange 方程 
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设 力 学 系统 所 受 约束 是 型 想 、 双 出 、 完 整 的 ， 其 位 形 出 个 
广汉 下 标定 (一 1 3) 米 确 定 。 I7YAlJembert-Lagrange 原 理 
的 Euler-Lagrange 形式 为 式 〈《2.1.8)， 田 


妃 
/HT dd 7 
ZE( eC (3.1.1) 


其 中 了 为 系统 的 动能 ，Q; 为 广义 力 。 对 完整 系统 玉 说 ，58g; 是 
此 狄 立 的 ， 任 意 的 ， 王 是 出 原理 〈3.1.1》 得 到 
d 2 0 Co 
SR 0 5 = (S 一 1 区) 《3.1,2》 
方程 《3.1 ,2) 就 是 著名 的 第 二 类 工 agrange 方程 ， 它 对 约束 是 
否定 党 没有 限制 。 
首先 ， 刻 果 广 浆 力 是 有 势 的 ， 即 存在 一 阔 数 六 =V (qs, 人 )， 
使 得 
OF 
Ggr’ 
那么 ， 在 引入 工 agrange 函数 工 = 了 王后， 方程 (3.1.2》 可 写 
成 形式 


C= 


(s=1,%*,7) {3.1.3) 


d_ 6L 6L 
ot Bg gr 0 (s=1,%,n) (3.1.1) 


其 次 ， 如 果 广 义 力 有 广义 势 ， 即 存在 依 ， 使 得 


2 + 人 〈《S 一 工 , 1) 


(3.1.5》 
那么 方程 《3.1.2) 世 可 写成 形式 (3.1.4)。 最 后 ， 对 广义 力 为 
非 热 力 的 某 些 系统 ， 也 有 可 能 将 方程 表 为 形式 (3.1.4)， 但 … 般 
说 来 函数 工 已 不 再 是 动能 减 去 势能 了 。 对 给 定 的 二 阶 微 分 方程 
组 ,来 构造 函数 工 的 问题 ,就 是 所 训 Lagrange 力学 的 逆 问 题 ” 一 。 
现在 将 方程 (3.1.2) 表 为 显 形式 。 系 统 的 动能 为 
一 .192 一 


vy . 
Tm T+ Ti+ To 
其 中 


T= 六 也 pe dky drs T.= >, Bg 
了 二 了 


1 
1 ore _ Ar; 
7 


引进 EEuler 算 子 
(3.1.6) 
a0, Da， 
划 有 
KT) = A drt 3) 5) Ch, ps SG 
R=1 m=1 
+ (3.1.7) 
一 .2 最 Bt _ DB 
ET)= 二 ( i (3.1.8) 
"07 
EA(T) (3.1.9》 
其 中 
,5 一 工 (_Ddt Arm Dum 
CR ,13 5] >( ne Se ) 3.1.10) 


为 系数 矩阵 ii.44 的 第 一 类 Christoffel 符号 。 将 式 (3.1.7) 一 
《3.1.9》 代 入 Iagrange 方 各 (3.1,2)， 便 得 


be bod 


Ais 4+ > 人 > [Rk, ms BGS 


R=1l n= 


Hs 


1 


33 一 


Sl 0B: _ O08; ) a 
A 4 Gg J** 6 
bad 
oT OA 也 
2 + 0;, $= 1,"， 
十 De 2 寺 Gt+ 0 (8=1,"*,1) 


i (3.1.11) 
今 算 阵 41 的 逆 矩 阵 元 素 为 4;;， 将 方 积 (3.1,11) 两 端 乘 以 
;1 并 对 s 求 和 ， 得 到 


dt YD Ai dD) Dk,rmsdgrdn 


sml 71=1 大 =1 
er 0B, aB 
= 4 {7 _0B:, \s, DB 
On GA } 2 
Py 之 s+ - (f=1,*, H) 


. (3.1.12) 
特别 地 ， 如 果 矢 径 r; 中 不 显 含 上 时间 ， 则 方程 (3.1.11〉 和 和 
《3.1.12) 分 别 为 


了 A 二 三 3 Ch, ms SIGrGm— Q: (3.1.13) 


= m=1 
人 4 CS] Grdm= 24 
i m=1 不 =1 Fs=1 


(3.1.14) 
方程 (3.1.11) 一 (3.1.14) 称 为 Lagrange 方程 的 显 式 。 

例 1 .Beghin 问题 

一 薄 的 狼 重 矩形 平板 可 无 摩 掠 地 绕 其 对 称 铅 垂 轴 02 转动 ， 
一 质点 形 可 无 摩 控 地 沿 平板 对 角 线 上 的 直 槽 移动 。 已 知 平 板 对 轴 
0Z 的 转动 惯 景 为 J， 质 点 池 的 质量 为 %， 槽 与 转轴 的 夹 角 为 
zx (0 之 qT72)}。 在 下 天 两 种 情形 中 研究 系统 的 运动 ，(1) 平板 
的 初 角速度 间 , 尖 0; (2) 平板 以 常 角速度 转动 。 
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( 1) 取 平 板 转 角 以 及 质点 沿 离 平板 中 心 的 距离 ?为 广 
义 华 标 。 系 统 的 动能 为 
了 = Hm + sina) + 
势能 为 
V=meger cosa 
Lagrange 方程 《3.1.4) 给 出 


d or 6 0 a 87 67 
di 67 By * di a» Op 
即 
mr —mr psin a+ mecosa =0 (tw) 
T+ mr?sin:a)$)—0 Cb) 
由 方程 “5 ) 得 积分 
{T+ mr? sin’a) $= k= const, (ec ) 


这 城 是 循环 积分 。 将 方程 (zx ) 乘 以 ，(5) 滋 以 区 ， 热 后 相 加 
并 积分 得 


证 + sine) p+mercose =h= const. 
(0@) 
这 就 是 能 量 积分 。 由 积分 (c )、( 4 ) 就 可 求解 运动 。 
《2 ) 当 平 板 以 常 角速度 % 转动 时 , 系统 仅 有 一 个 自由 度 ， 
取 广 闷 坐 标 r+ 。 系 统 的 动能 为 
1 = 广 24 (7 十 zy2i02siRn2c) + 二 Js 


Lagrange 方程 (3.1.4) 给 出 


A 
dt B67 Gr 
上 
HB 一 Mo2Sin2zc 十 ipgcosc 一 0 (ee) 
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积分 一 次 ， 得 
去 和 7 一 21202sin2a +mpgrcosd = Br*= const, 


(了 
在 t=0, + 一 +o，# 二 #0 下 再 积分 一 次 ， 得 
sei 
+ shlwisina) + 8c05% + (Cp) 
OSI SITI “全 


2. 有 多 余 坐 标 系统 的 Lagrange 方程 

设 完整 系统 的 位 形 由 个 广义 坐标 2(s=1”%)》 来 确定 。 
为 方便 计算 ， 选 w 个 多 祭 代 标 ， 记 作 gor (一 1 zy， 此 时 
有 闪 个 理想 双 面 完整 约束 


fulgrsgrtert) =0, Cv 7= 1 ,410) (3.1.15) 
约束 (3.1.15) 加 在 坐标 变 分 上 的 条 件 为 
> 3 0 (3.1.16) 
w=1 


由 原理 《3.1.1》 和 虚 位 移 方程 a Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 方程 


- 人 + 1 


(3.1.17) 
方程 《3.1.17) 称 为 有 多 佘 坐标 的 完 束 系统 的 工 agrange 方程 。 
它们 联 闻 约束 (3,1.15)， 便 可 确定 (ns 二 1m) 个 举 标 9， go 和 
?4 个 乘 子 4,。 

例 2 一 质量 为 %% 的 小 珠 自由 地 在 一 光滑 螺 线 上 运动 ， 螺 线 
方程 在 柱 坐 标 下 写成 + 二 4，#= 5。 重力 作用 在 2 的 正 向 。 质 点 
在 点 ?二 4，y 二 0，2z 二 0 处 由 静止 开始 运动 。 试 确定 螺 线 加 给 小 
珠 的 反 力 的 2? 分量 和 少 分 量 。 
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问题 有 一 个 自由 度 。 为 确定 约束 反 力 ， 取 2 和 乡 为 广义 坐 
标 ， 有 法 有 多 余 坐 慰 。 动 能 写 


中 zp2 4 1 ,2 
7 5 31262 促 2 十 Ey {a) 
约束 为 
2— by=0 {58) 
有 多 余 坐 标的 Lagrange 方程 (3.1.17) 给 
d 5T #7 a rT oT 
而 
Qs=meg, Qe=0 
于 是 
m3= ng A Hap$= 一 让 (ce) 
由 式 (5)、《c ) 解 得 
.Mga 
{ 22 十 
那么 约束 反 力 的 广 史 分 量 为 
A= M8 Ro bo 800. 
Rs=7 CC 十 他 人 2 十 而? 
设 螺 线 给 小 珠 的 反 力 分 量 为 瑟 。 和 五 ,， 则 
本 2 R 
= 二 R= — A 3 ,= Cl 


3。 准 坐标 下 的 Lagrange 方程 
为 得 到 完整 系统 准 坐 标 下 .的 Lagrange 方 程 ， 我 们 先 将 
D'Alembert-Lagrange 原理 (3,1,1〉 表 为 准 坐 标的 形式 。 取 和 被 
此 国 数 独立 的 准 速度 
oo (gn) (Cs 1 (3.1.18) 
设 击 此 可 反 解 出 广义 速度 
本 Gog isk) (3,.1,19) 
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令 3 为 用 准 速度 表示 的 动能 ， 即 
T*g ot) = Tg ,Gg od) ,2) (3.1.20) 
取 准 坐标 下 的 Euler 算 子 为 


ad 8 好 


一 ee (3.1.21) 
命题 1 我 们 有 


PDEs, = 2 《7) Sg: + yy 


OT 
点 三 1 f= 1 
(3.1.22) 
[5 证明] 由 式 (3.1.20》 得 
07* 67 Gu 
Om, 之 dx w, 


7 4 > DZ 二 = 于 7 ge 下 > O07 GGx 


A os Bar do, -1 Me Or 
于 是 有 
nn [3 nn 
d 07 07" \ Di 
E? (7*)6xn, = OT 
包 人 和 名 ( df OG 0gx 人 
如 好 
.87 /1d 9¢ Og, 
LD 这 df Bo Br: J 


nn 3 Ld 

全 一 a7 、 . 

一 2 ETog+ 3, 5 hE! Gb Ii 
k=1 sel k=1 人 


命题 2 我 们 有 


> E* (T*)87,= VET) 8g, 


7=1 =1 


. ee | 
加 > 7 5 Eo dor nt (3.1.23) 


[证 明 ] 将 式 (3.1.19) 代入 式 〈3.1.18)， 得 恒等式 
Ww, (rs Gr (gis 157) 了) 


上 式 两 端 对 mr 求 偏 导 数 ， 得 


人 oe -0 ， (天 9 ， :- 工 2 
于 是 
0 
A A 9% 3 8dgr 
《3,.1.24》 
类 伺 地 ， 有 
me z ee 
> 3 B=- 2 eh (3.1.25) 
将 式 (3.1.24) 和 (3.1.25) 代入 命题 1 ， 并 注意 到 
a 
统一 忆 二 2 (3.1.26》 
便 得 命题 2 。 有 


根据 命题 1 ,D' Alembert-Lagrange 原理 可 写成 准 坐 标 形 式 


DE Eg +P} jn 
5 = 天 =1 Ei 
(3,.1.27) 


66 
与 
De 《3.1.28) 
kr=l i 


为 准 坐 标 下 的 广义 力 。 
根据 命题 2 ，D'Alembert-Lagrange 原理 可 写成 


El 


> {pe 三 at Da 
f=1 &=1r=1 


ee (3.1.29) 
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由 原理 (3.1.27》 中 87, 的 彼此 独立 ， 得 到 


E’ (7T*)- Es 入 (d=P (s=1,°,%) 
k=1 
《3.1.30) 


此 方程 可 称 为 完整 系统 准 坐 标 下 的 HUarzxprHB 方程 。 由 原理 
《3.1.29)， 得 到 


Es(T*) + 7 OE, {wn) 本 二 六 
=1r=1 
(Cs 一 1 (3.1.31》 
此 方程 可 称 为 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 
内 方 程 (3.1.30》 和 (3.1.31) 可 以 看 出 ， 完 整 系统 准 坐 标 
下 的 方程 形式 没有 广义 坐标 下 的 Lagrange 方程 那样 简单 。 但 
它们 仍 有 意义 。 从 理论 上 讲 ， 它 们 比 Lagrange 方程 更 一 般 ， 因 
为 当 取 准 速度 为 广义 速记 时 ， 它 们 就 是 ILagrange 方程 ; 从 应 用 
上 讲 ， 它 们 在 推导 像 刚 体 定点 转动 的 Euler 动力 学 方程 时 ， 会 带 
来 方便 。 
例 3 -- 质 最 为 二 的 质点 4 在 指 身 定 点 的 有 心力 作用 下 在 
一 平西 内 运动 。 力 的 大 小 为 A(r)， 其 中 + 为 OO 各 间 的 距 离 。 研 
帘 质 点 在 变量 *，0，7 和 4 下 的 运动 方程 ， 其 中 y， 9 为 点 的 极 
坐标 ，4 是 面积 速度 CG)。 
取 广 义 坐 标 9i， 2， 谁 速 床 wi， os 为 


21 一 7 2Z2 一 日 一 7) oa = 了 = 了 728 


质点 的 动能 
7 了 ed 


用 淮 速 度 表 为 
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方程 (3.1.30) 给 出 


d 6T* 67* 2 or ( d Bd dc 


Ee i fei ER 一 万 * 
di Bw, OX GGr\ df Dur 3 ) es 


R=1 
(s=1,2) (4q) 
进行 下 列 让 算 
87* _ 87* _ Dd 3 
Ba Li Bs 二 4 1 
ar* 0T* 8r ,OT* 00 __ dmoi 97” -0 
0rl Or Bo G8 Dor y? ” Ox, ~ 
_ad. 0 _ 69 0 a dg 686， _ io 
di Bor An ， di po Dri :2 
d 6 Od1 2 
df Bw Orz 
d G02 ds _ 4 2 07 DB 
df Beva OAs 人 py3 » Pi=0 Ow +Q: Do， 一 他， 
一 站 
将 这 些 表达 式 代 入 方程 《4)， 简 化 得 
zi 一 人 = rr)，4=0 (五 》 


可 见 ，4 是 常数 。 
4， 耗 散 函 数 的 上 Lagrange 方程 
考虑 系统 的 每 个 质点 二 作用 有 与 其 速度 相关 的 阻力 


F’=—hfi(w) (3.1.32) 
其 中 避 为 虑 的 速度 的 大 小 ， 记 i 是 点 的 坐标 和 时 间 的 正 图 数 
hi= Rki(xis Yi zi9t) >0 (3.1.33) 
fs 满足 
fyi) >0 (3.1.34) 


与 式 (3.1.32〉 相 应 的 广义 力 为 
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VU; 二 
人 一 一 六) 一 2 kf (0) 
ji=1 于 f=1 
| Cat] dz (3.1.35) 
r=} 
定义 1 函数 
~ fe 
= Dh fondn (3.1.36) 
:=1 0 
称 为 JIypre 耗 散 函数 。 
系统 所 受阻 力 的 广义 力 用 JIypbe 范 数 表 为 
Se (se 1， sn) (3.1.37) 


a 和 与 阻力 对 应 的 广 六 为 Qi， 则 LLa- 
grange 方程 写成 
a 8r HL pb 


dt 0 dg ~ Od? Soe 
《3.1.38》 
A Pe ov 
其 中 LL=T—V, 划一 dg 0 
如 果 阻 力 天 小 与 速度 的 % 次 方 成 比例 ， 即 
了 (7) 一 
此 时 有 
1 ~ Or; | 
ot 3 a nm | 
i=1 s=1 
(3.1.39) 
于 是 
De 二 (这 二 1) 外 (3.1.40) 


s=1 


一 二季 一 


假设 系统 所 受 约束 是 定常 的 ， 且 -5 = 0 将 式 〈3.1.38) 两 端 乘 
以 多 并 对 = 求 和 ， 得 到 


d /L,Y 亡 虹 。 亡 07 89 ， 
dt (> DO Yr ) Cag -过 dg; 4 一 一 > a6， fs 


fs 三 1 


呈 
d(7 7) 
dt 


这 说 明 系 统 单 位 时 间 内 减少 的 总 机 械 能 是 JIyppe 国 数 的 ( 垃 +1) 
倍 。 当 加 二 0 时 为 于 摩擦 ， 当 7 二 1 了 时 为 线性 阻尼 ， 当 nt 二 2 时 
为 中方 阳 尼 ， 等 等 。 

例 4 耗 散 函数 的 计算 5 

研究 带 平 方 阻尼 的 双 数 学 摆 问 题 ， 设 悬挂 点 以 速度 vo 运动 ， 
换 长 为 J 和 1;:， 与 铬 垂 轴 炎 角 为 ?9 和 2， 两 质点 的 质量 为 ws 和 和 
7z， 则 两 质点 的 绝对 速度 平方 为 

Viv tl ol Psin(e — $1) 
Uy + p+ ol Psin(o— 09,) + 2 lB Pcos(Ft,— 9) 

共 中 为 v6 与 锁 垂 负 夹 前 。 此 时 有 


— {m+1)D<0 (3.1.41) 


| (7 d= 
-10 3 
JIyppe 耗 散 函数 为 
一 广 Ry! + hws (a) 
广 尽 力 为 
由 的 
0 = ht vhsin(a ~ 9)) 
| 


(5b) 
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02= 一 一 RomC139: 二 mbasin(x 一 oa) 


+ fDicos(¢1— 0) 
在 相对 平衡 时 ， 风 ,一 多 :一 0， 广 义 力 为 
Qi= (kik) yhsin(v? —a), O04—= Pvibhsin(p!— a) 

重力 的 广义 力 容 易 计 算得 

@ 一 一 (1 十 ta)81iSino 人 一 一 apglasine9 
由 平衡 方程 

Corei=0，0o+CI=0 

可 求 得 值 ”: 和 2? : 


， (1 + p42) pg yn Lad 

t 一 Co ER od ds -dd ~ :三 和 = 
SB pa Ce 
(Ce) 


研究 系统 在 相对 平衡 位 置 附近 的 小 振动 。 令 e101 一 1， 
5 一 02 一 9s， 江 请 x 二 /2， 得 
员 1 一 区 十 六 eicose Vv +t icosp’ + iéCOS9! 


进而 有 


对 天 Rs 
tpopo 一 一 1 2 v2 tg 2 
8 : (mtn)g Rs Hg 
因此 
cosp1=cosp! (1+ 6 i v3), 
(21 十 a) 8 
~ A 让 2 2 
COSP1 COSY > 1 十 es vce), 
Hiopp 


二 《 丰 | 十 大 > ) 记 ， ， 
cos(9 一 ?2 一 cosgycose3 人 1 


. 将 其 代入 式 (5)， 得 


=— hth [cosv!( 1 十 sl 名 十 如 v2) 


(mt+m)g 
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了 i 
+ 如 -1+costg 人 8 | 


1 _ (Ri+ Ro)Ro 
2 (m+ HZ2 ) 82 8 


—2kv0ld dl CosSP COs es 十 


。 , 1 {Rt 让 )k, 
一 — 2R,vn SP Cose [re vt 8 
0 2RsvniilCOSP 1 COS 所 pa 有 sc ve |e 


I ~ 
i cosv is( 1 十 <) 十 (1+Coszp9)8 ; 
GU Hg vo 下 


这 些 公式 在 wm 异 十 零 并 充分 大 时 才 有 意义 。 


3.1.2 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 

1. 一 阶 非 线 性 非 完 整 系统 带 蔷 子 的 Lagrange 方程 

设 力学 系统 的 位 形 由 如 个 广义 坐标 4.《s 二 1,…,n) 来 确定 ， 
并 受到 8 个 理想 双 面 非 线 性 非 完 整 约 来 


falgr,dt)=0, (B=1,"", p35—=1, ,7) 
《3.1.42) 
约束 〈3.1.42》 对 速度 空间 虚 位 移 的 限制 条 件 为 
工 呈 = (B=1,'",8) (3.1.43) 
着 本 下 ! 


Jourdain 原理 的 Euler-Lagrange 形式 为 式 〈2.1.22)， 旭 


mn 
oT _ a 67 ,pog,- 
>( Gg di 00; +Q.)8g,=0 (3.1.44) 


=1 
由 式 〔〈3.1.43) 和 (3,.1.44)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 ， 
容易 得 到 


| 7 他 也 
Ut i) 


(3.1.45) 
方程 〈3,1.45》 就 是 一 个 非 线性 非 完 整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 


方程 ， 亦 称 Routh 方 程 $;*。 它 们 联 同 约 束 (3.1.42》 便 可 解 出 
8 和 42。 这 类 方程 的 缺点 在 于 方程 数 旦 比 自 由 度数 旭 多 8 个 ,其 
优点 是 物理 意义 明显 ， 因 为 方程 右边 第 二 项 就 是 广义 约束 反 力 。 
如 果 所 提问 题 要 求 求 出 约束 反 力 来 ， 那 么 利用 了 Routh 方程 最 合 
2. 一 阶 线 性 非 完整 系统 带 乘 子 的 Lagrange 方程 
如 昌 系 统 所 受 约束 是 一 阶 线性 的 


疗 


Barra G+ arp—=t, (B=1,", ;6—n—g) 
了 二】 
《3.1.46) 
则 
=a， 
将 此 式 代入 方程 (3.1.45)， 使 得 
du 87 #7 < 
一 他 .十 > Agtfet Ayr (SsS=1,°",H) 
dt di Oge 1 
3.1.47) 


3. 理想 约束 反 力 的 求法 

在 Routh 方程 3.1.45) 中 出 现 带 不 定 隧 子 的 约束 反 且 项， 
我 们 可 在 运动 微分 方程 积分 之 前 ， 将 约束 反 力 表 为 主动 力 、 系 统 
的 坐标 、 速 度 、 质 量 、 了 时 间 以 及 约束 系数 的 函数 。 这 样 ， 就 可 以 
简化 Routh 方程 。 更 重要 的 是 ， 由 于 分 析 力 学 的 方法 已 应 用 到 
控制 理论 中 ， 而 在 控制 理论 中 特别 重要 的 是 希望 能 够 求 出 约束 反 
力 来 ， 以 便 作为 控制 秩序 之 用 。 | 

寻求 约束 反 力 的 问题 归结 为 求 丕 定 乘 子 4 的 和 问题。 为 此 ,可 
将 约 训 方程 〈3.1.42) 对 时 间 冰 一 次 导数 ， 得 到 广义 加 速度 用 广 
义 坐 标 、 广 闵 速 度 及 时 间 表 达 的 关系 式 ; 再 将 Routh 方 程 
《3.1.45) 写 战 显 式 ， 也 得 到 广义 加 速 羚 用 广 闵 速 着 、 广 丸 众 
标 、 时 间 及 不 定 乘 子 表达 的 关系 式 ， 最 后 由 这 两 组 关系 式 中 消去 
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广 六 如 速度 ， 穗 求 得 不 定 乘 子 ha。 
用 类 似 于 得 到 第 二 类 Lagrange 方程 的 她 式 (3.1.12〉》 的 方 
法 ， 可 得 到 方程 (3.1.45) 的 显 式 为 


d+ > 和 5 Grim 
+=1 m=1 上 =1 


Nt Te OB OP 和 DB OT, 
-之 人 Gq; 09 所 t+ Os 古 


(f=1,°*,n) 


(3.1.48) 
将 韭 完整 约束 方程 (3,1.142) 对 时 间 # 求 导数 ， 得 到 


i 加 
> 人 十 二 他 十 =0, (FY=1,"*,£) 


(3.1.49) 
将 由 方程 (3.1.48) 解 得 的 9 代入 式 《3.1.49)， 便 得 和 " 


ne 


B=1 r=1 I=1 Dg 0¢. 
Ec nn 
全 
es 4 3 
T=1 s=1 m=1k=1 
8B." 


(Y=1,.,g) (3.1.50) 
由 此 可 解 出 4s(8 二 1,"…,g》 作 为 广义 速度 、 广 闵 坐 标 、 针 间 、 质 
量 及 与 约束 有 关 的 系数 之 汞 数 ， 因 而 可 求 出 理想 约束 反 力 来 。 

例 5 Appbel- 开 amel 例 


质量 为 霹 的 质点 存 重 力作 用 下 在 空间 中 运动 ， 其 运动 受 有 非 
完整 约束 


2 
+ (Ca) 


— 147C— 


Routh 方程 (3.1,45) 给 出 


2 


HE= AT, WY= NY， Hz 二 一 mg 一 21-55 (5b) 
首先 研究 和 运动。 假设 :>0。 在 《5) 中 消去 乘 子 2， 得 
rt) BO 
; A Xt»:) RR 二 
DVLEtIY) By 
(+) i “54 
由 此 解 得 请 二 人 0 (ay) 
Wi Ce) 
出 方程 (4 ) 积分 得 | 
=O (Cf) 
P= (XX) | 8) 


其 中 C 为 积分 常数 ,各 ， 因 为 , 了 的 初 值 .引信 一 宇 十 计 ， 
积分 方程 (e ) 得 


b 
vy 二 Wm £. (hh) 


其 中 为 =0 时 质点 速度 水 平分 晶 的 大 小 。 将 式 (%) 代 人 约束 
方程 (4& )， 并 注意 :>0， 则 
5 6 &b’ 


i 4 2 一 有 天 二 不 tf (zs) 
积分 得 
.5 ppb? 
Sn TR 二 (7) 
其 中 ;为 2 的 初 值 。 由 式 (了)、( 3) 解 得 
CF EE i Gd 
| i [9 tb Fy 
VC 
+ 
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vt A 06 jj: 
Ctl (Xx) 上 ee (大 ) 
VC: 二 gab , 
:一 10》 人 
Ng 2(4a*+ b:) 2 


公式 (了)、( 久 ) 和 《7 了)》 即 为 所 求 运动 。 
其 次 ， 利 用 方程 (3.1.50》 求解 约 拧 反 力 。 令 Yi 二 x， 
gy 三 2， 则 


T= 了 (GY+ 十 洛 ) Cm) 
故 
13 (CRS) 
4A.={ 0 ee (Ch,s =1,2,3) 
而 
A {sm1) 
3 Cs, =1,2,3) (%) 
0 《3 天 了 ) 
以 及 
人 ，S] 二 1 OA 耳语 On 法 Oem = 
CLR, SJ 2 ' Ogm Oux ) 0， 
(RH,S=1,2,3) (0) 
出动 能 表达 式 得 知 
B,=T,=-014.— 0 Cp) 
OF 
质点 所 受 约束 表 为 
时 四 各 人 和 
了 人 人 
于 是 
6 D0 a 
G9 24d1，, 和 5 = 29:，, Og; 2 br Ys 
oF. 人 
Gg, =0(s=1,2,3), ‘jt 0 (4g) 


而 广 浆 力 为 
已; 一 0， 人 :一 0， 已 :一 一 42B 《7 ) 
将 式 《% ) 一 (> ) 代 人 方程 (3.1.50);， 得 


or(2802+ (262)2 二 (一 2 人 | 


tm (2 Ed) mg)=0 


由 此 解 得 
克 
MgB ds 
Ce 
2 (g++ 人) 


Xi 二 一 


.当然 ， 直 接 由 式 (5) 和 (ea) 也 可 求 得 式 《 s )。 | 


3.1.3 非 完 整 系统 的 Mac-Millan 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 的 广义 Mac-Millan 方程 
设 系 统 受 有 & 个 理想 - 阶 非 线性 非 完 整 约 柬 
Geos 一 wp(d，G，t)， (B=1,m ,gs0= 1 £} 
£=h— ps1, ,1) (3,.1,51) 
仿 (Fi) 为 六 中 借助 约束 (3.1.51)》 消去 5.48 所 得 表达 式 ， 令 
去 为伍 中 借助 约束 (3.1.51》 消去 iss 所 得 表达 式 。 
命题 3 我们 有 


DR 已 NM 
DMF FF; = {Ec?) — DP) E, (Fi)) ja 
i=1 v=1 : r=1 


(3.1.52) 
[证 明 2 因 


£ 


N 
0 bog. 


= ts 
Ny 
= Omi) ee = mr BF; 1 
?=1 Oo=1 
将 命题 3 的 结果 代入 原理 By 便 得 
后 Nm 
{0.~E.7 + D(CFi) :ECF7)) sg.=。 
o=1 2 
(3.1.53) 
其 中 
Se E O98 
0,=0,+ > 0 六 (3.1.54) 


因原 理 〈3.1.53) 中 的 3。 是 彼此 独立 的 ， 故 得 


E, (2 Tomi EEC) 一 人， (sd=1,",e) 
£1 


(3.1.55) 
方程 (3.1.55) 就 是 一 阶 非 线性 非 完 整 系 统 的 广义 Mac-Millan 
方程 ”。 此 类 方 穆 数 目 等 二 系统 自由 度数 及 、 但 计算 左边 第 二 项 
比较 麻烦 。 

2、 一 阶 线性 非 完 整 系统 的 Mac-Millan 方程 
如 果 所 受 约束 是 一 阶 线性 非 完整 的 ， 则 方程 《3.1.55》 成 为 


Mac-Millan 方 程 "”。 ， 


3.1.4 非 完 整 系统 的 Volterra 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完整 系统 的 广义 Volterra 方程 

设 力 学 系统 由 入 个 质点 组 成 ， 点 的 直角 从 标 为 X11, zi ， 
Xsyysszw 点 的 质量 为 Mi, ,WN。 令 二 ki， 二 VY， 6 二 
iy ry aw-2 NN EN i= Yay, Ew—2y; 一 一 Wi 


Htag-2 20391 二 Wzw 二 和 Mw; 作用 于 质点 上 的 证 动 力 为 六 \， 芒 :， 
一 1541 一 ， 


> eae 9 站 sw-2% saN-1， ago 这 样 ， Jpurdaimn 治理 (2,1.19» 
可 写成 形式 


3R7 
PD) CK mtd) de; 0 (3.1.56) 
r=1 
设 系统 受 有 /个 完整 约束 
F,(&i, 1)=0, (Co 一 To， 1} t=1, *, 3N) 
(3.1.57) 
以 及 个 非 线性 非 党 整 约束 
faltis 和 有 一 0， (B=1, ,8; i=1,",3N) 
(3,1.58» 
将 约束 《3.1.57) 对 叶 间 志 求 导数 ， 得 
3AT 
Do dit of 0 (c=!1, «, 1) 
(3.1.59) 
引信。 一 4 一 g 《4% 一 3N 一 1) 个 运动 学 特性 @p,， 使 点 的 速度 表 为 
E;= i( 6 ,st), Co= 1 ess, d= 1 ,3N) 
(3.1.60) 


而 式 (3.1.58) 和 《3.1.59) 成 为 恒等式 。 按 速度 空间 虚 位 移 的 
定义 ， 有 
ae 一 = Bp (3.1.61) 
生 我 们 有 


d 他 及 过 全 
Smt BE 一 2 Ar Bp i -二 0 J 


其 中 为 们 运动 学 特性 ,类 示 的 动能 。 
[证 明 2 


Dd 这 上 虫 采用 Volt Yoelterra 的 说 法 ， 实 际 上 就 是 准 可 庶 。 
一 4527 一 


5 3N 3N 


(Dm) sp mdb 1 


el i=1 


定义 2 ”对 准 坐 标 ro 的 偏 导数 定义 为 


3 
yb | 
B77 dp, dé, (3.1.63) 
注意 到 关系 
sy" 3N 
可 jl 2 
可 出 命题 4 得 到 下 述 命题 。 
命题 5 ”我们 有 
vy KB 
d 67 _ 6T 
之 ms 二 df Bp, Dr 本 1 和 
d Pei i 
(ep et 


由 命题 4 和 5 ，Jourdain 原理 可 写成 以 下 两 种 形式 


所 3N 
d. 67 S _d_ 89 , 各 


1 
{3.1.66) 
三 3 
d BT fr a /QQ Dec; 
二 人 二 Di 
六 di dp. dns pr di 8p。 
Os - 
i 十 一 | 呈 
se) E, 0p, (3.1.67) 
其 中 
3N Be， 
SS 2 0p, (3.1.68) 
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据 5ps 的 独立 性 ， 由 原理 (3.1.66) 得 到 第 一 形式 的 广 史 
Wolterra 方程 44102771 
3 
汪 人 和 BE 0 
(3.1.69) 
而 由 原理 (3.1.67) 得 到 委 二 到 史 /六 oere 方程 
d 07 67 dd Or: 99 
a dp, -mt Us ps, An, 
=FE,, a (3,1.70) 
方程 (3.1.69) 比 (3.1.70) 简 单 ， 方 程 (3.1.70? 比 (3.1,691 
更 有 对 称 性 。 这 两 类 方程 中 没有 广义 坐标 ， 是 由 二 和 角 坐 标 向 准 举 
a 因此 不 同 于 下 面 论 及 的 Boltzmana-Hamel 方程 ， 
。 一 阶 线性 非 完整 系统 Volterra 方程 的 四 种 形式 
ie 特性 p, 使 
$= De 


o=1 
其 中 系数 5;, 仅 为 仅 标 的 函数 。 此 时 方程 (3.1.70) 给 出 Wolterrs 
方程 的 第 一 种 形式 4 


qd a Ar 5 3 asiv 。 
3 Et 
1 三 = 1 
2 $0 )#,=E., (0=1,°,¢) 
C3.1.71) 
引入 记号 
3N DE 
bi me We, 
r=11=1 
则 方程 3.1,71) 成 为 Volterra a 
d 67 87 < oe 
dh pi Gn 2 D620) pp 8 
v=1 r=1i 
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(az 一 1 6) (3.1.72) 


再 令 
a C8), 5 a (h=7) 
站 qm bas 人 
aN 
Es = > mEinéir (3.1.73) 
fl 


则 方程 (3.1.72》 成 为 Volterra Ss 


a HT B67 i 
《az 一 1,…ye) {3.1.74) 
这 方程 就 是 Yolterra 原来 的 方程 `13)。 
在 一 阶 线性 非 完整 约束 下 ， 第 一 形 式 的 广义 Volterra 方 程 
(3.1.69) 给 出 Voljterrg 方程 的 第 四 种 形式 "1 


ee 改元 op. 办 -一 天 《二 1) 


*=1 v=1 


. (3.1.75) 


3.1.5 非 完 整 系统 的 dannmrua 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 的 广义 Janverrat 方程 

设 力 学 系统 受 有 8 个 理想 一 阶 非 线性 非 完整 约束 (3.1.51). 
仿 休 为 工 中 借助 约束 《3.1.51) 消去 9.,s 所 得 表达 式 。 

命题 6 ”我 们 有 


所 


N EE 
DS mF OF: = {EF)— >， -如 
+ 


A Sa : B=1 
_aT ee) 
> Bgera 82。 go (3.1.76) 


5 证 明 ] 
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E 8 ?了 * 87 On】 
DEAT)— DD a EAY0)- 一 0 
z=1 B21 Odeta B= Tae 3) 
E 及 加 
fd or d 07 dos aT 
ec 人 十 一 -一 :一 一 人 中 — 
| df 0g, 之 df GG.rs 684。 之 Oerp 
a dm BT oT oe 
YB dg fo des O09, 
eS a 
p21 Ofrs di O06 Og 2 DF 4g 6¢, 
号 s Ea 
、 Beat  ， i 
e 2 {ET 了 >， E.,a(T') 2 06 -= 7, E,(T)a0, 
r=1 B=1 *=1 


利用 式 (2.1.21)， 便 得 结论 。 
选取 彼此 函数 独立 的 淮 速度 wo。， 使 得 广义 速度 表 为 
Cs,R= 1 N01.**,e) 
《3.1.77) 
此 时 约束 方程 (3.1.42) 成 为 便 等 式 。 令 了 * 为 了 中 借助 式 
(3.1.77) 消去 6 所 得 表达 式 。 
命题 7 我 们 有 


一 kz) 


NN € bd ps 
Doi 0 一 于 2 BE3(9) oo. 
:二 人 人 一， Ags 
r=1 7=-1 了 = 二 
《3.1.78) 
[证明 


d aT* BT* CHT /1/d bp ae 
| 人 38 ( Uf dv, Dn )}se, 


9=1 z=1 
3 n 人 
d B67 Ov¢, BF pd Op, 
>{ 60, Dw, + 2 df doo 
C=1 7Y=I t=1 . 
yd 7 DE 
全 59: De。 tt Oy, Ow, 
oT d_ Ae, ToT 99. 
a 
+ = 了 


押 下 
dg 7 87 Doc 
= | 0 DT 
了 二 


一 左 端 上 
将 式 (3.1.76} 代入 Jourdain 原理 〈2.1,19)， 得 到 


E 3 个 T 

{ET)+ 5 Ev)+t a 

o=1 B=1 EA B=1 Ota 
Jg.=0 (3.1.79) 


由 66, 的 独立 性 ， 得 到 非 线 性 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 
dannptras 方程 


多 4 
2 ‘rs ¢ 村 
a 


B=1 DCE.+a B=1 Oge+p o 
(ao= ls) (3.1.80) 
或 写成 形式 55) 
a Be 
ED i We 
(go=1,e,e) (3,1.81) 


其 中 工 5' 由 式 (2.4.11) 确定 。 
将 式 (3.1.78) 代入 J 《2.1.19)， 得 到 


{E:T + : oo0,=0 
ee (3.1.82》 
由 ao。 的 独立 性 ， 得 到 非 线性 非 完整 系统 准 华 标 下 的 [ 义 


Uannpirad 方程 :5 
AR 
[3 


eat aT 
og (0,) = Ps:, {go—=1,*,5) 


其 中 


P*= 0 (9.1.84) 


= . 
稚 坐 标 下 的 方程 《3.1.83)》 比 广 浆 坐标 下 的 方程 《3.1.80) 
更 -- 般 ， 因为 当 取 崔 速 度 为 广义 速度 时 ， 方 程 (3.1.83) 给 出 方 
程 (3.1.80)。 
2、Boponeli 方程 
现在 研究 方程 (3.1.81) 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情形 下 ， 非 
完 系 约 来 是 线性 的 ， 有 


8: 


ze 一 > 及-oo8o 一 Be， 《有 一 1 ss sR 8) 
og=1 
(3.1.85) 
其 中 系数 马 ,.s,o: 如 .+a 为 所 有 坐标 和 时 间 的 菌 数 。 容 易 计 算 得 
E 
Ts*P= DAY?G, + AS+e (3.1.86) 
v=1 
其 中 ， 
0B _ 8B.,. 0B 
.4 一 s+Byr s+pyr 人 i 
dg» Hg, 人 9,ry i 
De 
六 Beve ) (3.1.87) 


8B,,a,o _ 0B,.s 
Of qs 


AS = 


将 式 (3.1.86》 代 人 方程 〈3.1.81)， 得 到 


0 
df Be ge 2 39.. (Ta:: hay | 


一 >， 0f 也 .= 0O,, (og=1,"+,e) 
B=1 

(3.1.88) 
方 各 (3,1.88》 就 是 一 阶 非 完整 系统 的 Bopose5 方程 \”， 它 和 运 
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合 于 一 般 的 线性 非 完整 约束 系统 。 

3. JUanxwran 方程 

如 果 非 完整 约束 是 线性 、 齐 次 、 定 当 的 ， 且 B,a,。 中 不 含 
yy， 系 统 动 能 了 不 含 4,-*， 广 义 力 有 势 ， 且 势 能 不 含 we， 那 
么 BopeaeI 方程 给 油 原 来 的 Hanlipira 方程 57 


站 人 57 3 (Be Do， 六 


df 6 ge 和 ra bg. 0g, 
= (a= 1 e) (3.1.83) 
Og 


全 ， 淮 坐标 下 的 9qarnmrxn 方程 

现在 研究 方程 《3.1.83) 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情形 下 ， 非 
完整 约束 是 线性 、 齐 次 、 定 常 的 ， 且 约束 系数 不 含 9.+s， 于 是 广 
义 速度 可 天 为 


$= Bbw, 
og=1 
其 中 d,s 仅 为 gv(z 一 1,，,e) 的 国 数 。 容易 计算 得 
[3 所 
2 Bb,, 加 8 600， 
0 Bn, | Gr, 8 ) 
于 是 方程 (3.1.83) 给 出 


d 97T* 87+ 忆 Tf 80,, 66,. 
0 


Co=1,.,e) (3.1.90) 
方程 (3.1.90) 称 为 叭 坐标 下 的 amipiras 方程 171。 

例 6 dannpirann-Carathéodory 问题 

设 物体 妇 的 质量 为 思 ， 它 对 过 其 质心 的 铅 垂 畏 的 转动 惯量 为 
了 :。 质 心 让 平面 上 的 投影 为 C， 且 CP=as CP 与 0% 思 夹 角 为 
8。 为 接触 点 ， 它 的 坐标 为 x,y。 物 体 所 受 约束 为 

乡 一 Xtg8 一 0 Ca) 

不 计 非 完整 约束 时 ， 系 统 动能 为 
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T = 秆 ms adsing):+ (y+adcosd)’) 


(65) 
考 虚 到 约束 (4) 后 ， 有 
i 2 1 2y 2 
f=F a ty Tetra) (Cc) 
令 9 一 xz，2 一 90，g 一 y， 由 式 〔〈4) 知 
2B3 一 tgd， 吾 :一 0 {ay 
假设 物体 4 除 受 重力 外 ， 不 受 任 何 主动 力作 用 ， 则 
O01=0Q:=0;=0 - Ce) 
Uannsrar 方程 (3.1.89} 给 出 
a 7 _ 87 BT/ 9B, _ 0B, \,_5 
df Bo, Og O63 工人 Gg, Fg, a WY,, 
《a 一 1,2) (上 了) 
将 式 《c )、 (2 ) 和 《ee ) 代 人 方程 (了)， 得 
5cos6 + iOsing — a0d:cos0—0 (8)》 
ee Hard _ 
人 
令 二 tos6， 了 一 Wing， 则 方程 (8 ) 成 为 
mi—magd’=0, (Je+madd +mavd=0 (Ch) 


将 方程 《为 》 的 第 一 式 乘 以 z， 第 二 式 先 以 6， 然后 相 加 ， 积 分 
之 ,得 

mut (+ma 0? = 2 (#) 
这 就 是 能 量 积 分 。 将 式 ( i) 代入 式 (五 ) 的 第 一 式 并 消去 9， 
得 


a po 
mb —ma es = 0 
A HE2 5 ， 则 有 
Tm os i 


Ve: i — UU:) 


令 了 =0 了 时，?7 二 (1, 积分 上 式 ， 得 


v 二 th ( | (了 ) 
将 式 (73) 代入 式 (2)， 得 
De 
et pe mh2f Un 
ch:( 5 z 
于 是 
Rm df 
e=wt/- 人 2 《Rk) 
本 21 2 
ch ( ; £ ) 


由 此 得 66、 代入 式 (3) 得 9 二 9 四， 村 代入 X=tc0s6， 
3 一 Vsin0， 便 可 解 得 x 二 %( 科 ，y 一 y(#)。 

以 上 问题 称 为 9anzsras 问题 。 如 果 物 体 44 质 心 在 平面 上 
的 受 影 不 在 冰 用 方向 ， 由 为 Carathéodory 问题 。 i 


3.1.6 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 


1. 一 阶 非 线性 非 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 
用 类 位 于 得 到 原 埋 《3.1.29) 的 方法 ，Jourdain 原理 可 表 
为 准 坐 标 形式 


好 


Ca , 7 2 二 
{7 5 -E(wr) 3 + ps Wao. :=0Q 


+=1 =1r=1 
(3.1.91)» 
ee 了 广义 速度 之 问 的 关系 由 式 (3.1.18) 和 (3.1.19) 
给 出 。 震 系统 受 有 吕 个 理想 一 阶 非 线性 非 完整 约束 〈3.1.42)， 
可 选 后 面 & 个 准 速 着 为 
warp—= falgis dt) 
按 忒 (3.1.42)， 有 
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048 一 有 (3.1.92) 

dw.+s—=0 (3.1.93) 
将 式 (3.1.93) 代入 原理 (3.1.91)， 并 注 意 到 8%, 的 独立 性 ， 
得 到 


zst7o+ 工 开 虹 a Cs=1,e%, 5) 
X=1r= 1 
(3.1.94) 


这 就 是 一 阶 非 线 性 非 完整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 5。 


学 
需要 注意 的 是 ， 条 件 《3.1.92) 仅 在 计算 之 后 才 可 应 用 。 


Boltzmann- 天 amel 方程 不 同 于 准 坐 标 下 的 广义 amTBIrNH 
方程 ， 后 者 只 需 将 广义 速度 用 准 速 度 表 出 ， 而 前 者 还 知 要 准 速度 
甩 广 义 速度 形 出 。 

2. 一 阶 线性 非 完 整 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 

现在 研究 Boltzmann-Hamel 方程 的 一 个 特殊 情形 。 在 此 情 
形 下 ， 有 


Ld 


Ea 
Lf 2 He k 中 sy gr es 2, brior 十 名。 


于 是 A=1 k=1 
下- 
Re ) Bd. 9 - 7 3 Baxrr OA km 六 ee 
2 1 , 一 之 z=1 ( Ogm Og ) 
~ /Oa Ga 
十 tn Ors Drm 
之 之 ( Ogm gr ) 


To 人 


因此 ， a 方程 (3.1.94) 成 为 
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d 67* B87T* 之 OT* 一 DT * 
df Bo On. 十 2 YW, 十 > Dor Ps, 
友 =1 v=1 k=1 
(oo=1,e) (3.1.95) 


例 7 珊 环 在 粗糙 水 平面 上 的 纯 滚 涟 
取 圆 环 质 心 坐 标 z,y 以 及 三 个 Euler 角 w，68,，? 为 广义 仅 
标 ， 取 谁 速 庶 为 
中 1 一 晶 ，s 一 护 sin6，owas 一 区 cosb 十 史 ， 
ak 一 各 Cos 由 十 入 s 训 入 十 @f( 扫 cos8 十 凡 ) 《GD) 
w= 一 各 S 误 几 寺 人 Cos 儿 十 GE 六 sinB 
其 中 4 为 贺 环 半径 。 非 完整 约束 为 
WD 二 050 (by) 
由 式 《 4 ) 解 出 广义 速度 


一 一 上 44 一 OrCtegrp 
6 所 19 » i 多 3 C18 


t=Ca—avwa)cosp — (os — awsing)siny (Cc) 
了 一 (oo 一 Go3)Simn 风 十 (os 一 4OISinB)》Cos 纺 
令 = ,= 一: 二 X45 一 y ;系数 4x， bin 由 式 (4)、{c) 
给 出 。 计 算 Boltzmann 三 标记 号 ， 有 


Wn (en Oa bb =0, 


二 二 r=1 9- Ogx 
_ O42 _ 422 pe 
Yo 二 dg Ob:,020 Bg bs, Ds, 1 一 Ya ctgf, 
其 余 7;,=0 
1 一 0 
a) 
Y=0 


7 (bobo bodeo) + (Bes bs bebo), 
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， 汉 a 
Yn 其余 Y=0 
系统 的 动能 为 


T = 地 (+ 二 2) + 可 [4( 全 二 Pisin 
| 
其 中 经 为 圆 环 的 质 晤 、 4 ，6 为 丑 性 抵 ， 计 : 意 到 z= asin86， 有 


= 让 gi{ ma) mAsin0): + Aoicos:s} 


+ 人 A +w2)+ Ces 


对 回环 有 C=24 二 mew*， 汀 是 


二 ze (2 ?十 3 0: 十 2 08)—2 qv 


一 2 ao USinNG + 2 + (e) 
Boltzmann-Hamel 方程 《3.1,95) 给 | 


d BT* 07T* 1* 
王 $a- 二 2 人 (zs=1),2,3) 
> ee y=1 


太 =1 
CF) 


出 式 ( e ) 知 


‘9x = 到 —mwwcosd 一 0， (&) 
Tl 了 | 

07 0 

ar: Br 


设 贺 环 仅 受 重力 作用 ， 则 主动 力 的 元 功 为 
FF = — med= HagacosddT 
故 
Pri=—Hhgacosd, Pi=Pi=0 (Ch) 
将 式 (4 )、( 2)、( 8 和 (4) 代 入 方程 (了 )， 并 简化 得 
一 过 564: 一 


区 如 
1 — "ictgo+t 2 0203 一 一 总 cos0 


村 os+ 本 oaoictg8 100, 2 Os w=0 (CE 


这 就 是 所 求 癌 环 的 运动 微分 方程 。 


3.1.7 高 阶 非 完整 系统 的 Euler-Lagrange 形式 的 方程 


1。.。 民 outh 型 方程 
万 有 DAlembert 原理 的 Euler-Lagrange 形式 为 式 - 
《2.1.35)， 了 即 


a7 a ar | 人 
( Rs C@.)sg， =0 (3.1.96) 
设 所 受 约束 表 为 
(gc 一 0， (8 一 1&I 3 一 1 31) 
《3.1.97) 
约束 《3.,1.97) 加 在 虚 位 移 52 上 的 条 件 为 
> 0 《3.1.98) 
5 =] 人 tt 


由 式 (3.1.96) 和 (3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 容 
易 得 到 


dd 97' BT ro 
an = ;+ > LF (ml) (s= 1,*,%) 《3.1.99) 
df dg. Bq ps 7 
方程 《3.1.99) 可 称 为 高 阶 非 完整 系统 的 Routh 方程 。 
2、 广 义 Lagrange 型 方程 
引进 广义 Enler 算 子 
Er=m 多 二 {3= I, 和 8 一 2) 
Og: Og 
(3.1.100) 
命题 8 我们 有 
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nr 


DL mi r = 3 Er(T 8g (3.1.101) 


i=] 5 = 了 
5 证 明 ] 由 式 (2.1.40) 和 {2.1.42)， 有 
{nr -31 {9 一 1》 
yy i {my 
> EY( 7 ) 5 {ma Re le » ds 
s=1 了 一 Og dag 
nn N 
ey 厂 i Or; 
Se 5” 之 Hj Fy" Bg 十 >， 2 Bg, | 
NN gr 9 了 ; KY 
Pr: fory 
— BD) wr ne 5 Wr Fe im tog 
i=1 日 2; = 0 gs 
~ Cm} 
一 之 Hi Se Fi Dr; 


1 Sl r=1 
fy 8 可 将 万 有 DD'Alembert 原理 写成 
> -Er( 7) +0,109.=0 (3.1.102) 


5=1 


由 式 (3.1.102》 和 (3.1.98), 利用 通常 的 Lagrange 铺子 法 容 
易 得 到 


a 
TF [2 了 [2 二 OQ:+ > Ap— ty » 
Od: 如 gr B=1 Og 
(Ss=1," ,Nh; = 1,2,"") (3.1.103) 


现在 导出 不 带 乘 子 的 方程 。 设 由 约束 (3.1.97) 可 解 出 后 面 
8 个 ga 
dm E 1) tm) 
de-p—= Paldis dr + ， Ge zy)， 
(B=1," 6 d=1y" Ee; E=H— ps oe (3.1.1047 


令 了 为 了 中 借助 关系 (3.1. 104) 消 类 4 gop 所 得 表述 式 , 则 


97 07 , AT Op 
Ogs Odo B=1 Ogers hs 


8 Ce 0 3 B=1 Dr HO do 
定义 3 定义 广义 Euler 算 子 为 


Fr = 总 2 De {o=1,",6) (3.1.105) 
Gg, df dv 


当 9=1 时 ， 式 (3.1.105) 给 出 通常 的 Euler 算 子 。 
利用 算 子 (3.1.105)， 有 


(mr 1) C1) 2 a 
Er( TT =Es( T)+ 5 -Er(e,) 
l B=1 Se 


Fibs 1) 


OP Da 
+ >, Er,s( T ) 一 十 区 2 yy 
= B41s B=1 gts 89 


由 此 ， 考 虑 到 
【WE dP {my 
ey med go (3.1.107) 
o=1 Ogs 
则 由 命题 8 得 到 下 述 命题 。 
命题 9 我 位 有 
mr a [3 Ee y 到 8 》 
DD mirdri= {Ez T ) 一 >， 一 一 Po(2p) 
f=1 gr=1 B=1 Ogota 
加 Im~ 1》 ‘ 
一 >， 二 -0 (3.1.108) 


B=1 0 Ga+a D9。 
由 命题 9 ， 可 将 万 有 D'Alembert 原理 写成 


Gm 1) 和 or Re 
{x T)+ > mi— Er(¢e) 
C= B=1 Ogderp 
or 
《1 
a DD SE 1y i +G。 hg=0 {3.1,109) 


月 =1 DG+p O04» 
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其 中 


+ 二 人 (3.1.110) 
bgs 


由 原理 (3.1.109)， A dg, 的 独立 性 ， 得 到 3 


总 人 -1)》 tm- 1)》 
Er(T ToT Eo VOT, ao 
B=1 有 dos B=1 Oda pq 
=0,, (os=1,%,e) (3.1.111) 
方程 (3,],111) 可 称 为 高 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 qann- 
EITHH 方程 。 当 加 二 1 了 时， 方程 {3.1.111) 成 为 方程 (3,1.80)。 
下 面 研究 准 坐 标 下 的 方程 。 选 彼此 函数 独立 的 %。， 使 得 
= PGs hs es oo。 sh), 
人 dl ,ES ) 
ENn—g; M1 2 


{3.1.112) 


此 时 约束 方程 (3.1.97) 成 为 得 等 式 。 令 人 * 为 7 中 异 助 式 
(3.1. 112) 消 去 9 了 所 得 表达 式 。 
定义 4 定义 推 坐标 下 的 广义 Euler 算 子 为 


Ft=ma mm (ols 1 一 1 2 ) 
dz Bi Py 
(3.1.113) 
其 中 
0 和 by， 6 
了 my [ere] (3.1.114) 


DBm :=1Do 37Y 
妆 岂 一 1 时 ， 式 (3.1.113) 给 出 通常 准 坐 标 下 的 下 uler 算 
二 
命题 10 ”我 们 有 


ma1) 


Ems Be > Er Es*(o daw, 
gc=1 r=1 Og 
(3.1,115) 


— 168C—- 


[ 评 明 3 


< ‘mm 1) i 《9 了》 
| Fo*t 7 0 Er*(e, 'o 四。 
oi :-18 og 
后 而 1 了 了” 办 a Tr dq 3 
€ Nr ps 
Ss 2 和 Do -mm > Tm m1 


"OT -09, or By Bo， 
一 >) i > > BH 和 i 
s=1 G0 O00 sx<l =1 DG 0 gs 8 wm 


a qd be Sor pp Tm- 
HS 二 > ;人 } 
| 


万 tm 1 my Vee I} Do 
5 =1 OF dt Ow =1D9r 0 To 
节 ‘nr 生 们 Txt- 1. 
2 HT ho, my 

= (mi mr) nd 

og=1 5=1 人 Ge 0 gs 0 Wo 
= I 1 og 

了 二] 


由 命题 8 全 得 结论 。 
利用 命题 10， 万 有 了 Aicembert 原理 可 写成 准 坐 标 形 式 


gE nn rt 【) 


DET V+ Dp) + ph. =0 
orl sol1 Og 
《3.1.116) 
其 中 
se (tel 
i Ee QO wo 
由 原理 (3.1.116) 中 5 wo。 的 独立 性 ， 得 到 
ee m1 
Es*( 了 *)— DD E90,)=P;, 
Ogs 
Cealyoses m=1s21ee) (3.1.118) 


方程 (3.1.118) 称 为 高 阶 非 完 整 系统 淮 坐 标 下 的 广 半 Haniapma9 
方程 。 当 MU 二 1 时， 方程 (3.1.118) 成 为 方程 (3.1.83)。 
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$3.2 Nielken 体系 的 方程 


3.2.1 完整 系统 的 Nielsen 方程 
IT 广义 坐 标 下 的 Nielsen 方程 
设 力学 系统 的 位 形 有 由 关 个 广义 坐标 90s 一 1 %) 来 确定 。 
定义 1 对 任 全 动力 学 函数 f(g,,9:,1)， 定 义 Nielsen 算 壬 
为 59 


> 六 9 2 DE 
Y= Bo, dt 2 Bg (s 1, ,1) (3.2.1) 


DAlembert-Lagrange 原理 可 写成 Nielsen 形式 (2,1.15)? 


即 
> ,{ 一 NTD)+GOJad 一 0 《3.2.2》 
s=1 
六 对 完整 系统 64; 彼此 狸 立 ， 故 得 
全 人 《3 一 1 (3.2.3) 
即 
他 67 。，. 站 
“20g (s=1,**,) (3.2.4) 


方程 (3.2.4) 就 是 完整 系统 广义 坐标 下 的 Nielsen 方程 220。 
这 类 方程 对 约束 的 要 求 是 双 面 、 理 想 、 完 整 的 ， 不 论 约 束 是 否定 
常 ， 也 不 论 广义 力 是 否 有 势 ， 它 们 都 成 立 。Nielsen 方程 (3.2,.4) 
同 ILagrange 方程 (3.1.2) 一 样 ， 也 是 建立 完整 约束 系统 广 义 
en 种 规则 。 

， 准 坐标 下 的 Nielsen 方程 

Re 

0 一， (CS (3.2.5》 
设 由 此 可 解 出 广义 速度 
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=e rd}, 《3 下 一 了 9 天) (3.2.6) 
“将 式 (3.2.6) 对 时 间 求 导数 ， 得 
Gs = dG ors Okst) (3.2.7) 
其 中 
人 对 
,0& 0 59.. 
?之 Bgx dr Br Ort -ot (3.,2.8) 


将 不 {3,2.5) 对 时 间 圭 求 导数 ， 得 


,= Di qr dr r,t) (3.2.9) 

其 中 
“= 0s 站 2 0 和 (3.2.10) 
今 T* 为 动能 TT 中 借助 式 (3.2.6) 消去 6 所 得 表达 式 ， 即 
T*(g ost) = (ge dnlgr rs) (3.2.11) 


令 3* 为 卫 中 借助 式 (3.2.6) 和 (3.2.7) 消去 人 和 他 所 
得 表达 式 ， 即 
TF*(g os Os Tg Gr gs ot) Gr gs os DH) t) 
(3.2.12) 
定义 2 ”对 任何 动力 学 函数 1*(g,%.,1)， 定 义 淮 坐标 下 的 
Nielsen 算 子 为 


8 da 六 


N= fo, U2 8r (3.2.13) 
其 中 
9 人 0d _9 
ON 之 bw Bex . (3.2.14) 
命题 ] 我 们 有 
> N,(T)8g, =» (T*) Orn, = 0 Bd T NG on, 
(3.2.15) 
5 证 明了 


和 


ni 


rs oT* oT* 
y NT*) OT,= (do ?05 )o™ 


本 了 
= 0 a7 00x 
-之 大 = 1 Ddx 2 Og ) OW dT 
OT 1 684 _ ,0 
>, > 人 J 
=1 R=1 
= NT De 5 Lys (GO | 
=1 Kl 
命题 2 我们 有 
过 路 
PNT og= 对 NI 
s=1 pe 


5 了 2 -Ni 2) Bn, (3.2.16) 


s=1 r=1 k=1 
5 证 期 ] 
将 式 (3.2.6) 和 (3.2.7) 代入 式 〈3.2.9)， 则 得 恒等式 
DDG Grr rt Grr ts D1), #) 
两 端 对 w; 求 仿 导数 ， 得 
Td, 6 ,00 0 
= 3), Cr 90 ”过 季 4 OOr 
考虑 到 式 {3.2,.10)， 上 牙 可 写成 


Dos OGx OD, He 
a Gor ~ 23 Bo (3.2.17) 


加 R=1 
由 此 ， 注 意 到 式 (3.1.24) (3.1.25)， 有 

To7 0¢ 

二 Bo NIC)=— Ni(w) “A (3.2.18) 
由 此 ， 利 用 命题 1 ， 便 得 命 是 2。 | 
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将 不 (3.2.15) 代入 式 (3.2.2)， 得 到 
4 —N*(T*)+ > NG + Pi lor=0 (3.2.19) 
= 上 =1 


共 中 


= 忆 CD (3.2.20) 
因 对 完整 系统 来 说 ，5r: 入 让 这 ， 由 原理 (3.2,19) 得 到 
NT*)— 5 Ng 一 PP， (s=1,0%,1) (3.2.21) 
KI Ot* 


方程 (3.2.21) 称 为 完整 系统 准 学 标 下 第 一 形式 的 Nielsen 方 
程 。 这 里 只 需 将 广义 速度 用 准 速度 表 出 ， 广 义 加 速度 用 难 速度 以 
及 准 速 庶 对 时 间 的 导数 表 出 ， 而 不 需要 逆 灾 换 。 

将 式 《3.2.16) 代入 原理 (3.2.2)， 得 到 


办 
工 | -3:Zo- > 5 Nt) Ba + Pp? Yon=0 


了 =1 =1 R=1 
(3.2.22) 


由 此 得 到 


NI(T*) + 过 沁 Ny (onde =Pi, (s=1,%,n). 


(3.2.23) 
方程 (3.2.23) 称 为 完 焉 系统 准 华 标 下 第 三 形式 的 Nigiaon 浪 
鹅 。 这 里 需要 广义 速度 与 准 速度 的 相互 变换 。 
例 1 刚体 定点 转动 的 Euler 动力 学 方程 。 
取 与 刚体 相同 联 的 轴 为 惯性 主轴 ， 到 角速度 在 主轴 上 投影 
， 多 :43 为 淮 速 度 ， 即 
= Psingsinp + cose，ws = 一切 sinbcose ~ ésing, 
ws 二 于 cos0 十 幼 tw) 
其 路，9,， 7 为 Euler 角 。 将 式 ( 4 ) 反 转 ， 得 


| 
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多 一 二 (ossine 二 ozcose)， = o:cose ~ wasing, 

P=ws— (wsing 十 oscose)ctgb (by 
令 9=y，2=9，0=2， 淮 坐标 下 第 一 形式 的 Nielsen 方程 
(3.2.21》 给 出 为 ， 


pp a ye 
NI 一 2 NO De (e193) C0) 
Pe 9 
系统 的 动能 为 


1 > 
T=3 J (psingsing + gcose)2 + 于 7 %singcosp 一 gsino): 


十 js pcos 二 罗 2 


而 
Te 一 了 Jie 二 os 二 aa Cd) 
因 T* 中 不 含 4， 散 
9 0, (s=1,2,3) (ey 
又 
OJ],, (s=1,2,3) (f) 
现 计 算 NN? (G4)。 我 们 有 
NtG0= 部 -一 2 部 = 
N?(9) =— 一 oa， NYG) = 一 下 (oacose 一 oasing) 


NIG ) = — osing, Ne(g,)= 一 oacos9p， 
NI(G) = wsing + wcosy 
Ni{G)= -wcospetgd — v2, Ni(gG3)= wsinyetgd + oi, 
Ni(gGa)= (wcosp — wsiny )cted 
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3 


SS 5 Nt) 一 (7 一 Jaaos 
大 =1 


2 67 
2 Bo NG)= (7 To (8) 
A 2 


3 


了 
k=1 O04 Ne(G)= (7 — 7) 
下 面 计算 P;。 我 们 有 
Pi=0,3 DE + Qn 2 0 


2 9, + Qicosy — QO, sin¢ ctgd wr 
~ 0, 一 Oosiny 一 日,coseecftg9=Miz 
Ps=0,=m; 

它们 为 作用 手 刚 体 上 的 力 短 在 与 刚体 相 固 详 的 轴 上 的 投影 

最 后 ， 将 式 (e)、( 0)、(8) 和 (6) 代 人 方程 (cj)， 、 便 得 
EEuler 动力 学 方程 

io +CFa— Fits mm, Tz t+ (TJ) 00 = hz, 

73@3 (To— TV = Ma (zi) 


3.2.2 非 完 整 系统 的 广义 Nielsen 方程 
1. 一 阶 非 完整 系统 带 乘 子 的 Nielsen 方程 
设 系统 受 有 个 理想 双 面 一 阶 非 线 性 非 完 整 约束 
falgrstst)= 0, (B=1,"* ,8s S 一 1 (3.2.24) 
约束 (3.2.24)》 加 在 速度 空间 卓 位 移 上 的 条 件 为 


> 名 4 0¢=0 (3.2.25) 


i 


Jourdain 原理 的 Niclsen 形式 为 式 “2.1.23)， 即 


DH{- NAAT)+O} OG.=0 (3.2.26) 


=1 
由 式 ‘(3.2.26) 和 (3.2.25)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 得 
到 5221 8 
A 
N27)=0, 站 > 1 .2 《S 一 1 2) (3.2-27》 
B=1 
方程 (3.2,27) 称 为 非 完整 系 统 带 肝 子 的 Nielsen 方程 。 这 类 方 
程 的 优点 在 干 物 理 意 义 明 显 ， 方程 右 端 第 二 项 就 是 广 闵 约束 反 
力 ， 缺 虑 在 于 方程 数目 比 自由 度数 日 多 出 号 个 。 
2. 一 阶 非 完整 系统 的 Nielsen 自然 方程 
设 非 完整 约束 表 为 


昌 一 1 BR 和 一 1 5 
人 一 各 pg ( . 


) (3.2.28) 
ret 3 一 3 了 2 


令 CFD 为 六 中 借助 式 (3.2.28) 消去 2 所 得 表 达 式 ， 由 此 变 
换 了 的 动能 记 作 了， 即 


N 
T= Dm {3.2.29) 
命题 3 ”我们 有 
A 6 ee 六 
DB mi dF; = 5{N.D) — Drm) NF)) 2 
+=1 v=1 f=1 
《3.2.30) 
[证 明 7 ， 
E ~ 
END- 3 mi) Ne ad. 
og=1 +1=:1 
E ra XN ， 2 
TO 6L Tri 5 ; 
= 7 
€ BY ， BY 。 
一 tr 6 7 本 at pa 
= {Dm + 2 mi Fi) 7 
oo“1 r=1 i=1 


N nN Ue 
i . HAP;) 
一 2 》， IC ee 2 101 (77)* 2 


于 = 抽 i=1 


SN bi CPi): 。 和 aco 
= 


-和 0 2 2 -> iF dF Il 


es (3.2.30) I A (2.1.19)， 得 至 
{~, (ZF) + > Ma FE) oN (Fe + Ohog,=0 (3.2.31) 


< 一 上 
共 中 
2 > OP 
C0 + >，0.r 人 (3,2.32) 
B=1 2 
关 原 理 (3.2.31) 中 的 589, 是 披 琵 独立 的 ， 故 得 
~™ 
NA DmAFONACGF))=0, (sr=1,,6) (3.2.33) 
f=+ 
方程 (3.2,33》 称 为 非 完整 系统 的 Nielsen 自然 方程 0， 因为 它 
们 “自然 地 ” 比 完整 系统 的 Nielsen 方程 多 出 -- 项 。 此 类 方程 优 
越 语 带 尼子 的 方程 (3.2.27)》 的 在 于 方程 数目 等 于 系统 入 出 度 ， 
法 马 点 在 于 堪 端 第 二 项 不 易 计算 ， 而 县 没有 完全 脱离 开 直 角 坐 
标 。 
3. 一 阶 非 完 整 系 统 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 
命题 4 ”我们 有 


2 号 加 5 aT 
3 N70g= TD {ND 3 NPs) 
sl v=1 B 二 1 d+e 
& 
a 2 | 
2 po (3.2.34) 


证 阴 2 


ES oT /Bps ,99 
右 并 = { 一 | Gate (8 6g) 


a7 0 
一 2 £3 OO ad 


8 s # 7 如 了 
1 G4 BP 67 0p a a7 
一 > i > ek > 站 4 
{ cu B=1 Df eta Ufo B=1 0g. +8 OFo O08, 


67 frp = 67 (9 D2) 


一 ? 3 G6erp Ogo ed [i OG 一 Ogo 


B=1 Ye 
E > 用 a 
67° 2 8 了 a oT 2 
= 60。 2 5 + (7 OGs+a 2 069.7 06。 02 
一 左 端 ] 


将 式 〈3.2.24) 代入 原理 (3.2.26),， 并 注意 到 86, 的 独立 
性 ， 得 到 


(和 = 交 芒 a pe 2 人 
Ee 二 有 + 有 Ope 
(ol 人 (3.2.35) 
方程 (3.2.35) 称 为 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方 
程 :加 。 应 用 这 类 方程 比 应 用 Nielsen 自然 方程 要 方便 得 多 , 实 


际 上 ， 将 自然 方程 向 广义 坐标 过 波 ， 鲁 可 导出 方程 (3.2.35)。 特 
草地 ， 当 了 中 不 出 现 9,:e 时 ， 方 程 (3.2.35) 有 明显 的 对 称 性 。 
4， 一 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 第 一 形式 的 广义 Nielsen 方程 
设 系统 受 有 非 完整 约束 〈3.2.24)， 选 披 此 函数 独立 的 准 建 
度 ev， 使 得 
f= G(r Vo), (go—1,e,ey SF=1 ,eH) (C3.2.36) 
将 式 (3.2.36) 代入 式 (3.2.24)， 则 后 者 成 为 住 等 式 , 按 速度 空 
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问 的 虚 位 移 定义 ， 人 


a 
06.= DB (Sl) (3.2.37) 


og=1 


令 T* 为 下 中 借助 式 (3.2.36) 消去 下 所 得 表 达 式 ， 令 人 为 
中 借助 式 〈3.2.36) 消去 冰 ， 旬 所 得 表达 式 。 
命题 5 我们 有 


TNT DT {NTY -二 D0- Ni )oo, (3.2.38) 
=1 


+=1 T=1 


[证 明 2 
& 9 好 
Se 67™ 了 07” f 80, 用 人 
右 端 一 | 0 (2) 
ogo=1 s=1 
本 rr ni Ld 本 如 四 
= | 07 Og | + 开 忆 2 64 _ es gr 
所 eh Od Dow。 Do。 Og: Ot 


a7 Og HT /69 6 
-22, On, 0¢ ( 人 


J=1 s=1 
将 式 (3.2.38) 代入 原理 (3.2.26)， 得 到 
>{- NSCT'*) 站 好 Ni(G) + PD: \oo,=0 (3.2.39) 
r= 全 
其 中 
-Ze 和 (3.2.40) 


由 原理 (3.2.39) 中 ov 的 独立 性 ， 得 到 


Nel7*)— 本 Nd)=7;， Co=1,0,e) (3.2.41) 


了 =1 
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方程 (3.2.41) 称 为 非 完整 系统 崔 坐 标 下 第 一 形式 的 广义 Nielsen 
去 程 ? 7。 此 类 方程 有 明显 的 对 称 性 ， 而 且 比 方程 (3.2.35) 更 
一 般 » 因为 当 取 准 速度 为 广义 速度 时 ， 方 程 《3.2.41》 就 变 成 方 
程 (3.2.35)。 
5 一 阶 非 完 整 系统 准 坐标 下 第 二 形式 的 广义 Nielsen 方程 
如 不 计 非 完整 约束 , Jourdain 原理 可 写成 类 似 于 式 (3.2.22) 
的 形式 ， 即 


Ee 


> 一 NT) 一 》， 人 N, (oo 下 和 or 
=1 r=1 t=1 
(3.2.42) 
现 取 准 速度 如 下 
m= ww (0 db), {T=1,"**,5) (3.2.43) 


wra—= foal(gisGst), (B=1,,g) (3.2.44) 
其 中 oo 是 彼此 函数 独立 的 ， 而 按 约 来 方程 ， 有 
全 sr4 一 (3.2.45) 
B08=0 (3.2.46) 
将 式 《3,2.46) 代入 原理 (3.2.42)， 得 到 


- 0 Od; 
> NC a de Mt) So : jsov=。 
o =1 


r=] 克 二 1 
32725572 


册 so。 的 独立 性 ， 得 到 
NSCT) + 立 > 


r=1 R= 


Ds oo? 《aa 一 Te ) 


(3.2.48) 
方程 《3.2.48) 称 为 攻 完 整 系 统 准 仅 标 下 自 二 形式 的 广 闵 Nielsen 
方程 sm。 注意 ， 这 里 需要 淮 速度 与 广义 违 度 之 亲 的 相互 关系 , 而 
且 式 《3.2.45) 仅 在 计算 有 一 之 后 才能 应 用 。 

例 2 一 质 蚂 为 多 的 质点 受 有 速 底 大 小 为 沼 数 的 非 完整 约 
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来 ， 找 述 它 在 Newton 中 心 引 力 场 中 的 运动 。 
最 点 的 残 坐标 *，09，9 为 广义 华 标 ， 则 约束 表 为 
72+726: 十 7 DicosY = r= const, (a&) 


到 *，6 为 独立 的 广 多 速度 ， 则 


:0:2 
a 0 
于 是 有 
Bp 7 9p _ 6 | Ce) 
@7 ypcos0? 06 Peos:b | 
8 多 0+ Pcos’p 2 多 _ 
or ycos ? 80 一 ?2t59 4 
将 不 《8 ) 对 z 求 导数 ， 并 利用 式 《 ec )， 得 到 
区 pga (r++0: + ricoss0 
272 
一 一 一 二 276tg0 )p 7 (e) 
= — gi {0 risinocosg 
+ 2r20:tgo) Pp —r 9} 
质点 动能 为 
T= Fm 6 + ypc0s:0) 
于 是 有 
， 大 
3 一 #zr2 人 办 cos20 ， 2 =0 Cf) 
. 
了 =const,, ， = 5 = 《8 ) 
六 =0 (hk) 


对 此 问题 ， 应 用 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.35), 得 到 
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六 多 9 pe Ti 09 p ke 
25 (2 0 许 国 一 - 康 -( 3 一 2 )=&, 


《3 ) 


~ ~ Ba 
.=0,+0.9-=0,, O010, -0 (1) 


将 式 (/)、(2)、(z)、(e) 和 (7 ) 代 入 方程 (i )， 并 整理 得 
F702 pcos —2 + 270tg6 = 


rr psingcosd + 27:0:tgO -= 0 | 


3.2.3 高 阶 非 完整 系统 的 广义 Nielsen 方程 


1. 带 疙 子 的 Nielsen 方程 
万 有 DAlembert 原理 的 Nielsen 形式 为 式 《2.1.36)， 邱 


> {NT)+0}0g=0 (3.2.49) 


+=1 
商 阶 非 完 整 约 来 (3.1.97) 病 在 虚 位 移 89 上 的 条 件 为 式 
(3.1.98)。 由 式 (3.2.49) 和 (3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagrange 
乘 了 了 法， 容易 得 到 


ND)=0,+ ye (s 一 1 0) (3,2.50) 
+=1 Og, 5 
下 面 给 出 原理 〈3.2.49) 的 高 阶 形式 。 
定义 3 对 任意 图 数 gr ,定义 广 义 Nielser 
算 池 为 
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is ein ee 攻 be a 


7 一 更 tm 1 ($= 1 38338 一 2) 


8d， QO gs 
(3.2,51) 
命题 6 Ce 
tm -1 tml 
Dm Fie rr 一 TN T )5 4 (3.2.52) 
y = 工 
5 证明 ] 
利用 式 (3.2.51) 及 (2.1.41)， 有 
并 nn rp tp-1) 
pt- 1) ‘mi tp) 
SN 站 a 1 + 1 Sn hog 
了 =1 +s=1 Og 6 dg 
a Dr 
-5 {mr 3 I12j Pe 一 -3 了 站 or -| 
Ei f=1 Og r=1 80 
oy. 1m- 11 
Po [Si 
i Py we ja 
i=1 0 4r 1=1 a Gs 
N 江 OT; {my [cE 
= Dmr > - A 8 9.= Se ri 1 
了 = 了 3 二 1 Og f=1 


将 式 (3.2.52) 代入 万 有 T Alembert 原理 (2.1.32), 得 到 


FN) + 00 0 (3.2.53) 


+=1 
自 式 《3.2.53》 和 【3.1.98)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 , 得 
到 
9 一 了 》 4 af 
Nr 7 》 一 外 :十 > 1a mt, (s= 1 7) 《3,2.54) 
B=1 OF; 有 
2， 广义 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 
令 了 为 了 中 借助 式 (3.1.104) 消 EY 所 得 表述 式 。 ，,， 
定 闵 4 对 任意 负数 1 ? 2pfKGsy Ge gh 9 


的,, 提 ,定义 广义 Nielsea 算 子 为 
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NT 二 一 (m+) 二 二 (o=1 ,+,E: 


T9 一 1419 


CO。 9 9。 


i 7 我 们 有 
ye 11 a 
Sn Fo 六 一 -EN 天 = 一 > i No(s) 


r=1 So=1 A=1 站 Ore 


《7 - 1) 一 Gg (3.2.56) 


月 =1 Og+s 09。 


[证 明 7 


tm Ey fr- 1 


& > a7 
右 滑 三 pi Ea ~ {m+ 1) 0 Se = wh 


2=1 Og. Og B=1 9g.at Og 


™ Cr tr’ 
《+1)- a 五 上 一 (了 9 一 1) 2 ni a dgs 
dg, B=1 O04a Do: 


9 7 3 


多 Sa (rn) 
= Em i I > a 0 i > Ee 区 


Oot Og 
。 Ce 和- 
一 (#2 + 1)- i +1) i 


Cr mt 


ee 2 | 
— 9 Ss > 0 ey 十 1) >， 0 7 Hp 


(my Cm) 


B=1 她 Ge: 8=1lD9dc2 8 9， 
了 2 EA 


《9 o 


1 ee DG。 


[1 2) 
一 


g 
= {om 一 A -十 1)- ES > ， | 二 加 


rel Dg, Gg” B=1~ Bg. 


(mt 1 


8 了 a tm} 
一 (94 十 1) 一 2 


vy te reB Oge 


如 
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TNT og 
了 二 1 
由 此 利用 命 入 6 ， 恒 得 命题 7 。 
将 式 {3.2.56) 代入 万 有 DD'Alembert 原理 (2,1.32), 得 到 


€ i 1) 


TE{- NOT + 9 Nes,) 
az] B=1 Br9e-n 
97 I , 
t (m+ 1) 3 如 全 bog.=0 (3.2.57) 
B=1 O der Bev 


其 中 
六 ss 9 
CO,=0,+ 2, Qtre—m (3.2.58) 
tm 二 69。 
由 ac。 彼此 独立 ， 得 到 
a g tm 1) 
NCU) DY No) 
B=1 O gurs 


a 


| [a ~ 
—(%+1) 3 0 Di es oy (6=1,",6) 
后 = 1 O get 64, 
(3.2.59) 


方程 (3.2.59) 称 为 高 阶 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 广 义 Nielser 
方程 0 。 当 = 1 时， 方程 (3.2.59) 成 为 方 委 (3.2.35)。 
3.。 准 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 
令 /为 了 中 伴 助 式 (3.1.112) 消 去 92. 所 得 表达 式 。 
定义 5 对 任意 晴 数 六 ,定义 广义 Nielsen 算 子 为 


位 A 
了 (二 1) mi (=1",E) (3.2.60) 
O mv 0 工 。 


共 中 - - 襄 二 按 式 (3.1.114) 定义 。 


Fo 


命题 8 我 们 有 


LN 一 3 - 
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E23 


el ‘fm) : TH 了 ~ 1} 
YN? 9.= > ) 
s=1 T=1 
We 
-1) 
一 3 一 re(e， ,oe w, (3.2.61) 
s=1 Gg, 
[证 明 3 
e [a ~ 21)P 好 pm- 1; 
2 全 op rs 了 9, 
有 端 二 工 | 一 (+ I 》 0 8 A 
oo=) Om 0 A f=1 Og ~ 0 ws 


— (7 11) 一 二 1; ?8 cv 


AO, | (9 1 
8 To 


s=10¢g 0 ty 
ten- 1】 fr - 1 
0 1 OP. -~ OT Qn, 
(m+1) >， re mn (nm 1) >， EE ?和 13 
"=104 oO, s=1 Og 0 Tv 
和 fm -1 二 1491) 
. | 2 re 一 了) 
— 2, 9 re 1)>， 0 bad 
r=1 6 O ws s=1 Og; 0 工 。 
Ce) tm- 


ci af 入 0 了 OP, RL Tr 
{+ 下 到 十 1 ov 一 左 端 | 
Os1 y=1 Ogr Hg; 


将 式 〈3.2.61) 代入 原理 (3.2.53)， 得 到 


3 他 ry 


{Ni 有 -和 ~ Nos,)+ Pp }s 二 
和 =1l r=1 Oge 
《3.2.62) 
其 中 
hE Tm (3.2.63) 
+=1 QO 0, 


出 8 os。 的 独立 性 、 得 到 
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7 (of - 了 }》 


zm .1 ) 扒 
Ye 二 
s=1 Oa 


No*(w,)—= Pp?, {5—1,r,e) 


(3.2.64) 
方程 (3.2.64》 称 为 高 阶 非 完 整 系统 准 华 标 下 的 广义 Nielsen 方 
程 和 7。 
i 例 3 Hamel 例 - 
一 质量 为 % 的 质点 在 主动 力作 用 下 在 空间 中 运动 ， 点 的 运动 
受 有 二 阶 非 完 整 约束 


六 (a) 
试 建 江 问题 和 的 运动 微分 方程 。 
利用 广义 Nielsen 方程 (3.2.59)， 对 此 问题 有 一 2、 即 


a 和 B87 / 02 0: HF B38 ~ 
区 
~ a (8) 
a 07 / 07 ,08 GFT 0 ~» 
0 ay ~ 68 ( 0 So )-36 87 
系统 的 动能 为 
T= 地 mm( 生 十 十 训 ) 
于 是 有 
pn -=mi, -= Ce) 
je te 8 
了 一 JH(% 二 记念 十 2 守节 )， “R= (a) 
人 
人 
02 = mE(1+ + m2 ， CL Pa 
《e) 
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设 主 动力 分 量 为 0:，Q,，Q:， 则 
C= .+ 02=0.~ 0 0,=0,+03 Cf) 
由 式 (4 ) 有 


B83 BE 
Bi {&) 
将 式 (4) 对 E 求 导数 ,得 
2 二 PT 
于 是 有 
dz 2 a 
Ga = YY， 93 一 区 《六 )》 
将 式 (c)、(a)、(e)、( 了 )、(5) 和 (六 ) 代 人 方程 (5 )， 
并 整理 得 
op(1 二 各) 一 人 十 @，AJ(1+ 部 ) 一 OO 1 


3.2.4 Euler-Lagrange 体系 的 方 程 与 Nielsen 体系 的 方 
程 的 等 价 性 


1. 定义 与 命题 
首先 研究 一 阶 动力 学 函数 (4.,, 直 。 
命题 9 ”对 任意 函数 f(g;,91,1)， 我 们 有 
N=E, (s~1,",) (3.2.65) 
其 中 Nielsen 息 子 六 ,由 式 (3.2,.1) 定义 ，Euler 算 子 E 由 式 
(2.1.10) 定义 。 


[证 明 ] 
_6f ,af 
ND. 
_ 9 /of mr ,fy ,a7. 
~ 6g (2 Zr 1 ) -2 00 
d of of 
et | 


设 力学 系统 受 有 非 完整 约 来 (3.1.51)， 今 为 了 中 借助 式 
(3.1.51) 消去 少 ,* 所 得 表达 式 。 
命题 10 ”对 任意 隘 数 1 (gi,69,,1}， 我 们 有 


i > OA (Gg=1,",e) (3.2.66) 
人 Co 8 1 Og » DC ” » ~ 

[证 只 3 

参见 文献 [20，24，25]。 

令 f* 为 f 中 借助 式 (3.2.36) 消去 5 所 得 表达 式 ， 

命题 11 对 任意 函数 j*、 我 们 有 


一 (一 1 (3.2.67) 
其 中 准 坐 标 下 的 Nielsen 算 子 NN; 为 
8 d 0 
Ne = Go, df 2 Bz {3.2.68) 
而 谁 谷 标 下 的 Euler 算 子 关 * 为 
_9 9 
Pl De (3.2.69) 


[证明 
参见 文献 [20，241，25]。 
下 面 研究 高 阶 动力 学 函数 f (9.,9.,… 9,)。 
命题 12 ”对 任意 函数 /(4,,6,,…，,9,1)， 我 们 有 
N?=E?, (s=1,% ,HN MH=1,2,") (3.2.70) 
其 中 广义 Nielsen 算 子 ?定义 为 


N= m0 Cm a (3.2.71) 
Og 0 Qs 
而 广义 Euler 算 子 EY 定 闵 为 
rm (3.2.72) 
df 
agqgr gr 
[和 证明) 
Ne(f)=m -2 Sf (m+t1) Ls 
Og9s 0 ds 
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二 
Ag: r=] k=0 Dgr Hb fs 
内 【 胡 +]) 
-人 (25)+ 工 0, (MW) }-- 针 


0d rnl k=0 Hg Ggs 


邻 广 为 了 中 借助 起 (3.1.104) 消去, 所 得 类 达 式 ， 昌 


f (gs Gs fr , Go) 


Cg -13 tm cm 1) (my 


=f (gh, qr sor Pag Gs, q ,got) ,i) 
定 交 广 兴 Nielsen 算 子 为 式 (3.2.55)， 广 芯 Euler 算 子 为 式 
Chosel0BYs 

命题 13 ”对 任意 葬 数 六 我们 有 


内 
加 QO 0 
Nr?—=E?+m >， 一 党 = (og=1,.me;H=1,2,°) 


B=1 G4, DG. .3 


(3.2.73) 
EF 证 明 3 
由 式 (3.2.55) 和 命题 12， 有 
No ma 0 一 (14 二 +1)- 0 i 
Bq. 0 ge 
人 FF 好 of 0 ， 后 BF 
=m{ 二 >, PR pt >, es os 
~ Gg B=1 0D9a 8c， el Ogra pc 
D9 
二 1 a rs 
0 dv B=1 Ogots go 
= Bg ， 总 
7 09， B=1 erp 
of OP of dps 
十 一 人 一) em tmy tn) 


op Og, B=1 09.:9 09。 


由 式 (3.1.105)， 有 


他 
Er(f)= mr 3 en 
7 fo 
1 RH sd H Does 
人 mf 3 机 > f > a ima 


Og, Ft Ola 08d。 


Ey 
af qd pps of 
十 5 mm ds of 一 一 
B=1 O qing 09。 0 fr 
~ of 00: 


月 =1 0 好 + 全 yr 
比较 以 上 两 式 ， 得 


忍 
Nr f)- -Fo CD 2 :和 a rh es 
A=1 了 dp D9。 B=1 Ddra8 09。 
d ra Ope Os AP» 
Taf ee tm 1 i 
Hg, Odo Y=1 00 Ogqs 
注意 到 关系 
Ota A Oe eh 
Br, D9v 全 Qs T=1 O geer 0g. 
便 得 式 (3.2.73)。 


令 f* 为 了 中 借助 式 (3.1.112) 消 去 色 所 得 表达 式 ， 即 
(Gy Nt ws) 
ret. 1) imil - 1》 Cm- 1) 
= f(g ,Gs OQ: ， pA TI PE 3 0 Bo st) 
定义 淮 坐 标 下 广义 Nielsen 算 子 为 式 (3.2.60), 广 义 Euler 算 子 
为 式 (3,1.113)。 
命题 14 ”对 任意 函数 1*， 我 们 有 
Net =Es* 


[证 明 ] 


(gE, =1,2,") (3.2.74) 
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由 式 〈3.2.60)、(3.1.114) 和 命题 12， 有 


3 

No*(f*)= a 者 = 
df 

0 ww, DP T, 


tm+1) 


-mn( 本 A 54 二 本 十 人 | 
zx=10d， 0 w, sl 89r 0 mo 


汪 
Cm +1)— 0 
0 TA, 
i} CN 1) 
d 上 Od 
= 2 人 a a 17 
7 = Bg 8 @, s<10g 0 ov 
弛 (mi 
一 re 
0 To, s=1 Od: a To 
四 式 (3.1.113),， 有 
Ry 
家 PF 
一 和 2 号 0 0 1 
@ 0, 0 To 
ey 
‘dd Hg: O a 8 Of* 
=m( df 2 CI 十 > df 2 5) 0 
s=1 0g 8 wo rs=1 Ogs 如 w, 6 Ts 
比较 以 上 两 式 ， 得 
Ed jd Be Ort th, | 
(m+ 1} 【7D 了 9 
一 my, a ( 人 中 EL 2 5) 
di 
/10g “Oo 8 xs 
容易 证 明 下 述 关 系 
‘mm 1} mm) imy 
OO gr 4 dg Ogs 
tn n= di m+ mi 
中 @, 8 w, @ To 
于 是 得 式 《3.2.74)。 1 


2. Euler-~Lagrange 体系 的 方程 与 Nielsen 体系 的 方程 的 


= 02 


等 价 性 

利用 命题 9 ， 容 易 证 明 Lagrange 方程 (3.1.2) 与 Niclsen 
方程 (3.2.4) 的 等 价 性 ，Routh 方 程 (3.1.45) 与 带 莱 子 的 
Nielsen 方程 (3,2.27〉 的 等 价 性 。 

利用 命题 0， 容 易 证 明 广 义 Mac-Millan 方程 (3.1.55》 与 
Nielsea 自然 方程 (3.2.33) 的 等 价 性 ， 广 闷 HanJmrndH 方 程 
(3.1.80) 与 广 闵 坐标 下 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.35》 的 等 价 
性 。 

利用 命题 11， 可 以 证 骨 浴 谷 标 下 的 广义 Hannpiraa 方程 
(3.1.83)》 与 淮 举 标 下 第 一 形式 的 广义 Niclsen 方程 (3.2.41) 的 
等 价 性 。 利 用 命题 9 和 命题 11, 可 以 证 明 Boltzmann-~-Hamel 方 
程 (3.1.94) 与 准 坐 标 下 第 二 形式 的 广义 Nielsen 方程 (3,2,48) 
的 等 价 性 。 

利用 命题 12， 可 以 证 明 高 阶 非 完 整 系统 的 广义 Lagrange 
方程 (3.1,103) 与 Nielsen 方 各 (3.2.54) 的 等 价 性 。 

利用 命题 13， 可 以 证 明 高 阶 非 完整 系统 的 广义 amzpHTB 
方程 《3.1.111) 与 广义 Nielsen 方 各 (3.2.59)〉 的 等 价 性 ， 

利用 命题 14， 可 以 证 明 高 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 广义 
anamraa 方程 (3.1.118) 与 高 阶 非 完整 系统 准 坐 标 下 的 广 文 
Nielsen 方程 (3.2.64) 的 等 价 性 。 


$3.3 Appell 体系 的 方程 


3.3.1 Appell 方程 
1， 完整 系统 的 Appel] 方程 
首先 ， 这 论 广 六 坐标 下 的 六 ppell 方程 。 
设 力学 系统 的 位 形 由 % 个 广 闵 伐 标 9:(s 二 1,…,n) 来 确定 ， 
Gauss 原理 (2.1.26》 可 写成 六 ppell 形式 ， 即 
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< 0S 

工 (- 入 +0azn。 (3.3.1) 
其 中 

$= 了 > Herrin: (3.3.2) 


为 系统 加 速度 能 是 。 对 于 完整 系统 ， 式 (3.3.1) 中 的 86, 是 彼此 
独立 的 ， 故 得 


0 《Cs 一 1，) (3.3.3) 


方程 (3.3.,3〉 就 是 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Appell 方程 ， 它 们 
同 Lagrange 方程 一 样 也 是 建立 力学 系统 在 广义 坐标 中 的 动力 学 
方程 的 一 种 规则 。 只 要 能 列 写 函数 S， 按 式 (3.3.3) 就 很 容易 建 
立 系 统 的 运动 微分 方 称 。 如 果 力 学 系统 的 加 速度 能 量 容易 列 写 ， 
那么 ApPpell 方程 (3.3.3》 就 显示 其 优越 性 。 

其 次 ， 讨 论 准 速 庭 下 的 Appell 方程 。 

选取 刀 个 彼此 函数 独立 的 准 速度 wm,， 使 得 广义 速度 表 为 

机 一 六 (dykyE) (3.3.4) 
将 式 〈3.3.4) 对 时 间 # 求 导数 ， 得 到 
;=8,( G8 Vrs Drst) 


0 Ap, . 2 0, 06， 
一 2 (3.3.5) 
k=1 dg« =1 Bmx of 
令 5* 为 S$ 中 借助 式 (3.3.5》 消去 必 所 得 表达 式 。 
命题 1 我们 有 
7 
: Se 
DD mri = 5 -00 (3.3.6》 
1:=1 s=1 
证明] 
E03 EL 再 
DS* aS 06 DBS 
2 
£= z=1 =1 =1 


和 
= 5 mre 
r=1 


特 式 (3.3.6) 代入 原理 (2.1.26)， 则 有 


说 
> 3 +P! jse,=n (3.3.7) 
其 中 A 
os 0 > Cs 六 (3.3.8) 


Oh A I 
得 


E34 
a0 =7r (S—=—1, ,7) (3.3.9) 


方程 (3.3.9}) 称 为 完整 系统 准 速 度 下 的 Appell 方程。 
最 后 ， 讨 论 淮 速度 和 准 加 速度 联 会 表示 证 的 Appcll 方程 。 
取 彼 此 函数 独立 的 准 速 度 2,.， 则 广义 速度 表 为 


Gr = g(rs Wrst) 《3.3.10) 
于 是 
d= ge Ors Ors E) (3,3,11) 
其 中 
4 一 二 3 二 mm t) + 如 or+- 效 7 《3.3.12) 
k=1 
取 郑 个 从 此 函数 独 衬 的 准 加 六 上 es 
Er er gry Drs Dot) (3.3.13) 
设 由 此 可 解 得 
B= Og Des Errt) (3.3.14) 


令 由 式 《3.3.10) 和 (3.3.11)》 宵 去 4;,，V 而 得 的 加 速度 能 量 5 
记 作 S*， 即 
SY oO =S(g 0 gr ors), Ges ars Dr,t) ,EF) 
(3.3.15) 
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令 S# 中 的 @: 以 式 (3.3.14) 替代 而 得 的 表 还 式 为 S**， 即 
S*#(g om Er) Sg VD Grr ors ERE),E) (3.3.16) 
命题 2 我 们 有 


HS OS** 
DE rt (3.3.17) 
f=1 s=1 
5 汪 明 ] 
因 
HS OS* FO, 
一 8e 一 之 之 ,5 5 der 
f= :=1t=1 
好 妇 Ea > 了， 0 
~“ 
s=1A=1r=1 1 x 
Ea nn E23 S : 办 
2 了 be 
s=1k=1r=1 : < 
又 
于 代 
他 好 5 Odr OO 
69, = > 了 0% = Ds 2 ens oe SEr 
下 =I A=1r=1 
故 得 结论 。 | 
将 式 (3.3.17) 代入 原 吾 《3.3.1)， 便 得 
加 DS*« ， 
5 (- -+P jc 一 0 (3.3.18) 
i=1 
其 中 
5 OG HO, 
Pe On (3.3.19) 
式 =1r=1， 
由 5e, 的 独立 性 ， 得 到 
六 SS 
一 让 = (s=1,,H) (3.3.20》 


方程 (3.3.20) 称 为 完整 系统 准 速度 和 淮 加 速度 联合 表示 的 
全 PPell 方程 
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准 速 度 和 锥 妈 速度 联合 表示 下 的 上 hpPeil 方程 (3.3.20) 比 
准 速度 下 的 Aphell 方程 (3.3.9) 更 -- 般 ， 因 为 当 取 5 二 时， 
方程 (3.3.20) 给 出 方程 (3.3.9)。 准 速度 下 的 Appeil 方程 
(3.3.9) 比 广义 坐标 下 的 Appoli 方程 (3.3.3) 更 一 股 ， 因 为 当 取 
一 时， 方程 (3.3.9) 给 出 方程 (3.3.3)。 由 以 上 三 种 形式 
的 Appell 方程 (3.3.3)、{3.3.9) 和 {3,3,20) 可 以 看 出 ，Appell 
方程 具有 统 -- 的 形式 ， 它 们 的 左 端 名 是 某国 数 对 广义 加 速度 ， 或 
对 北 速 度 的 导数 ， 或 对 准 加 速度 的 篇 导数 ， 而 右 端 总 是 广义 力 或 
与 广义 力 有 基 的 力 。 

如 引进 下 列 函 孝 


药 


R=S— ,0 R*=S*— ,Po,, RR** 一 S**# 一- DPi*e, 


s=1 :=1 人 
则 人 Appell 方程 (3.3.3)、(3.3.,9) 和 (3.3.20) 可 写成 以 下 形式 
R 
i (Ss= 1 1) (3.3.21) 
OR* 
Bor sl, ,%) (3.3.22) 
Fed 
D0, (3S 一 io ,nn) (3.3.23) 


方程 (3.3.21) 一 (3.3.23) 给 出 一 种 驻 值 性 质 。 

例 1 有 心力 问题 

取 力 心 为 极 坐 标的 极点 ， 质 点 的 径 向 加 速 认为 7 一 +6:， 横向 
加 速度 为 如 +275， 于 是 


2 二 2 70)2} (a) 
Appell 方 程 (3.3.3》 a 
> =0,, 一 人 (65) 


村 心力 的 虚 动 为 
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dA=F(r)dr 
因此 
OQ:= Pr), Qo=0 Cy 
于 是 运动 方程 为 
948{ 区 一 ”用 2) = Tr), mr(rd +270)=0 (ad) 
现 取 准 速 度 为 2 二 7，@:= 二 r+@6， 则 
Se 一 到 人 人 o 一 人 2) +(o> 2 (Ce) 


Appeil 方 各 (3.3.9) 给 由 


05+* OO 7 
G0 Pi, gor 一 全 1) 
其 中 
07 06 97 66 
PimQgo, +Qro0, “0, Pi-Qow + Qa; ™0 
(8) 
于 是 有 
et f WI 
m(0,— )e0n ml Bat = 0 《hk) 
结果 与 方程 (4 ) 一 致 。 
最 后 ， 取 谁 加 速度 <: 一 一 ”62， ss=78 +276， 则 
Se* =Tm(e! + ef) <2) 
和 ppell 方程 〈3.3.20) 给 出 
OS** 妇 李 OS** 家 放 
Do Pls or 7 7 
其 中 | 
se .0 v0) 7 08 _ 
DSO ge Qae “Or PimO Ger +Qroes™ 0 
(CR) 
方程 (7 ) 成 为 
mésl=0Q,, #52 二 眉 《 7 ) 
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方程 (7) 与 (4) 也 一 致 。 
2，Appell 函数 S 和 S* 的 构造 
应 用 六 ppell 方程 的 主要 困难 是 函数 S$ 或 S* 的 构造 问题 ,这 
个 函数 可 按 定 义 〈3.3,2) 直接 计算 ， 也 可 由 动能 表 达 式 中 的 系 
命题 3 如 果 系 统 的 动能 为 


= 到 > > 4 加 二 > 好 b+T。 (3.3.21) 
#7 二 1] 克 =1 s=1 
则 有 
1 Ee nn 
$= 2 2 二 二 二 pa k; 7]GeGx 
了 = 1 一 s=1lk=1r=1 
/dr, HB, 6B: 1 OB, OTo\ 
| Bf | Og, ~ Gq 这 gt 人 9 季 。 
(3.3.25) 
其 中 S 为 S 中 与 & 有 关 的 部 分 。 
[证明] 
因 
Ar; ~ Or: Or Ore 
r; -60 dr > > 6k. EN Gx a pe: a -fr+ 6 
页 区 
ee ， Dr; Dr: 
So 二 -万 G39 208 四 
> 放 训 :名 dg 69 
EL 万 炽 i Br 
+ 和 之 舌 和 光臣 Bg 人 ”6 
x 7 hy 
二 光 Dr， 人 ri 
be er 4, 090 
Ea N 
- Hr; 82 三 
0 
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a 
= bg dg 2\ Og Og by, Ee 
NV p 
Dr .pr _ adr， 0B, 92 
2 > oz; Bg Ogr I Bt Ogr og 


i or: Or: HB, 7 
" Bg OF a ”bc 


将 这 些 表 达 式 伐 人 S*， 人 恒 得 结论 ， 
推论 “如果 r; 中 不 显 含 上 ， 则 有 
So Adt DTD, hdd 
s=1k=1 s=1R=1r=1 
(3.3.26}) 
， 就 可 构造 出 加 速 


根据 命题 3 ， 只 要 知道 系统 的 动能 表达 式 
度 能 量 Spo 
例 2 义 质 罚球 祝 平面 滚动 时 的 加 速度 能 最 
质量 为 rw, 半径 为 & 的 习 质 圆 球 沿 粗 糙 水 平面 滚动 的 动能 为 
人 == 广 m({ 记 + 消 ) 十 立 号 opa2( 名 -62 十 扩 2 二 2 凶 四 cosg ) 
Ca) 
其 中 xy 为 球 心 的 储 标 ，% 8,92 为 Euler 角 。 令 9 = 风 ，g 王 9， 
ds NX d= yy 则 动能 的 系数 矩阵 为 


Ts 0， 
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2 2 2 > : 
5 He 0 5 ma Cosp 0 0 | 
> 2 
站 4 0 0 0 
Aixil 二 | 
nad .0 rae 0 ol 
| J o i 
| 
| 0 0 0 HW 0 
| 0 0 0 0 #1] 


第 一 类 Christoffel 记号 为 


As 04 
C3,211=[2,3; 攻 一刻 ( 巡 + 沁 Ee 


893 Og2 Og! 


了 
)= 一 瑟 ma:sind , 
: 和 
[3,1;2) 一 [1，3， 2]= ma sing, 


[2,1 3 一 [1,2; 3 一 一 二 mazsing 
利用 式 (3.3.26), 有 


1 元 人 Ss ee . 
Sn =w Au + A38193 + A419 2 TAG1+ Asngs 二 Asd3 


+t As5s95) + 2C1,2;3)930102+ 252,3;1J9410:03 
+203,1; 2)920181 
1 i ]: 02 2 2 2 a , 

一 mM( 知 十 消 }+ Be ( 萝 ?十 站 2 十 当 : 十 2 当 妆 cos0) 


— map Osing — SmaBopsing + Sma psino C0) i 


下 面 讨论 准 坐标 下 的 加 速度 能 景 %*。 设 质点 的 矢 径 不 依赖 
于 时 间 ， 即 
ri =ri(g), (一 1 N; Ss=1,°",H) 
点 的 速度 为 


一 201 一 


二】 
取 准 速度 为 
w= > ia {3.3.27) 
不 =1 
设 由 此 反 解 出 
j= Db {3,3.28) 
k=1 
点 的 速度 可 表 为 
.ori Or; 
Pi Bo 2 bor = Bi (3.3.29) 
;=1 万 =1 :=1 
命题 4 如果 系 统 动能 为 
bd 好 
2 1 < 
T*=7 2 Arwen (3.3.30) 
s=1k=1 
则 加 速度 能 量 在 准 坐 标 下 为 *? 
EL E20 7 nn 1 
CD TAO Ot DTD Dow {Cs hyris 
<=1 大 =1 r=]s=] 太 =1 
+ 2, YirAr, } (3.3.31) 
7 =1 


其 中 淮 坐标 下 第 一 类 Christoffel 符号 为 
i 


(3.3.32) 
而 Boltzmann 三 标记 瑟 为 
J (We )osBmr C3.3.33) 
m=1:=] 
[证 明 2 
点 的 加 速度 为 


一 202 一 一 


(有 ， 02zr: ) 


1 力 并 并 ar， 
oo Dm 


OXiOm, OT PAA 
(Ca) 


‘oe (6) 


依 
hh 尘 
加 
| 
Mz 
SIG 
A 
A 
&| 
| 
~ 


由 


4， |) 0Ai, 8 


1 村 
[S， 克 ; zx 一 也 HT OT OTr ) 


Or; ( Or 
OX 


(es Or; | Or 


er 


” se 


十 一 _ es Sr) 
2 ON Bn, DrepTr Onn 


N 
] Or; Or: 


二 阶 导 数 可 用 一 阶 导 数 表 示 为 


Or: OF: < 1 .Orr 
Ds 这 


OXAOT OnOn 


Or; Or; 


dr: ) 


OX, OX 


3 a 


全 过 Dr 
Ny” 3 a 一 二 
2 一 DT Dor DTIBmA 


区 
下 Di Br， 网 * 
ER Ox 二 二 二 | > YA 


注意 到 


Yim=—7l, 
我 们 可 

NR . a 
1 Or; Or; rr 
2 . mm 07 "(Br + Bro) Css hs) 

全 
+t YI AR + VirA?s) CE 
1=1 


将 式 (8 )、(c ) 代 入 式 ( 4 )， 使 得 式 《3.3.31)。 1 
例 3 刚体 绕 固定 点 转动 的 加 速度 能 量 . 
取 刚 体 角 速度 在 与 刚体 贴 轿 联 的 轴 上 的 投影 为 准 速度 
w=$sindsing + cosP, oO—=Y$sindcosy —0sing, 
wo: 一 久 cos6 十 多 
其 中 多 ,9.9 为 es 角 。 由 此 反 解 出 广义 速度 


=n 9 1Sin9 十 mazcOSe)， 上 一 cos — wsing, 


一 一 (wlisinw + wcos¢ )Ctg0 + wa 


由 此 得 
f= singsin?, a:—=cosP, gis—0, ait=sindcosy, 
好 za =- — Siny, E223 一 0 人，83l 一 Cos Ga 一 0，G33 一 15 
Slim cas 
1 > = 二 一 -一 vo 二 0 5 =COSE 
bi in bs Sing ?013 » WT » 


9:2= ~—sin?, ps 一 0， B41 二 —sinvctgo, 
za 一 一 Cos9Ctgb， #3 二 1 
已 知 刚体 的 动能 为 
1 和 
一 (7 二 0) 一 .ol1903 一 230203 一 .31 


站 中 Vs Fao; 为 悍 性 和 矩 ， Vz9Jz39 了 1 为 惯性 积 。 于 是 


= 2204 = 


-4 一 站 4 一 4 
(Wy) 
闪 和 它们 都 是 党 数 ， 故 
[Cs 一 (8b) 
于 面 计算 Boltzmann 三 标记 号 。 我 们 有 
?一 一 1 二 一 一， 入 一 一 7 一 1 其 余 为 及 。 
于 是 


三 1 3 3 
> > > Goror > 3748 


r=1r21ks1l 7 =1 
= Ova yat w+ WA A + YD A TA 二 345)] 
二 全 ;zn( 外 1 十 后 zi 十 加 473) 十 所 YC A 十 O24 训 
十 避 344 训 有 十 全 973(] 十 吓人 ae》 
十 027 十 (02 有 十 wa.[ 吉 )] 
Oa Ow Taw om Tv) + (Oa ~— O00) (~ iw! 
+ Fem wt (O02 — Ow) Oo isi w+ aws) 
Cc} 


将 式 C&4)、(5) 和 tc ) 代 入 式 (3.3.31)， 得 到 
- =o!+ Poi+ 六 Oo 一 2 Fuad D2 Jas 
2 THADD) i (O20 Oo— Dw) Tw 0 Ty v3) 
t+ (Ww Ow) om trt fw — fat) 
t+ (O02 D0 itm Ta aes)} | | 
3, 一 阶 非 完整 系统 的 Appel 方程 
首先 ， 讨 论 -- 阶 非 完整 系统 广义 坐标 下 的 Appell 方程 。 设 
力学 系统 受 有 3 个 理想 非 完整 约束 
al 有 二 0， {Aly 8; S 一 1 
(3.3.34) 
将 其 对 时 间 上 求 导 数 ， 得 
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5/s . Bf a ofs 
> 二 人 


1 三 1 
了 于是， 约束 〈3.3.34) 加 在 虚 位 移 88, 上 的 限制 条 件 为 


如 


=, (B=1,*, 8) (3.3.35》 


了 =】 
由 原理 (3.3.1) 和 条 件 (3.3.35)， 利 用 通常 的 Lagrange 荚 子 
法 ， 容 易 得 到 


s 
i >》 Ah- (S 一 1 多》 (3.3.36) 


方程 (3.3.36) 称 为 一 阶 非 完整 系统 广义 坐标 下 带 乘 子 的 Appeli 


方程 。 下 画 导 出 不 带 王 子 的 方程 ， 为 此 ， 将 式 (3.3.34) 写成 形式 
二 ;1 人 人 
Ger ra gridus + s =n—g} $=1,,% 


《3.3.37) 
将 其 对 求 导数 ， 得 


(3,3.38) 


630 一 人 (3.3.39) 


令 仿 为 5 中 情 助 关系 (3.3.37》 和 (3.3.38) 消去 28 和 人 
所 得 表达 式 ， 即 
S(gsGdos t= Sg Valgrrdost), Go, Palgss Goer, t),£) 
(3.3.40) 
命题 5 2 


SA 六 天 > 7。 (3.3.41) 
t=1 
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5 Fad 加 s 
605 gn _05 了 加 _a5 Pa 了 
by 
5 aS ~ 05 Or 
= 2 dGo+ 2 5 de 
之 OFo BT 41e fa 94 


由 此 注意 到 式 (2.1.28)， 便 得 结论 。 


: 
和 将 式 (3.3.41) 代入 Gauss 原理 (2.1.26)， 得 到 


E = 
605 | 3 
(0. d= (3.3.42) 
o=1 
其 中 
Be 
GO0+ 2 0 六 《3.3.43) 
有 = 1 2 
因 式 (3.3.42〉 中 36, 彼此 独立 ， 便 得 
65 :- 
一 (一 1 ve) (3.3.44) 


这 就 是 一 阶 非 线性 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Appell 方程 “?。 
例 4 Appell-Hamel 例 
质量 为 到 的 质 虑 在 重力 作用 下 运动 ， 所 受 非 完整 约束 为 “中 


这 wr) 
问题 的 加 速度 能 量 
一 半 o( 富 十 加 十 玉 ) 
荨 有 子 的 ApPell 方程 (3.3.36) 给 出 为 


0S Bn a OS 
“gE = 一 万 1X( 和 2 十 久 ?) a2 a = (+ 2) 2 
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pF Ag 
出 
网 Oh de bs a 
4 一 放 0X( 生 二 四 全 了 了 一 证 多) 
i 
从 中 消去 乘 子 1i， 并 利用 式 〈《& ) 消去 2， 得 
,D(XEF YD) Eb% 
多 一 22( 和 2 二 2) 人 GV NF 
(十 区) R22 
了 《3) 
下 面 利 用 方程 (3.3.44)。 我 们 有 
< 工 区 2 十 证 ED) 
== 2 mx 人 十 渭 - 十 MRT 2) \ 
O05 SS 
GE =m( 4 让 ， 人 =m( + A ti) ) 


a mgby 


Oz Hi gO ~ Hz 
i 


于 是 方程 (3.3.44) 给 出 方程 ( 5 )。 i 
其 次 ， 讨 论 一 阶 非 完整 系统 准 速 度 下 的 Appell 方程 。 
如 果 系 统 受 有 上 &8 个 理想 非 完整 约束 (3.3.34), 我 们 选 :。= 
久 一 & 个 彼此 国 数 独 立 的 准 速 度 


ws = (gsi) (3.3.45) 
设 由 式 (3.3.34) 和 (3.3.45) 可 解 出 所 有 广 闵 速 产 
多 一 os 有 (3.3.46) 
则 
bs ad， 
$2 gr tt to ot A (3.3.47) 


0 
0。 (3.3.48) 


今 5*- 为 S 中 借助 式 (3.3.46) 和 (3.3,47) 消去 5 和 间 所 得 
表达 式 ， 即 
SS¥{ Ts Do r DOs) Sg G(r 0, si GGr DO vt) ,7) 


{3.3.49) 
命题 6 我 们 右 
by Ee 
S* 
PD mF d= 这 5 四。 《3.3.50) 
1=1 FTF=1 
[证 明 3 
- 55* oo yo hg: 
B80 “ Og:. 00 
a=1 =le=1 
05 eC ys "O05 
二 人 02， ,全 9o。 09。 = EE 60; | 


将 式 (3.3.50) 代入 Gauss 原理 {2.1,28)， 得 到 


所 DSs 
二 全 5 十 2 V0. =0 (3.3.51) 
UvU 
os=1 
其 中 
Og 
P= 2 Qa! (o=1,", 8) (3,.3.52) 
s=1 
由 式 (3.3.51) 中 5@。 的 独立 性 ， 得 到 
S* 
污 - 一 PP*， (一 te)》 《3.3-53) 


这 是 一 阶 非 完整 系统 谁 速度 下 的 六 ppell 方程 。 如 式 (3.3.45) 
和 “(3.3.46》 为 线性 关系 、 则 方程 3.3.53》〉 了 申 文 献 [29J 给 出 。 
例 5 质量 为 色 、 半 径 为 4 的 勾 质 球 沿 粗糙 水 平面 的 滚动 。 
选 角速度 在 与 固定 任 标 系 相 平行 的 轴 上 的 投影 为 准 速度 ， 即 


=fcosy — Psinbsing, w= sing —Psindcosy, 
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4 二 人 » + 锣 cos0 


则 
$=;— {wsing 2 Jctgh, 8=wcosg t+ wsinyg, 
P =-—:-- FHSing— ‘WCOSY ) Co) 
约束 方程 为 
xX—alBsing —Psingcost) =0, Fraldcosy + Psindsing) =0 
(6b) 
下 是 
N=A0, Y= A: 《CD) 


将 式 ( 4 ) 和 (5c ) 对 革 求 导数 ， 并 将 红果 代 人 人 例 2 中 的 式 (5)， 
恒 得 


S*# = ng (B01+ oto (Ca) 
2 3 3 
假设 球 除 重力 外 不 受 任何 主动 力作 用 ， 旭 方程 (3.3.53) 给 出 
2 二 0， ep 和 i| 
5 5 3 


最 后 ， 讨 论 准 速度 和 淮 加 速度 联合 表示 的 Appell 方程 。 
取 。 个 彼此 函数 独立 的 准 加 速度 


E,=é gs WD,, 1), (gr=1,*,E) (3.3.54) 
设 由 此 可 解 出 
WD = OD,(G sm, ,st), (gr=1,***, ED) (3.3.55) 
于 是 
E 
中， 
00.= D0. (3.3.56) 
v=t Ww 


令 S** 为 S* 中 借助 (3.3.55) 消去 @。 所 得 表达 式 ， 即 
S**(g ,vo eosd) = Sr 0 Dg DH, vt)st) 《3.3.57) 
命题 7 我 们 有 

Mm 


Dm “Dr; -二 3 (3.3.58) 
1=1 
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[证明 ] 

站 Se = 0S* DoO， ES 

光 区- 三 和 oo 
1 


Ea 


T=1 = y= 
利用 命题 6 ， 便 得 结论 。 | 
将 式 (3.3.58) 代入 Gauss 原理 (2.1.26)， 得 到 


5 水 汕 
>{- . 一 +P3* he,=0 (3.3.59) 
Bes 
T=1 
其 中 
后 
2 --- 时 a@, 
2 人 pe ~ (3.3.60) 
PY 二 
因 式 (3,3.59) 中 8%sv 彼此 独立 ， 故 得 
OS** 
pr (xz 一 le) (3.3.61) 
US 


方程 (3.3.61) 是 -- 阶 非 完整 系统 准 速 度 和 准 加 速度 联合 表示 的 
点 PPell 方程 23 )。 

我 们 注意 到 和 ppell 方程 (3,3.44) 的 左 端 是 5S 对 广义 加 束 
度 的 偏 蛙 数 ， 因 此 存 构 造 S 时 不 必 消 去 不 独立 的 广 闷 速度 ， 只 需 
消去 广义 加 速度 了 .-a。 类 似 地 ， 在 利用 式 (3.,3.53) 构 造 S*H 
不 必 消 去 让， 只 人 湛 消 去 f;。 

4. 高 阶 非 完整 系统 的 Appell 方程 

现在 讨论 头 阶 非 完整 系统 的 APppell 方程 。 

假设 系统 受 有 & 个 理想 wm 阶 非 完整 约 来 


rd) 一 0 (B=1,"*,2; S11: "0) 
(3.3.62) 
或 者 写成 
。 Cm- 13 (mr) B=1,r, fol, ,6s 
rra = Pals, dr lost | a ) 


‘EN gg; 3 一 于 oo， 天 


(3.3.63) 
它们 加 在 虚 位 移 84; 上 的 限制 条 件 分 别 为 
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C7 
5 eg (3.3.61) 
s=10 fr 
Ze) 县 [a ty 
Gr (3.3.55) 
Ss=10 fo 


现在 定义 一 ee 


Cr) 1 
2" 二 i r; i 
r=1 t=1 


pp0 ss = 《28232)》 《3.3.66》 


其 中 


当 砚 一 2 上 时， 局 二 S。 令 为 Em 中 与 名 有 关 的 项 则 EF 可 
按 动 能 系数 构造 为 :29 


下 


5 zyr= 了 s=lr=1k=1 
La 3 
dd OB, BBNm, /0B, oT Ve 
人 
(3.3.67) 
命题 8 我们 和 有 
mn pm (tm) 

pe Ng (3.3.68) 


1=1] rs=10g; 
5 证明 3 当 加 =2 时 , 有 
芭 PR 
"OF Um ed < 车 
9,= 3 5 Dm dF: 
s=10 gr r=1 :=1 1=1 


当 3 有 时， 有 


FE {O07) ™N 


E™ :im ry sn 
E00 Bm, “Dogmedr 
sl10 gy. sa=1 Og i=1 


命题 9 我 们 有 
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ER ( 形 之 2，8 一 1 7) (3.3,69) 
O ys BT 


其 中 5 是 Appell 函数 S 对 时 间 1 的 (mw 一 2) 阶 导数 。 
fC 证 明 》 当 味 泣 3 有 布 


Ey 
(m3 2 my 


RY = 2 hire es 
f=1 
[a 
其 中 未 写 出 之 项 不 含 r;:， 玖 有 
2 ™ nr)y 
= mt, 0 
Og i=1 0 gs Og 


当 $0 = 2 时 ， F*= 5。 1 
由 命题 8 和 命题 9 ,及 有 DAlempbert 原理 (2.1.32) 可 写成 


(i + 0,)o y=0, ( 12 2) (3.3.70) 
s=1 Od 

对 《人 ny 
ss=1 Od | 


将 它们 与 关系 (3.3.64) 联合 ， 利 用 通常 的 Lagrange 沫 了 法 ， 
窑 易 得 到 


BE” 9 i 
二 ji > Xe, (12.272,S=1 ,rR) (3.3.72) 
Dr B= 1 dg; 
tm- 名 
7 ? A 
人 D3 jos. {Hi2,8— 1 ,7) 
日 9: B=1 fs 
(3.3. 0 


今 Em 为 1" 中 借助 式 (3.3.63) 消去 g.-s 所 得 表 ee 
则 在 
Em 天 四 Er : 
有 二 2 全 3 
Og HOY, A Oda OF: 
将 式 (3.3.74) 代 人 式 (3.3.70)， 人 (3.3.65)， 上 田 vg. 


的 独立 性 ， 得 到 写 
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0.，, (oO—=1l,*",£) (3.3.75) 
O go 
其 中 
~ HP 
人 :一 人 十 D> Our mi (3.3.76) 
B= 1 QO gs 
两- =) 2 {my} 
令 5 为 S 中 借助 式 (3.3.63) 消去 4.12 所 得 表达 式 ,类 
似 地 有 
了 0， 《一 1 5) (C3.3.77) 
Og 


选 6=# 一 g 个 w，， 它 们 是 gy 守 , ,名 浴 的 一 些 彼此 独立 
的 函数 。 一 般 说 来 ， 它 们 既 不 是 准 速度 ws 的 〈m 一 1) 阶 导数 ， 
也 不 是 准 坐 标 x。 的 za 阶 导 数 ， 其 至 不 存在 7， 使 其 导数 为 


tm- 1》 


w。。 当 吉 二 2 时， 加， 二 仿 , 央 示 淮 加 速度 ， 但 一 般 说 米 并 不 
存在 ov。 这 样 ， 考 虑 到 约束 (3.3.62)， 则 有 


[a pz-【》 lm- 1) 
= PGs Ox s Do 卫 懈 ， (3.3.78) 
则 . 
{1} OFs tm-1) 
dg Dim os (3.3.79) 
os=1 ov 


令 E"* 为 Em 中 借助 关系 (3.3.78) 消去 4 所 得 表达 式 ， 则 有 
ea (3.3.80) 
Ow, s =10 4 Ow, 

特 式 (3.3.80) 代 人 式 (3.3.70), 考 虚 到 式 (3.3.79), 由 8 ww, 的 


独立 性 ， 可 得 到 


PP Dhd 
mi =P;, (oo—=1,"",e) (3.3.81) 
. @v 
其 中 
AS Be， 
P= > 0 一 元 人 (3.3.82) 
-=1 人 os 
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类 似 地 ， 令 ”5 为 "5 中 借助 式 3.3.78) 消 去 2 所 得 表达 式 ， 
则 有 


92 .=P;, (s=1,%,e) (3.3.83) 
例 6 Hamel 例 


一 质量 为 ze 的 质点 在 主动 力作 用 下 在 空间 中 运动 ,点 的 运动 
受 有 二 阶 放 完整 约束 和 1 


2 二 守节 (a) 
现在 用 方程 (3.3,77)， 取 观 二 2。 我 们 有 
= 1 
3 二 他 2 尖 十 这 十 关 训 》 (8) 
S S ; 
2 好 Ys mt 


C0 + 0 -010 O = +O 
方程 (3.3.77) 给 出 
mi(1+ 8) =00+ OP, ml+2)=O0+02 (Cc) 
现 将 约束 方程 《4 》 两 端 对 时 间 # 求 导数 ， 得 


之 二 % 沁 十 种 洲 


我 们 有 
Fi=mr f= 《XE 十 y+ 22) 
Er =m{ sit yD+a( YS +)} 
Le a 
O% OY 
利用 方程 (3.3.75)}， 仍 得 方程 (5 )。 1 


3.3.2 llenos 方程 


1]。 完整 系统 的 lLeHos 方程 
首先 ， 讨 论 广义 坐标 下 的 Heaos 方程 。 
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委 力 学 系统 的 位 形 由 关 个 广 叉 侣 标 ge4S 二 1 有) 来 确定 : 
IIcaoe 造 . -时 数 
KT ¥,) 50,0, (3.3.81) 


ss 二 ] 


其 中 心 为 把 了 人 # 的 二 阶 导数 ， 即 


a 太 闻 + (3.3,85) 
r=1 
共 中 未 写 出 之 项 不 含 外:。 
我 们 有 
> F.) i B36. (3.3.86) 


f=1 
{证 明 2 oe 《2,1.42)， 取 殉 一 2 ， 则 有 


认 -。 二 过 了 Fi* 


这 BF 
一 二 2 Swi 这 


由 式 〈3.3.85) ,得 


df oT 评 Br: 
Ogs OF; i Ogs 
本 十 
OK,._ ~ { | . 
2 DC 04: = J 一 :十 mi 0¢ Og 
NN 
一 > mr — Fb 
1=1 


由 命题 10，Gauss 原理 可 写成 


dK . ; 
.5 一 .3.87 
= B00 (3 ) 
2K. .0, (8=1,.,%) (3.3.88) 
09， 
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这 就 是 完整 系统 广义 华 标 下 的 Jeaoa 方 程 :252。 实 际 上 ， 它 们 与 
入 ppell 方程 (3.3,21) 是 等 价 的 CD。 
其 次 ， 计 论 谁 速度 下 的 Heaoe 方程。 
令 R* 为 尺 中 模 助 美 系 (3.3.5) 消去 9 所 得 表达 式 ， 
命题 11 我 们 右 


OK CORK* ， 
SS 0 省 网 (3.3.89) 
+=1 了 三 上 
[证 明 ] 
”OK* Sak fd 亡 6K ; 
D0 Da dD Dg, | 
Pe ee 00%, ;1 99 
册 命 题 11，Gauss 原理 可 写成 
Ou* 
> 80%.~ {3.3.90) 
由 5@, 的 独立 性 ， 得 到 
"学 
0， (s=1,+,1) (3.3.91) 


方程 (3,3.91) 是 完整 系统 准 速度 下 的 IIegoa 方程 。 
最 后 ， 讨 论 准 速度 和 淮 加 速度 联合 形 示 的 Jeaona 方程。 
令 玉 t* 为 天 *# 中 借助 式 (3.3.14)》 消去 @, 所 得 表达 式 ， 即 
Ke**(gy wo ert) = KR*(gy om, sO (ger ors erst) st) (3.3.92) 
命题 12 我们 有 


DR pa wR 
Do a Be be 《3.3.93) 


5 证 时] 
E 本 好 OK* OD 
2 ds =2 >， BO Ber 
s=1 £5=1kK=1 


趾 命 题 12，Gauss 原理 可 写成 形式 


Ea Pe 
S85, 一 >», 0K -全 
上 =1 


A Be 


于 吉本 
0 (3.3.91) 


了 三 1 
Hey 的 独立 性 ， 得 冯 
让 让 
-一 0， (s=1..,7) (3.3.95) 


这 就 是 完整 系统 叭 速度 和 准 加 速度 联合 表示 的 IIeaoa 六 程 。 
2. 一 阶 非 完整 系统 的 ULeoe 方程 
资 先 ， 这 论 一 阶 非 完 整 系统 广 浆 坐标 下 的 JIeaoe 方程 。 
设 力学 系统 受 有 个 理想 非 完整 约束 〈3.3.34)。 由 原理 (3. 


3.87) 和 关系 (3.3.35)， 利 用 通常 的 Lagraage 和 尼子 法 ， 容 易 
得 到 
ak ~ 他 
B06 性 ， 1 ， (s=1,", 7) (3.3.96) 
2 B=1 2 


这 是 -- 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 带 乘 子 的 Heaoa 方程 。 为 导出 
不 带 乘 子 的 方程 ， 令 长 为 及 中 借助 关系 〈3.3.37) 消去 4..s 并 
借助 关系 《3.3.38) 消去 9.1p 所 得 表达 式 。 

命题 13 ”我们 有 


办 已 ep 
aR 
2 Bg d= 2 0 (3.3.97) 
+=1 o=1 
5 江 明 2 
5, OF (六 OK ov 
2 0 = Dt 了 a 0. 
OK .. 
2 | 
由 命题 13，Gauss 原理 可 表 为 形式 
oR ， 
Dy ry Pt (3.3.98) 
o=1 


“2218 = 


二 -一 人 (5 一 1, vsE)》 (3.3.99) 


这 是 一 阶 非 完 整 系统 广义 坐标 下 的 Llesos 方程。 
例 7 -- 质 旺 为 六 的 质点 受到 速 尊 大 小 为 常 星 的 非 完整 约 
东 ， 试 列 写 它 在 Newton 中 心 引力 场 中 的 运动 方程 。 
质点 所 受 非 完 整 约束 在 球 坐 标 中 表 为 
?+ yos0 + 70 = =—const, 


它 的 动能 为 


1 有 了 
= mr +t pcos 0 + 7 0°) 


于 是 
T=m(77 .+7 peosd + 77 Pcos'0 —r*P Ocos0sing 
+7:08 十 四 2) 
到 =-( 和 2 二 72 的 2cos20 F277PPcos0 一 2 7 的 功 Dcospgsing 
+ ryPcos 0 十 2 ?7 扩 六 cos20 一 272 PBAcostsind 
—r*PBcosdsing i 2 7 天 站 站 十 六 站 2 十 70: + 2 7700) + 
T, =m Pros ~-72 丰 cospsinb) + (77)] 


人 -= 四 (zycos29 — rsin0cosd) + O77I + 
R307-06 —Q, (&) 
方程 (3.3,99) 给 出 


OR 8K 0K a9 
BF OF 69 OF 


一 人 


本 (5) 
DR _ OK ,OK 99 | 
68 88 6 60 
注意 到 
MY 
O- 一 一 一 : QQ.=0 《cy) 


a9 多 0 全 # 


和 cas 80 ~ Peoso (a) 
则 方程 《2 )》 给 出 
py AfY 
多 一 # 邮 2 一 *9zcos28 一 而 多 一 Bg 8tge 一 2 
(ce) 


ri tir sindcosp 7289 +t2r20:tge =0 | 


共 次 ， 讨 论 - 阶 非 完整 系统 准 速度 下 的 eros 方程 。 
仿 K* 为 正中 借助 式 (3.3.46)》 和 {3.3.47) 消去 双 和 他 
所 得 表达 式 ， 即 
K*(g ,oO t=K(g GA Grr of) dr Os Os), t) 


{3.3.100) 
命题 14 我 们 有 
TOK. TOK* 
0 = 2 a0 de (3.3,101) 
f=1 T=1 
Cc 十 明 1 
所 如 
GK™ EK Og 
98 09。 pp Gd: 80 95 
og=1 v=1s=1 
DK CE HG -> 
= .= ! 
pe DO9: 人 095v 这 
出 命题 14， 广 意 到 5, 的 独立 性 ， 得 到 
a (3.3.102) 
Hw, Ms » dd 


这 就 是 “ 阶 非 完整 系统 准 速 度 下 的 eno 方程。 
节 后 ， 讨 论 准 速度 和 准 加 速 凑 联合 表示 的 DeHoe 方程 。 
令 KK#* 为 五 * 中 借助 关系 〈3.3.55) 消去 四 。 所 得 表达 式 ， 
即 
Ka**(g, oss Ed) = Reg 0 Do (gs ,£7),t) 


“220 


(3.3.103》 


容易 征明 下 述 命 题 。 
命题 15 我 们 有 
二 O00, = > oe, (3.3.104) 
由 命题 15， 注 间 到 06。 的 煞 立 性 ， 得 到 
OK*e 
Ge, -一 0， {a=1],**,E) (3.3.105) 


这 是 一 阶 韭 完整 系统 准 速度 和 谁 加 速度 联合 表示 的 enos 注 程 。 
3. 高 阶 非 完整 系统 的 Keuoe 方程 
万 有 TD'Alembert 原理 (2,1.32) 可 写成 Mangeron-l)eleanu 
形式 《2.1.47)， 即 人 3 
Et 67 _ 97) 
DD 0 2 一 {3.3.106) 


取 广 又 cHoB 函数 为 〈2.1. 即 :35 
1 ,mm ‘nn) Ke {4m) 
K”"= {TT -m+ — ,0.4g; (3.3.107) 


s=1 
当 mw 二 2 时 ， 它 就 是 通常 的 eno 图 数 。 由 $2.1 命 题 5， 万 
有 DP'Alembert 原理 成 为 


yD 0 (3.3.108) 
s=1 Og 
将 原理 (3.3.108》 与 关系 (3.3.64) 联合 ， 利 用 通常 的 Lagra- 
nge 弱 子 法 ， 容 易 得 到 
i EE 
0 >， 1 ， (Ss=1, "7) (3.3.109) 
Og B=1 OG qs a 
令 开 ”为 天 "中 借助 式 (3.3.63〉 消去 9g.,s 所 得 表达 式 , 容 
易 证 明 下 述 命题 。 
命题 16 我 们 有 


Ee 


从 my mm nn 
ps (3.3.110) 
:=1 Pa o=1 Og 
由 此 ， 注 意 到 39, 的 独立 性 ， 容 易 得 到 方程 
LS EE (3.3.111) 
邻 K”* 为 Km 中 借助 式 (3.3.78) 消去 9 所 得 表达 式 ， 容 
易 证 明 下 述 命题 。 
命题 17 我 们 有 


dK”™ imr} OK"™* tm-1) 
> 0 g; = ys nO wo (3.3.112) 
和 二 og, og=1 0 ov 


由 此 注意 到 5， 的 独立 性 ， 得 到 方 各 
OK™* 


一 过 -一 0， 《zc 一 1 E) 《3.3.113) 
0 ov 


$3.4 混合 型 方程 


混合 型 方程 主要 有 两 类 。 一 类 是 指 $3.1 一 $3.3 中 所 述 三 
大 体系 方程 中 的 两 大 体系 的 混合 ， 另 一 类 是 指 不 属于 前 述 三 大 体 
系 的 方程 。 


3.4.1 两 大 体系 方程 的 混合 


1. Euler-Lagrange 体系 方程 与 Nielsen 体系 方程 的 混合 
对 完整 系统 谁 坐标 下 的 方程 ， 由 方程 (3.1.30) 和 (3.2.21) 
可 混合 成 下 述 两 种 形式 


“OT 
7 一 本 NG)=P!, (= (3.4.1) 
Ni -加 及 (#4:) =P (s=1,%%,n) (3.4.2) 


= 22 


由 方程 (3.1.31) 和 . (3.2.23) 可 混合 成 下 述 两 种 形式 


好 


E?(T*)- 5 > Ni(on DE-=P!, 


($s=1, °° 1) 
R=ir=l 


(3.4.3) 


w+ 二 站 2 (wr) 
ir=1 


了 {Si ,7) 


(3.4.4) 

对 一 阶 非 完整 系统 ， 准 坐标 下 的 广义 HanxRtraa 方程 (3.1。 

和 3》 和 准 举 标 下 第 一 形式 的 广 义 Nielsen 方 程 (3.2.41)》 可 以 
混合 成 下 述 两 种 形式 


(7 一， ge Ne Ps 本 


NSCT*)— A (z 一 1 s) (3,4.6) 
k=! 
Boltzmann-Hamel 方程 (3.1.94》 和 淮 坐 标 下 第 二 


Nielsen 方程 (3.2.48) 可 以 混合 成 下 述 了 两 种 形式 


(TY + > 二 ‘(wn) 3 了 
r=jt=1 


形式 的 广义 


=Pp:, (d=—=1, E)》 
(3.4.7) 
及 和 
NT*)+ 2 3 - 一 et 3 =Ps, (o>=1,*,e) 
f+ 二 1 灰 = 了 


(3.4.8) 

对 高 阶 非 完 整 系 统 ， 准 坐标 下 的 广义 Harmxrelraa 方程 (3. 

1.118) 和 难 坐 标 忆 的 广义 Nielsen 方程 (3.2.64) 可 以 混合 成 
以 下 两 种 形式 


《9 ~ 1) 
【人 一 lg 
Ea*( 个 eg OT Ne*(y,) =P:, Ps 交 
r=10g 


(3.4.9) 


一 2 


No 了 了 “ > KG ) 一 万 2， (go=1, we) 


: (3.4.10) 
2. Euler-Lagrange 体系 方程 与 Appell 体系 方程 的 混合 
首先 ， 研究 广 闵 谷 标 下 的 混合 型 方程 。 
设 力 学 系统 的 位 形 由 # 个 广义 华 标 来 确定 ， 其 运动 受 有 8 个 
理想 一 阶 非 完整 约束 
站 一 1 oO—=1] ,Ee; 
) 


So eE 一 戏 一品 


(Gers = alg d,s, 1), 
(3.4.11) 
假设 系统 的 加 束 府 能 最 可 以 分 成 两 部 分 
SSG Gd) tt Sg ,ddrast) (3.1.12) 
好 ，S; 中 奴 仿 独立 的 广 光 加 速度 2，3: 中 仅 含 不 狸 的 广 叉 加 
速度 Fis 
命题 1 我 们 有 


. d 7 87 035、 ， 
minor 0 93 od. (3.4.13) 
下 中 S51 为 S) 中 人 :用 多 。 赫 代 所 得 表达 式 。 
5 证 明 ] 
2 OS sy 
id, = dD) d+ > a 
Tg bg 之 66. 4 2 pr De+p 
[3 
Ca Se 四 
es 0 > 0 
=1l 88。 B=1 5 gr=1 Q0s 
E 
83 
= 00。 
的 b5。 gg, ) 
注意 到 


QS BS dd 87 7 


0g» 8, dt 580 89， 


一 .224 一 


则 
05 /du 7 HT 05 
之 和 -二 全 i 
由 此 ， 和 有 雪 (2.1.28)， 便 得 结论 。 | 
将 式 (3.4.13) 代入 Gauss 原理 (2.1.26}， 由 56, 的 独立 
性 ， 得 到 


Gear 67， 3， ~» 于 
at 097 og G8 二 (0,， (oO—=1,*,£) (3.4.14) 


其 中 
(3.4.15) 


方程 (3.4.14) 可 称 为 混合 型 ,的 Heaoa 方 程 。 如 果 约 束 (3.4. 
11) 是 线性 和 的 ， 则 方程 (3.4,14) 成 为 egoB 1924 年 得 到 的 混 
合 型 方程 25。 这 类 方程 对 某 些 问题 有 可 能 兼顾 工 agrange 方程 和 
六 ppell 方程 的 优点 。 

上 述 想 法 容易 推广 到 二 阶 和 更 高 阶 非 完整 系统 。 如 果 系 统 受 
有 引 个 二 阶 非 完整 约束 


Ce yy ils ) 


era= Pa ddst), 
En— gg; S=1l,*,% 


{3.4.16) 
只 要 注意 到 
及 
651 ui _AS Dea 
37 入 ‘+ 和 Bo Bg (3.4.17) 
则 命题 1 仍 成 立 。 方 程 (3.4.14》 仍 成 立 ， 但 此 时 
g 
~ 一 dpa ， > 
Qs=0,+ > QoLp 05. (5 一 yo (3.:4。18) 


B= 1 
如 果 系 统 受 有 8 个 加 阶 非 完整 约束 


0 


rm 
Qe-a— Pod 


i 1) {m1) 


及 一 1 oa i 0=1 verse 
3 fs ,441), { 出 “ “ 
E 过 拖 一 & S$=1,*,7 
i -~- 2 
人 


| (3.4.19) 
YS 村 闪 克 人 


S 


(3 - 2)》 


> Sn {gr, 3 


《ni - 卫 ) 


十 SI (gi, Gr 


tm {+) 


» fs » ed) 


ft 一 上) (my 


,rat) (3.1.20) 
命题 2 我 们 有 


ee G HT 67 0 pd 
Em -5ri 一 (a _eL 8 
3 og=1° df Gg Gg 09, 号 ) 
(3.4.21) 
[证 明 ] 由 $3.3 命题 9 和 10， 有 

tm -2 BE < .2) 

OS a” Ss 

De Orr -S09 = (0 

:=1 s=31 Og;: o=1 bg, 

tm -3) ¥ 
20.3 fy 3 
出 > : 一 Et- )ag。 (a ) 
B=1 69.. -6 89。 
又 
Oa 六 Sn d 07 oT 
四 Aw 7 C b 》 
9, 6 dM gs dg. 
以 及 
m2 tm 2 

GS1 


Gg 8=1 6g 89。 
将 式 (2) 和 (ce》 代 入 式 (4)， 便 得 式 (3,4,21)。 


将 式 (3.4.21) 代入 万 有 DD'Alembert 原 理 (2.1.32)， 由 89。 
的 独立 性 ， 得 到 


(全 - 2 
da 87 7 
0 ol, ) 
CF Ofs Bg, 


一 226 一 


) 


{3.14,22) 


其中 
Pg 上 7 
0,=0.+ 0 0 5 (3.1.23) 
及 = 0g: 


其 次 ， 研 究 淮 坐标 下 的 混合 型 方程 。 
设 力 学 系统 受 有 8 个 理想 一 阶 臣 完 整 约束 


falgs dr: 1)=0, {B= 1, *», &) (3.1.24) 
选 s 个 彼此 廊 数 独立 的 准 速 度 = 。， 使 得 
= (gr oo 有 《3.4.25) 


而 式 (3.4. 3 成 为 恒等式 。 将 式 (3,4.25) 对 f 求 导数 ， 得 到 


i ; O06: 2 D6 
人 Do dr (9m 0 £) 和 Bw ”+ Bt 


{3.4.26) 
假设 系统 加 速度 能 量 可 以 分 成 两 部 分 ， 如 式 (3.4.12), 令 
ug Vos 四 1) 一 og dlr Wo £), 


Ga rr ww 四 有， 有 (3.4.27) 
Si(g, Wo 只。 1)=S vn GGrs Co z) 
feral gr ©,, @,, £1), 2) (94.28) 
别 | 
& E 二 
GSt 0S， 98, OS0 他 
aa。 BY 99，00。 -= Hg Ow, 
[3 
a 7 or O05, , 
I ja (3.4.29) 
a j, . 
u -之 OO (3.1.30) 


和 HD, 
利用 式 〈3.4.29)》 和 Dn 


fed 7 687 
> 9- 站 { 志 ( 训 -外 一 部 ) 


人 


094，_ ds1 
x Bow. Tg jaa。 《3.4.31) 


于 是 得 玫 述 命题 。 
命题 3 我 们 有 


AN E [3 
a a 97. 87 
A Df{ ( d 0， 09， ) 
j=1 og=1 v=1 
* do, ”86。 joo. a 


将 式 (3,4,32) 代入 Gauss 原理 〈2.1.26)、 由 80。 的 独立 
QQ rT TV, 07 Ps 
(ss 这 | ta6, 一， 
(g=1,", 6) (3.4.33) 
共 中 
Pp; = D0 (3.4.31) 
s=1 
方程 (3.4.33) 可 称 为 准 坐 慰 下 混合 型 的 Hesoam 方程 ， 
如 系统 受 有 二 个 理想 交 阶 非 完整 约束 


Cm 
fal(grs f; od) Gd ， 二 一 0 (3.4.35) 
93 4 
可 选 。 个 彼此 函数 独立 的 %。， 使 得 
= ge dere Ms ok) (3.4.36) 


仿 5 可 以 分 戌 S。 和 5， ， 如 式 (3.4.20)， 并 令 


fn -2) 寂 fpy 2) 下 1 -21 相 


二 = Sn 十 SS (3.1.37) 
其 中 LE tm mi 
A (gs, fi. "ey :9 WY,， t} 
im 2 [| 7931 {rm 1) ‘m1) 
= 9 dB, dr, du (Gurr Ca Fis WO, £2),0) 
tm 2)$g R11 rm-1) 


3 (g., 他 ， "0 Wr, 1)= 
一 228 一 


tm 2) IT 一 1 nF! rm-1y [ 


= SVG 


的 了 Ti qd 67 7 
DF dr: = | di Og. 9g, ) 


1=1 末 二 让 三 
tmp} De i 
加 所 @。 (3.4.38》 
Bo Das 
这 个 命题 容易 证 明 。 


将 趟 (3.4.38) 代 入 万 有 DAlempbert 原 理 (2.1.32) ,并 由 8 o。 
的 独立 性 ， .得 到 to) i 2) 相 
7 0 Og OS Pr， 


‘my 1) my 


A a 


»=1 
(Co=1, eye) (3.1.39) 
其 中 【PE 
Pg, 
P:~— 5 .0.0 (3.4.40) 
s=1 D0, 
方程 (3.4.39) 可 称 为 高 险 非 完整 系统 准 坐 标 下 混合 型 的 eHoF 


方程 。 
例 1 罗 环 在 重力 作用 下 沿 粗糙 水 平面 的 纯 潜 动 
首先 ， 应 用 方程 (3.4.14)。 
系统 运动 时 的 动能 为 


一 诗 名 (+ 二) 
+ {A(G + Ysin’p) + CCP+ $cos0)’) C0 
加 速度 能 晤 为 


S 一方 M+ 2 ) + So 


取 允 ,六 章 为 独立 的 广义 加 速度 ， 交 六 ,二 为 不 独立 的 广义 加 还 
一 29 一 


度 ， 则 
S: 一 二 zz( 富 十 祝 二 入) (2) 


系统 所 受 非 完 整 约束 为 "” 
($cosvcosd — Psingsing + Becost)=0 
$+a(¥singcosd + Bcosgsind + Psing)=0 
3 一 zcosg 一 0 
将 其 对 时 间 求 导数 ， 得 _ 
区 一 a(¥cospcos0 一 站 Sinisinp -+ Beosyg — Psingsing 
—286copsing 一 日 2sinwcos0 -~ Psing) 
$=—a(¥$singcosG + eosgsind + Wsing t+ Pcosweosp 
一 2 公有 sinwsing + 2costeosd + PPBcost) (ce) 
5 一 & (cosd — ?sing) 


混合 型 方 各 〈3.4.14) 给 出 为 


da TT_0 0 _o,.4 TT ,03, 
di 3F 6 GP er df 8 60 7 
0 (4g) 


dd 9 7 65 
di 6p Bf 0% 


进行 下 列 运算 


FECL)= -1{Apsin’g +C(P+Bcose cose} 


=mi( ~ acosgcos0) + mj( —dsingcosg) 


— HacosO ($cosd + —2ppsing) 
EA(T)= AB -- {AYisingcosd 
+C(P+YCono){ — $sing)} 


S 4 By 
3 =mi(asingsing) + mi --acosgsing) 


+ m2(acos0) = ma {dg + (Peosd + PP) sino} 
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ET)=C(PB+ Ycos0—YOsing) 


2 =fmi( —acosg) + mi( —asing) 
9 


—ma ($cosd+ PB—2p6sing) 

主动 力 的 元 功 为 

WV = —med2 = ~—mgacos0de 
于 是 

Qs= ~meacosd, Quy=0Q,=0 

0,=0,=0, Oo= —mgacosd 
将 上 述 结果 代 人 方程 ‘4#)， 便 得 

-号 {AYsin:0+ C(PB+ Ycose)cose} 


+ maicost (Becosd + PB —2P0sind) =0 
AB — AB?sinocosd + CCP+ cos0) Psing (e) 
+ ma + Picosnsind + PBsint) = —meacost 
C(OP+ Peosb— POsing) + ma $cosd + BD—2p6sin0)=0 


如 引进 准 速度 2 二 8， 二 ¥sin8，ws 二 Scos0 二 罗 ， 则 方程 《2) 
可 表 为 
本 由 :Sin 十 Casecos8 + Awsw COs — Cwawisind 
+ ma Ww) Cos =—0 
A ~— Awictgd + Comat ma (Di + wwa) (fy 
= ga4cos0 
CO ma da mw )=0 
其 次 ， 应 用 方程 《3.4.33)。 
取 谁 速 讼 如 下 
wi=6, w=$sind, wa=y$cosd+P (Cg) 
贺 环 的 加 速 讼 能 量 为 
S 一 9o+ Si 
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将 式 《&)》 代 入 式 《〈《c )， 并 将 所 得 结果 代入 式 〈 )， 得 


SI 一 mate(ai 十 咖 3 十 2 的 oo 一 2 )》 (> 
方程 (3.4.33) 给 出 为 
( d 7 1 js (局 57 67 ) Ba 
二 ”8 6% /O00 06 60 / Do) 
d 67 67 \ ph 037 _ ps 
Fi dF -Ge ) ge Boon 
Cd: 7 _ 67 并 i d 67 07 ye 
人 下 8p a /dw., dt 88 60 /Ow, 
fd or 8p 8S+ by , 
Ss 89 ~ 0 007 一 Ba 
d 567 yn F(a d 7 27 ) .94 
dt BY ~ 9 os df 868 80 / Dos 
d 07 7T\6p .05+ ,，, 
Ss 6 “Do J 一 人 
共 中 
Pi=—megeacosd, Pi=Ps:=0 (7) 


经 过 计算 ， 方程 (2) 为 
(A+mad di — Avictgd + (C+ Mme) wma= —meacosg 
AB2s + Aw wctgo — Cow= 0 
(C+HmAa) Ds — maww = | 
例 2 Hamel 例 
一 质量 为 专 的 质点 在 空间 中 运动 , 其 运动 受 有 一 阶 非 完 鉴 


2 二 CY (@) 
点 的 加 速 产能 量 为 
S = 六 二 ( 裕 ++ 扣 十) (五 》 


育 黎 了 为 独立 的 广义 加 速度 ， 为 不 独立 的 广 芯 加 速度 ， 则 有 
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> ee » 
ST TMi 方程 (3,4.14) 给 出 为 


a 67 67 683 _ 
二 0.+0- 复 


1 他 7 5 | 
d 07 6 2 位 
人 
好 
HE EY OF OD 十 2 二 Oy + QT (Ca) 
游 将 式 《 4 ) 对 时 间 f 求 导数 ， 有 
2 二 V 兴 十 革 洲 (Ce) 
还 可 应 用 方程 (3.4.22)。 我 们 有 
二 jo( 芝 和 十字 入 十 2)， So 一 和 (和 十 到 3) 
$,=m82, 二 (YX 他 二 XY) 
方程 (3.4.22) 给 出 
d 7 HT .08 G2 
OO 
di Bx Ox Bx -2 
d 8T 条 的 gz (f) 
df “By 二 ay 十 LED Oy ; 0: + 
> Oy dy 
它们 仍 有 形式 (2)。 | 


3。Nielsen 体系 方程 与 Appell 体系 方程 的 混合 
利用 Euler 算 子 与 Nielsen 算 子 之 间 的 关系 ， 容 易 由 方程 
”3.4.14)、(3.4.22)、{3.4.33) 和 (3.4.39) 得 到 下 列 Nielsen 
体系 与 Appeli 体系 的 混合 型 方程 
a7 2.907 0S, __ 方 


“B68 2 3 tag, 一 人 (一 ]，…，5)》 (3,.1.41) 
二 2 人 《gd 一 1 e)(3.4.42) 
dgo DZ,， ac 


= 


€ 有 A 3 
一 (入 2) 她- Re ap, 


1 09. 0g, / BW, 00。 
(3.4.25) 
号 To; 【1 - 2) 本 
并 (好 97 ) 姓 OS 
» [FT 3 芭 深 
2 = 1 04, Og, [2 好 ov 


人 一 1 es) (3.4.43) 


3.4.2 一 类 新 的 混合 型 方程 

， 完 整 系统 的 运动 方程 

设 力学 系统 的 位 形 由 个 广义 举 标 g,(s=1, 2) 来 确定 。 
命题 5 我 们 有 


vy 二 tm) 1 -1) 
Dmiior = T (oT A -2 )ag (3.4.45) 
| | Og [ea Gs gr 
《人 证明] 由 式 (2.1.41), 有 
:pry (3 十: ‘1m) 
95s i i a ri* Or: 
99 二 0g; ei 09'g, 
tm-1} 129} [i 
Sr me) Dm 
Ogs t=1 0 gs r=1 加 gr 
于 是 
CC 人 Cm 一 1》 
A 
dg og /a 多 
NX 


由 此 ， 注 意 到 式 (2.1.34), 便 得 结论 。 
利用 式 (3.4.45)， 万 有 D'Alembert 原理 (2.1.32》 可 写成 
形式 
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oT 3 T a CT》 
人 ., | 
(-2- Ti ee Q:)og =0 (3.4.46) 


*=1 Ogs a fr 
如 果 系 统 是 完整 的 ， 则 式 (3.4.46) 中 的 8& 是 彼此 独立 


的 ， 于 是 得 到 
97 7 x 3 =0;, (8=1, ""*, 1) (3.1.47) 
Gg dg gs 


2. 非 完 整 系统 的 运动 方程 
设 系统 受 有 个 理想 吉 阶 非 完整 约束 
falqds: pi “0 1)=0， (P=1, ", 人 S 一 1，…， 艺 ) 


《3.4.48》 
则 约束 〈3.4.48) 加 在 虚 位 移 34: 上 的 限制 条 件 为 
Te dg, =0, (B=], ,Bg; S=1:*", %) 
s=10 9g 
(3.1.49) 


由 式 (3.4,46) 和 “3.1.19), 利 用 通常 Lagrange 乘 子 法 ， 容易 
得 到 


i rer 1) 

a HT 87 _ 

rn my a 0O; | 5 hy fs 
Oa; fj gr B=1 Og: 


(Ss=1, 人 0) (3.4.50) 
下 面 导出 不 措 乘 子 的 方程 。 令 约束 〈3.4.48) 可 表 为 


Ce》 [Ec ELL 
Gerp = a Gr "opt fr; i) (‘3.4.51) 
于 是 
mel) OP A Te 一 A 
geta 一 bn :ee + as 二 到 BD (mr a 
OF I 到 二 189。 
HP ‘mtr1y 0% 
本 5 3 气 Pp» 士 i i 8 ee 
Y=1 8D9.+， o=1 Ogo 


《FE -1) (my) tp) 


= {gr, gs， ds» Ys Py Yo， i) (3,.4.52) 
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令 了 为 了 中 模 助 式 (3.4.51) 消去 了 .所 得 表达 趟 ， 则 有 


(nm 1) tm 11 


97 HT ， ~ 3 了 0 (3.4.53) 


Cony Im -]) 


了 Ld 
0 gs 0 g, B=-Y Od.rp HO ds 


令 宁 为 下 中 借助 式 (3.4.51) 消去 如 并 借助 式 3.4.52) 消 
去 3,24 所 得 表达 式 ， 则 有 


Y9TF 中 nr: 中 8 了 
a7 :1 1 Do 
a7 oT > 站 世 + 二 六 Im+ty om) 
Gg: Qags B=100Q.+ Og B=10g.1s dgo 
《3.4.84) 
利用 关系 (3.4.53) 和 “3.4.54), 原 理 (3.4.46》 可 变换 为 
€ Be ma) 四 tim- 1! 3 9 
% od 7 ® ¢ 
志 {- 吕 Cg #2 本 区 “ 过 {时 全 2 
C= ws HO go B=1 Bg.rs do 09- 
im 1) 
- i 2 本 + 元 
htg9 8g。 Be Bl op Bg, 
pe [2 
二 C19.=0 {3.4.53) 
其 中 
OP 
> 人 + 3 《3.t.567) 
0 ge 
im) 
由 69, 的 独立 性 ， 得 到 3 
ere ‘mh tom- 1s b 
GE 0 (一 Qa ) 
E42 ‘mm 1) Ct! tm 【3 ) 
89。 Hf qo 8=10d: pn Hqs f ge 


8 2 全 吕 
ES 全 了 Den -( oT 平 HT by Mt)=6 
-DD ad。 3 Gt Tim] 


(d=1, ,Ee) (3.4.57 
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关 是 高 阶 非 完整 系统 广义 坐标 ， 下 的 一 类 混合 型 方程 。 
选 彼此 昧 数 独 立 的 w。， 考 虑 到 起 (3.4.48)， 有 
i a (3.1.58) 


ma 


i= Pdr rr, rs Oo 
特 其 对 有 时间 谋求 导数 ， 得 


wk) (3.4.59) 


11$ 


令 了 了 为 了 中 借助 式 (3. 4.58) 消去 到 所 得 表 近 式 ， 令 他 为 


5 


了 中 自助 式 〈3.4,.58) 消去 也 并 借助 式 (3.4.59) 消去 由 所 得 
表达 式 ， 则 原理 (3.4,46) 可 变换 为 


& T 193 ) 迪 11 一 证 to- 1) 
TT 了 0 区 QF, OP, 
| 芒 让 Ty 二 [2 (人 to | 
og=1 他 ws DO AT, =1 Ogs 0 oo HO Xo 
< df rr -1) 
攻 5 五， % wm, =0 (3.4.60) 
. <=1 2 Ow, 
其 中 
9 SC 0% 0 -5S 
em 一 > i . 人 五 一 > 证 
0 Ao s=1 Ow Og =1 Ow, 
{3.4.61) 
由 wo。 的 独立 性， 得 到 5 
fm ae 1 二 而 tm 1 
Ch 工人 (sw 1) 
[2 01 Ey] nr im it 
O 日 XT, s=1 Og 0 wo 7 ke 
2 OT dw, 
一 >， 8 人 一 正 。， 《2 一 ]，…"，E) 
=1 a 0 w, 
(3,.4.62) 


这 是 高 阶 非 完整 系统 淮 华 标 下 的 一 类 混合 型 方程 。 
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$3.5 正则 方程 


3.5.1 完整 系统 的 Hamilton 正则 方程 
1、Legendre 变换 


研究 变量 ,x 的 国 数 吊 (z:， ，…, Xn)， 它 是 连续 的 且 对 


所 有 变量 有 连续 一 阶 和 二 阶 篇 导数 。 称 隐 数 中 为 母 函 数 ,借助 它 
可 将 旧 变 量 *:，…, %，s 变换 到 新 变 景 


(s=1, Sy 六) 《3.5.1》 
函数 组 y 的 Jacobi 行列 式 称 为 中 的 Hess 行 列 式 , 记 作 五 ( 理 )， 
其 元 素 为 多 对 xx 的 二 阶 偏 导数 


9 中 ai op 
Ox? OX2OX1 OXndT: 
| ae ee 《3.5,2》 
io ao ce 
OXDNn GX2O Xn 


方程 组 (3.5.1)， 可 在 Hess 行列 式 不 等 干 零 的 区 域 上 解 出 
有 间 变 量 ， 得 到 间 变 量 凡 新 变量 表示 的 这 变换 

Ki XY Va), (3 一 1 MUH) (3.5.3) 
这 个 变换 可 每 成 形式 (3.5.1). 为 此 ,引入 新 变量 的 母国 数 区 (viy 
0 


¥( Yi, he Yn) 二 D xr yt BX 村 时 Xn) 


{3.,5.:1) 
R=1 
其 中 有 旧 变量 用 式 〈3.5,3) 替代 。 多 对 入 求 仿 导数 ， 得 
A¥F 一 、Bx ~、 0 中 Ox 
09 +t Bye 雹 xx 5 
利用 式 〈3.5.1》， 则 有 
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6 多 


ee (s=1, %., %) (3.5.5) 
关系 (3.5.1) 和 (3.5.5) 确定 正 变换 和 省 变换 ,组 成 


Lege ndre 迹 换 。 
特别 地 ， 刀 母 函数 多 是 二 次 形 


外 = 也 了 ee 和 (3.5.6) 
=1 大 = 
于 是 有 
H(®)= |a: {3.5.7) 
六 1 矩阵 ai 非 咨 异 ， 即 1， 异 于 零 ， 那 么 线性 方程 组 
= = SD aavks (s= 1， ，%) (3.5.8) 
. =1 
可 解 出 肯 变 量 
;二 Dy btmves (Ss=1, **、 1) 《3.5.9) 
R=1 


逆 空 换 的 母 函 数 ， 据 式 (3.5.1) 和 (3.5.1)， 有 
多 一 > Yek 一 中 一 2 下 一 中 一 中 (3.5.10) 
=1 


而 于 应 以 新 变量 表示 。 这 样 
POD ~ {3.5.11) 

2、 返 动 的 Hamilton 正则 方程 

有 % 个 自由 度 的 完整 系统 的 Lagrange 方程 是 %* 个 二 阶 常 微 
分 方程 ,可 以 用 许多 办 鞭 将 这 个 方程 组 用 2 ** 个 一 阶 方程 来 把 代 。 
例如 ， 取 人 =， 那么 r 可 用 gr 表 出 。 但 这 样 敌 ， 并 没有 带 
来 方便 。 

作为 一 阶 方程 组 的 22 个 变量 ， 可 取 广 六 泽 标 9 … ,9m 
及 广义 速 床 的 线性 范 数 一 一 广 浆 动量 ,Pr 广 艾 动量 定 交 为 
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.97 


Bs 


p= ， {8= 1, °**, %) (3.5。127 


当 广 立 力 在 势 时 ， 在 这 样 选取 变 景 下 ， 返 动 方程 可 写 臧 非常 对 
称 、 非 常 紧 凑 的 形式 ， 称 之 为 正则 形式 .动能 三 作为 广义 速 虎 的 
函数 ， 起 着 由 有 间 灾 最 5 癌 新 变量 加 过渡 的 母 函 数 的 作用 。 它 的 
Hess 行列 式 是 二 次 形 了 的 系数 卸 阵 行列 式 。 这 个 行列 式 不 为 
零 ， 因 此 可 由 式 〈3.5.12) 解 出 
Gp pe, ge, £). (8, R=1, eH) (3.5.13) 

它们 相对 广 叉 动 昌 是 线性 的 。 这 关 个 一 阶 方程 是 正则 方程 的 第 
-- 弓 。 

Legendre 变换 可 将 式 (3.5.13) 写成 另 一 种 形式 。 扰 式 
《3.5.4)， 逆 变换 的 母国 数 为 


¥= 》 志和 一 四 一 和 (ye 为， 下 (3.5.]4) 
s=1 
其 中 广义 巡 度 用 广 头 动 辟 表示 。 按 (3.5.5)， 得 
O¥ 


b= (s=1. «, 1) (3.5.15) 


利用 它 可 组 成 运动 方程 的 第 二 组 。 注 意 到 
Te : 《3.5.16》 


利用 Lagrange 方 各 (3,1.2), 关系 (3.5.12) 及 (3.5.16)， 
得 到 

,= + (s=1 en) (3.5.17) 
这 是 对 变量 9 p; 的 正则 方程 的 第 二 组 。 当 广义 力 有 势 时 ， 它 可 


~ 


bd 


HOgr pr DD=¥+V= pg —T+V 
s=1 


或 
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7 
H= ,p60, -LT=¥+V (3.5.18) 


;=1 
势能 卸 不 依赖 于 广义 动 早 ， 替 代 式 (3.5.15) 和 (3.5.17), 有 
,6H 。 py 
六 二 0p," i (s=1, 7) (3.5.19) 


这 便 是 . 瑞 amnjltom 正则 方程。 沽 足 责 amilton 正则 方程 的 变 蝇 
ys 和 和 I 称 为 正 贴 变 意 起 。 

研究 正则 方程 有 重要 意义 。 首 先 ， 正 则 方程 (3.5.19) 在 形 
式 上 比 Lagrange 方程 要 简单 ， 结 构 上 又 对 称 ， 在 解 许 多 复杂 的 
人 如 天 体力 学 、 摄 动 理论 ， 更 便于 作 普 遍 讨 论 . 其 次 ， 

与 正则 考 程 相 联 系 所 引进 的 新 梳 念 ,如 正则 变节 ,在 力学 和 物理 学 
中 ， 如 统计 物理 ， 量 子 访 学 等 ， 有 很 多 用 途 。 最 后， 由 正则 方程 
建立 了 一 整套 积分 方法 Poisson 定理 ，Jacobi 方法 等 ， 
例 1 Kenler-Newton 空间 问题 

正 显 为 天 的 质点 在 万 有 引力 场 中 运动 ， 爱 质量 为 3 的 中 心 
了 认为 引力 中 心 不 动 。 取 点 的 球 华 标 + ,0 {纬度 )，% (经 
度 ) 为 广义 坐标 。 点 的 动能 为 


Ps FF 十 ?2 总 2 十 z2 护 2cOs20 ) (&) 
势能 为 
ed 
r= 一 二 (5b) 


令 gg 二 了， 492 三 0, G3 二 PW， 则 广 沁 动量 为 


97 os; .7 va 一 .84 2 
办! 一 9 五 :一 Ba = 8， ;二 一 Ba — Mr Pecos'p 


Hazrrilton 国 数 为 


用 二 (et + - 二 =- 学 


2 
y=1 


IIamilton 正则 方程 (3.5.19) 给 出 为 


a aH dH 
7 一 05， 日 一 Bp: 9 p= 0p; 
H H aH Ey 
8 ; hf 
四 一 一 不 9 Pp:= a0 » 村 A 
即 
_p: ; 3 ps 4 
?RP'= mr* 91NN3COS2B 7? 
Pi sing ,, 
6= mri’ PT ricos CF) 


p; ; 
Micos0’ 


罗 二 


3.5.2 非 完 整 系统 的 正则 方程 


为 使 属于 完整 系统 动力 学 正则 方程 的 积分 理论 中 的 某 些 定理 
和 结论 有 可 能 推广 到 非 完整 系统 中 去 ， 我 们 将 非 完整 系统 的 运动 
方程 写成 接近 于 完整 系统 所 建立 的 通常 正则 方程 的 形式 。 

1，Routh 方程 的 正则 形式 

设 力学 系统 的 位 形 由 ?个 广 沁 从 标 9.(s 二 1 …, 2) 来 确定 ， 
系统 的 运动 受 有 一 阶 线性 非 完整 约束 


Le 


Daasrasds t+ ara=0, (P=1, "R$ 一 其 一 &) 
i=1 
(3.5,20) 
系统 的 Routh 方程 为 式 (3.1.47)， a 
(1 02 eT 
di 00 一 Gy; -三 Qi+ ApRe+rare 


a “Hs EHN— 2) (3,5.21) 
如 果 广 又 力 有 势 ， 即 
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人 


aV 
一 


则 方程 (3.5.21) 成 为 


& 

d so or 

dM 0 Gg 2 seerar ， 《3 三 1, "*， 功 
=1 


(3.5.22) 
其 中 L=T-~V, 
引入 Hamilton 畏 数 
H= Dpd—L (3.5.23) 
s=1 
其 中 
oT 
pr 60 (3.5.24) 
为 广 六 动 嘲 。 于 是 有 
H H L 
dn 3 ， = 全 《3.5.25》 
将 式 (3.5.25》 第 二 式 及 式 〈3.5.24) 代 人 式 《3.5.22), 得 到 
i 
B= 一 2 十 > Molt (3.5.26) 
le p21 


村 是 Routh 方程 《3.5.22)》 的 正则 形式 为 
号 


。 SH g AH 
rT op, Pp:=— Bg, 于 dd (s=1;, ***, 1) 


(3.5.27) 

正则 方程 《3.5.27》〉 联 同 约 束 方 程 《3.5.20), 便 可 求解 4， 
p45 作为 时 间 的 负数 。 

韭 完整 系统 Ronth 方程 的 正 由 形式 (3.5.27) 的 第 二 组 比 


完整 系统 的 多 出 了 还 乘 子 的 项 > hgQe:8sro 如 在 运动 微分 方程 积 
B=1 


分 之 前 解 出 4 作为 9, 6 ,1 cp 和 4 的 国 数 ， 则 多 出 的 项 为 
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4，p,t 的 函数 ， 这 样 便 实现 了 正则 化 。 
如果 系统 所 受 约束 是 非 线性 的 
ago Gs £)=0, (B=1,%, g} S=1, *, 1) 
(3.5.28) 
则 Routh 方程 (3.1.45》 的 正 赠 形 式 为 


£ 
,9H a8 ， ” 1 CL 


4;= Hp.” 2p:= 一 Bg; 9，， 了 
(3.5.29) 
其 中 第 二 组 方程 右 端 第 二 项 需 换 成 《〈d， p, 1) 的 基数 。 
例 2 Appbell-Hamei 例 
问题 的 Lagiange 函数 为 
工 一 去 罗 ( 公 十 全 十 纯 ) 一 mgg 《2) 
约束 可 表 为 
/= 全 + 多 一 5 一 0 (8 ) 
在 $3.3 例 5 中 已 解 出 不 定 乘 祁 
ma 


1 一 一 一 -一 一 一 一 一 《C》 
(g++ gi) 
广义 动量 为 


?过 党 BL ep 1 _ 了 
Pim og Ms pe Hs ™ Wa PI gps 0 


Hamilton 的 数 为 


3 
1 号 
H= 2 pd“L= pi tpiirpi)tmeag (6) 
‘=1 


正则 方程 (3.5.29》 的 第 一 组 为 
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E yd A: (Cf) 


#1 = a dy 和 8 一 
为 求 第 三 组 方 程 ， 霜 将 式 (5c) 和 (2) I 以 消 
法 1 种 9:， 我 们 有 
2 
8 


0 8/ 
Og1 O81 


we oy a ty 
rt Gt pi 


mg psp: 
= 一 一 一 一 一 一 (Cg) 
pit pithr ps 


类 似 地 ， 有 
gE psp 
oe 228 pap: < We( pi+ pi:) 
办 :二 TS p= NT 
pit+pi+ttp: pi tpiterp: 
Ch} 
方程 (f).《g) 和 (下 即 为 所 求 正 则 方程 。 | 
2. Jannurua 方程 的 正则 形式 
A 齐 次 、 定 常 的 
Ce Za + Brufus (8=1, ur, &; E=%—£) 
(3.5.30) 


由. 如-ere 中 不 含 g.1v， 系 统 动能 了 中 不 含 4.,:， 昌 势能 广 不 仿 
rr， 则 送 动 方 程 可 写成 形式 《3.1.89)， 即 


4 97 07 - 王 OL (Bao 


df 2。 Gg, | Ofte 0y. 


a 二 
Bgs js.=0, (og=1, ***, £) 


(3.5.31) 
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因 方 程 (3.5.31) 中 信和 包含 独立 的 广 郊 速度 83o(z 一 1 …，<) 以 
及 瑟 其 相应 的 广义 各 标 9。， 因 此 ， 为 了 将 Garrnrrra 方 程 写 成 
正则 形式 ， 只 要 引出 二 x 一 g 个 广 闵 动 量 


pe Br, (o=1, ,6) (3.5.32) 
并 取 函 数 
H= 2, pds—i (3.5.33) 
就 够 T。 于 是 有 
je 计 (3.5.34) 
而 Hannpirag 方程 (3.5.31) 引 问 正则 形式 
ee 
ap, 
此 E 
人 
(a=1], ***, 6) (3.5.35) 


其 中 (6Z/69.12) 表示 695109,1s 中 借助 非 完整 约束 (3,5.30) 以 及 
关系 (3.5.32) 消去 全 部 广 涉 速度 所 得 到 的 表达 式 。 方 程 (3,5， 
35) 组 成 为 确定 9,， po(o 二 1,*…, 5》 作 为 时 间 t 的 函数 的 2: 个 
方程 的 完全 方程 组 。 

3，Boltzmann-Hamel 方程 的 正则 形式 

设 系统 所 受 非 完整 约束 为 线性 、 章 次 、 定 常 的 ， 广 闵 力 是 有 
势 的 ， 则 系统 的 Boltzmann-Hamel 方程 (3.1.95) 可 写成 形式 


a_ 0 ary ， a 
UM bo, dn + 之 0 


(Gg=1, ,6€) (3.5.36) 
其 中 5* 为 工 中 广 闵 速度 用 准 速度 赫 代 所 得 到 的 表达 式 , L* 一 般 
说 来 依赖 于 所 有 谁 速度 ws 二 1, …, 2)。 皇 面 个 维 速度 按 约束 
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方程 左 端 选取 ， 有 


nn 


wp= Ddsdr = 0 (=1, *, a3 E 一 ?一 品 ) 
$=1 
(3.5.37) 
因此 有 
$= > ,Booo， (CS=1 2) (3.5.38) 


方程 (3.5.36) 和 (3.5.38) 组 成 为 确定 4, ou 作为 时 间 了 的 函 
数 的 22 一 & 个 方程 的 完全 组 。 


引入 即 全 广义 动 最 
本 
加 一 中 (s=1, + 1) (3.5.39) 
以 及 函数 及 * 
bad 
H*= 9) po,—L* (3.5.40) 


s=1 


对 式 (3.5.40) 取 变 分 ， 并 注意 到 式 (3.5.39) 和 《3.5,38)， 
得 到 


” 全 
= Eonp + Dpoo,- 0 84. -> 和 
了 二 
本 
gi ys Pp, Ee 而 工 。 


{3.5.41) 
s=1 os 二 1 es 


另 -方面 ， 对 五 *(0 pi, 1) 取 变 分 ， 有 


Ow, 
s=1 4 e100 
”oH* 2 OH* 
= OB, + 了 Por bo; (3.5.42) 
j=1 r=1 


比较 式 〈3.5.41) 和 (3.5.42), 得 到 
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”9 
0 办 OAs 8Tr 
利用 式 (3.5.43}，Boltzmann-Hamel 方程 《3.5.36) 可 表 为 下 
则 形式 


(s=1, +, 81) (3.5.13) 


, 


(ac 一 1 ms) (3.5.44) 
对 方程 (3.5.44) 述 需 如 上 以 下 两 组 关系 。- 一 组 关系 是 由 起 
(3.5.43) 利用 条 件 《3.5.37) 得 到 和 的 ， 即 
So 一 0， 
占用 :re 
另 -- 组 关系 是 式 〈3.5.38)， 利 用 式 〈3.5.43)， 可 写成 


(有 一 4、 ps 一 外 一 8) (3.5.145) 


本 
a (s=1, e+, 2) 《3.5.46) 


了 于 是 ， 方 程 (3.5.44)}、(3.5.45〉》 和 “(3,5.46》 组 成 为 确定 4.， 
prs ws= 1 0 二 1 ,5) 作 为 时 间 t 的 冰 数 的 3% 一 g 个 
塘 程 的 完全 组 。 


33.6 历史 资料 


3.6,1 名 家 介绍 


C.A. danipraH (1869 一 1942) ”俄国 、 荔 联 力 学 家。 他 以 
气体 动力 学 中 的 天 才 发 现 而 知名 。 他 又 是 非 完整 力学 的 英 茜 人 之 
一 。 他 建 六 了 非 完 整 系统 的 9anTpirns 方程 《1897)， 指 出 了 积 
分 ~: 类 非 完 鉴 系 统 方程 的 导出 乘 子 瘟 (1911) 等 。 

.Volterra (1860 一 1940) ”意大利 数学 家 。 他 以 积分 方 
程 中 的 卓越 贡献 而 知名 。 他 又 是 非 完 整 力学 的 黄 基 人 之 一 。 他 提 

了 “运动 学 特性 ”( 即 谁 速度 ) 的 概念 ,得 到 了 非 完整 系统 的 一 
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类 运动 方程 (1898)， 

P. Appell (1855 一 1930) ”法 国 数学 家 、 力 学 家。 他 是 非 
完整 力学 的 次 基 人 之 -~。 他 得 到 了 适合 完整 系统 和 非 完整 系统 的 
一 类 运动 方程 ， 即 Appel 方程 〈1899)。 他 的 5 卷 巴 著 《 理 虱 力 
学 ?是 分 析 力 学 的 名 车 。 

G. Hamel (1877 一 1954) ”德国 数学 家 、 力 学 家 。 他 起 扯 
完整 力学 的 黄 基 人 之 一 。 他 搓 出 了 非 完 整 系统 准 坐 标 下 的 运动 方 
程 (1904), 他 的 著作 4 理论 力学 ? (1949〉 也 相当 有 和 名。 

HT. B. Bopokea (1871 一 1923) ”俄国 力学 家 。 他 是 非 洁 整 
力学 的 黄 基 大 之 一 。 和 他 在 非 完整 动力 学 ， 动 力学 方程 一 一 变换 理 
认 和 积分 理论 ， 出 体 动 力学 以 及 站 体 问题 等 领域 有 过 重要 责 献 。 

班 . IIeaop (1885 一 1967) ”保加利亚 数学 家 、 力 学 家 他 
在 分 析 力 学 中 的 主要 贡献 有 : 提出 非 完整 系统 的 一 类 混合 型 塘 称 
(1924)， 阐 人 阶 方程 《1953》 等 。 


3.6.2 关于 分 析 力 学 的 运动 方程 


本 章 $ 3.1 中 讨论 了 Euler-Lagrange 体系 的 方程 ， 包 插 完 
整 系 统 的 第 二 类 Lagrange 方程 ;一 阶 非 完 整 系 统 的 Routh 方 
程 ，Mac-hMiillaa 方程 ，Yolterra 方程 ，Janmnprrag 方程 和 Bo- 
itzinanu-- 昌 a.nel 方程 ， 以 及 山 阶 非 完 整 系统 的 广义 artplrtnh 
方程 。 

在 $3.2 中 讨论 了 Nielsen 体系 的 方程 ， 也 笑 完 整 系统 的 
Nielsen 方程 ， 一 上 阶 非 完整 系统 的 带 乘 子 的 Nielsen 方程 ，Nie- 
lsen 自然 方程 ， 广 闷 坐 标 下 的 广 耻 Nielsen 方程 ， 谁 举 标 下 第 :一 
形式 的 和 第 一 形式 的 广义 Nielsen 方程: 以 及 高 阶 非 完整 系统 的 
广 又 Nielsen 方程 。 在 $ 3.2 中 还 证 明 了 Euler-Lagrange 体系 
方程 与 Nielsen 体系 方程 的 等 价 关 夭 、 

在 53.3 中 讨论 了 六 ppell 体系 的 方程 ， 世 括 Appell 方程 和 
Heaoa 方程 及 共 近 民 发 展 。 

— 2490'— 


在 $3.4 中 讨论 了 两 类 混合 型 方程 。 一 类 是 上 述 三 大 体系 方 
程 的 两 两 混合 ， 另 … 类 是 新 的 混合 型 方程 。 

在 $3.5 四 讨论 了 完整 系统 和 -- 阶 非 完整 系统 正则 形式 的 
方程 。 

本 章 所 讨论 的 方程 包括 了 工 agranage 力学 和 Hamilton 力学 
的 禁 本 方程 ， 完整 系 统 与 非 完整 系统 的 动力 学 方程 ， 一 阶 非 完 
系统 和 商 阶 非 完整 系统 的 动力 学 方程 。 各 种 各 样 的 动力 学 方程 都 
有 有 各自 的 特点 ， 各 自 的 长 处 和 短处 ， 在 具体 应 用 时 可 按 问 题 的 性 
质 与 需要 洗 用 合宜 的 方程 。 


习 是 


1， 斌 由 XIacs -MIillan 方程 (3.1.55) 出 发 导出 广 祥 arnpirag 方程 
(3,.1.30)。 
2. 试 推导 变质 虽 定 整 系 统 准 坐标 下 的 "Tammeiran 方程 
3 » 
TD ET _ 0 TT 4 OFk _ 60. S50 )= Os + pe 


Dt os 开工 > | Mon “dt Om: DT 
{ts=], ,nn) 


DD 


共 中 并 为 把 质 其 当 作 常数 时 的 偏 导数 记 污 ，-y 为 把 质 基 当 作 常数 时 对 时 


问 的 导数 ， 至 .为 广义 反 推 力 ， 有 
Pe 
二 LA 
这 里 i 为 微粒 分 离 的 相对 速度 。 
3. 试 由 方程 (3.2.33)》 导出 户 区 Xielsen 方程 (3.2.35)。 
4、 试 证 明 ， 对 任意 了 果 数 (wis， Se 1 1), 有 


NE 


其 中 
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5， 投 与 刚体 相国 联 的 轴 为 惯性 主轴 ， 人 速度 在 这 些 轴 上 的 投影 取 为 潍 
速度 os, os, on。 试 证 ， 对 定点 转动 刚体 ， 准 速度 下 的 IIemos 函数 为 
二 (Fo 二 3 十 io3y 中 W003 J3 72) 十 wsdl a 13) 


Ox 


。 Po 
(OSiNE + WCNSPT 
sinp 


+ a. (Js 过 下 六 二 


一 Ou {ms 一 (olsinG 十 wcosp )ctad} 一 DCoicosg 一 wsing) 
并 由 此 导出 Euler 动力 学 方程 。 


6。 试 导出 完整 系统 关于 广义 速 府 的 Lagrange 方程 
位 RY 1 HS 


Nr (s=1,", %) 
其 中 
Jr 
1 a + 
入 = 了 之 dl 
为 系统 的 加 速度 能 后 ， 而 


DR 

了 Dr 

QF= 二 Fi Be 
t= 


这 里 下 ,为 作用 在 第 i 个 质 是 上 的 主动 力 对 时 间 的 导数 。 
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第 四 章 ”分 析 力 学 的 某 些 专门 问题 


分 析 力 学 的 理论 与 方法 广泛 应 用 于 许多 经 典 问题 与 近代 问 
题 。 

本 章 讨 论 运动 稳定 性 和 小 振动 理论 、 刚 体 绕 固 定点 转 动 问 
题 、 相 对 运动 动力 学 、 可 控 力 学 系统 的 分 析 动 力学 、 打 击 运动 的 
分 析 动 力学 、 变 质量 问题 的 分 析 动 力学 、 机 电 系 统 的 分 析 动力 
学 、 事 件 空 间 的 分 析 动 力学 以 及 分 析 动 力学 逆 问 题 等 九 个 彼此 独 
立 的 专题 。 


8$4.1 运动 稳定 性 和 小 振动 理论 


本 节 讨 论 两 个 相关 的 问题 :运动 稳定 性 和 小 振动 .由 Poinca- 
re 和 nnyHoa 创立 的 运动 稳定 性 理论 广泛 应 用 于 陀螺 力学 、 自 
动 控制 、 机 器 的 运转 、 电 力 的 传输 、 飞 行 器 姿态 动力 学 等 方面 。 
小 振动 是 发 生 在 系统 稳定 平衡 位 置 附近 的 振动 。 本 节 简 要 她 讨论 
完整 系统 平衡 的 稳定 性 和 运动 稳定 性 ， 完 整 系统 的 小 振动 ， 以 及 
非 完 整 系统 平衡 状态 附近 的 小 振动 等 。 


4.1.1 完整 系统 平衡 的 稳定 性 和 运动 稳定 性 
II， 完整 系统 的 平生 条 件 及 平衡 位 置 的 稳定 性 
设 系统 的 位 形 由 “个 广义 坐标 gts 一 1…2) 来 确定 ,系统 的 
平衡 位 置 为 gi(s==1,*…,n)。 由 方程 (3.1.11)， 得 到 平衡 条 件 
(一 这 ) + 人 (全 ) .+ (Qo=0, 《3 一 1 sn) 


(ds1.1) 
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如 果 约 束 是 定常 的 ， 则 8? 为 平衡 位 置 的 充 要 条 件 是 


(0.)1= 0, (s—=1,.",%) (4d.1.2) 
通过 简单 的 平移 变换 ， 可 使 平衡 位 置 变 到 
41=4t 二 "二 qs 二 0 (4.1.3) 


定义 1 对 任意 的 :之 0， 总 可 以 找 到 7=?(s)>>04， 使 得 只 
要 在 初始 时 刻 f= i 
[gs |<7, Ig |<y, (S=1, ,7) (4.1.4) 
对 i>to 就 满足 不 等 式 
[gDi<e, lIGlDI<e, (s=1,sn) (4.1.5) 
具有 这 样 性 质 的 平衡 位 置 8; =0(s=1,*…,%) 称 为 稳定 的 平衡 位 
置 。 反 之 ， 不 具有 上 述 条 件 的 平衡 位 置 称 为 不 稳定 的 平衡 位 置 。 
定义 2 所谓 保 守 系 统 是 指 系统 所 受 约束 是 理想 的 、 完 整 
的 、 定 常 的 ， 主 动力 有 势 ， 且 势能 不 显 含 时 间 。 
下 述 定 理 给 出 判别 保守 系统 平衡 位 置 稳 定性 的 准则 。 
定理 1 ‘Lagrange-Dirichlet)〉 如果 在 保 守 系统 的 某 个 
平衡 位 置 上 势能 有 严格 的 极 小 ， 那 么 此 位 置 是 系统 稳定 的 平衡 位 
团 。 
证 明 参 见 文 献 C1,2]。 
2. 完整 系统 运动 稳定 性 的 一 些 概 念 和 结论 
首先 ， 讨 论 一 些 基 本 概念 。 
完整 力学 系统 的 运动 微分 方程 《3.1.11) 可 化 成 2% 个 一 阶 方 
程 ， 记 作 


dy 2 
op 《2 一 1 (4.1.6) 
其 中 必 =22。 令 
= fi(#), (f=1, ,4) (4.1.7) 


是 方程 《4.1.6) 的 一 个 特 解 , 称 之 为 未 扰 运 动 ,其 它 的 运 动 y:(2) 
称 之 为 受 扰 运 动 。 令 
vi= yD)— f(D), (2Z=1,*% ,8) (4,1.8) 
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并 称 之 为 扰动 ， 则 式 《4.1.6) 成 为 


5 = YXit fst) ~ Yi fi tAX (Kit), (1.7 1) 


(4,.1.9) 
显然 有 

Xi(0.1)=0 (4.1.10) 
这 样 , 原 系统 的 未 扰 运 动 就 化 成 以 扰动 所 为 变量 的 系统 的 每 解 ， 
面 原 系 统 未 扰 运 动 的 稳定 性 就 相应 于 系统 (4.1.9》 的 零 解 态 定 
定义 3 如果 对 于 任意 正 数 es， 无 沦 它 多 么 小 ， 总 可 以 找到 
一 信 相 应 的 3 一 36) 六 0， 使 得 对 二 所 有 受 扰 送 动 y= 二 y(1， 当 

其 在 初始 时 刻 纪 = 志 时 请 足 不 等 式 


1 的 和 一 大好 (4.1.11) 
而 在 所 有 .1 站 f; 时 ， 潢 足 不 等 式 
Fe 一 (| ee {4.1.12) 


JIsnya9B 意义 下 不 稳定 的 运动 。 

定义 4 ”如 果 对 于 任意 应 数 <， 无 论 它 多 么 小 ， 总 可 以 找到 
一 个 相应 的 访 数 Y(s)， 使 得 对 于 所 有 受 扰 运动 , 当 芯 初 始 时 刻 to 
H 洞 是 :xi(Ei)| 之 ?， 而 在 所 用 媚 时 ， 满 足 1%x:( 让 | 之 ze， 则 玉 
扰 运 动 是 JanYaon 意义 下 稳定 的 。 

定义 5 如 果 末 扰 运 动 是 稳定 的 ， 并 日 数 ”了 可 选 得 如 此 之 
小 ， 使 得 浇 足 ,x;(in)! 达 ? 的 未 扰 运 动 满足 条 件 

| lim xi(t)==:0 


则 未 扰 运动 称 为 了 Tmmvaos 意义 下 渐 近 稳 定 的 。 
其 次 ， 给 出 关于 稳定 性 和 不 稳定 性 的 一 些 定理 。 
定理 2 (JisnyaHoB) 和 如果 对 十 受 扰 运 动 微分 方程 (4.1.9)， 
可 以 找到 一 个 定 导 函 数 玉 ， 而 由 受 扰 运 动 方 积 求 出 钢 字 是 与 玉 
0 一 


异 叶 的 常 受 败 数 或 者 恒 等 于 堆 ， 则 未 扰 适 动 % 二 0(i==1,*,p7) 
是 稳定 的 。 

定理 3 (JianyHo8) ”如 果 对 十 受 扰 运 动 微分 方程 (4.1.9)， 
可 以 找到 -个 守 习 函数 万 ， 它 具有 无 穷 小 上 界 , 而 由 十 运动 方程 
求 册 的 他 是 与 广 异 号 的 定 号 耳 数 , 则 未 扰 运 动 X: 二 92 二 1,* 1) 
是 渐 近 稳定 的 。 

定理 4 (deTaeB) ”对 于 扰动 方程 (4.1.9)， 如 能 找 到 这 样 


的 沼 数 玉 ， 全 得 在 基 个 区 域 _ DCm): 三 >4， 于 寺 < 杂 ]} 内 ， 


有 :(1) 下 在 V> 0 区 域内 有 界 ;( 2》V 污 0 的 会 域 对 于 任何 的 
tts 及 绝对 值 任意 小 的 变数 x; 都 存在 ; (3 > 大 在 六 > 0 区 域内 
正定 。 那 么 ， 示 护 运 动 x 二 0(i=1,"m',1m2) 是 不 稳 定 的 。 

理 ?2 一 4 的 汪 骨 参见 文献 Ci1 ,2] 或 运动 稳定 性 的 有 尖 专 落 、 

最 后 ， 讨 论 线 性 系统 的 稳定 性 与 核 线 性 近似 来 决定 稳定 性 的 
问题 。 

扰动 方程 《4.1.9》 的 一 个 特殊 情形 是 常 系 数 线 性 系统 


I -Te iYi, (z= 1 ,re ,7) (4.1.13) 


如 令 = [Xi1,* ee 则 可 写成 矩阵 形式 
= A% (4d.1.14) 
鞭 中 


方程 (4.1.14》 的 通 解 为 


eS et f+) er (4.1.15) 
二 了 
其 中 i 是 入 阵 44 的 特征 根 ， 满 足 特征 方程 
det[4 一 4 人 五] 一 1 (4.1,16) 
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由 此 可 得 关于 常 系数 线性 系统 零 解 稳定 性 的 结论 :( 1 ) 如 果 乍 阵 
A 的 特征 根 《i 都 有 负 实 部 ， 则 有 
iim (1)=0 


因此 ， 系 统 (4.1.14) 和 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,( 2 ) 众 阵 4 的 特征 
报 入 中 只 要 有 一 个 具有 正 实 部 ， 那 么 系统 (4.1.14) 的 堆 解 便 是 
不 稳定 的 ， 

特征 方程 (4.1.16) 可 表 劳 况 实 系数 的 代数 方程 


了 CA) 一 GAGE 十 和 一， 《el 人 0) 


(4.1.17) 
方 各 (4 .1.17) 的 系数 组 成 Hurwitz 行列 式 
Gl fa Me 
fn tz fs 
Qa: 
Al= 4 及 :一 | | "太一 Wi! fa 4 
da 好 


0 
jl。 qn fa | 
[a 
我 们 有 Ronth-Hurwitz 条 御 ， 使 方程 (4.1.17》 的 所 有 根 有 负 
实 部 的 充 要 条 件 是 
Ai>0, As>0,",As > (4.1.19) 

线性 系统 的 稳定 性 在 -一定 程度 上 问答 了 非 线性 系统 的 稳定 性 
问题 。 注 意 到 六 :(0, 和 二 0， 可 将 式 (4.1.9) 有 端 在 *;= 二 0(1 一 
1,… ,12) 处 展开 ， 得 到 


= art;, (F= 1, °° ,1) (4.1.20) 


其 中 芒 ; 对 % 的 展开 式 最 低 项 是 二 次 项 。 如 困 在 方程 《4.1.20}) 中 
路 去 高 阶 项 念 ;， 便 得 线性 近似 方程 


dx; 1 
-本 (一 04) (4.1.21) 
1=1 
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当 所 有 站 ; 不 显 含 1 或 为 1 的 周期 函数 时 ，&;; 和 闵 : 也 不 显 含 f 
或 为 1 的 周期 函数 ， 在 这 两 种 情形 下 有 如 下 结论 ;:( 上 ) 如 果 线 性 
近似 方程 (4.1.21) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,那么 原 扰动 方程 (4.1,9) 
的 零 解 也 是 渐 近 稳定 的 ;( 2 ) 如 果 线 性 近似 方程 骨 特 征 根 中 内 少 . 
有 一 个 具有 正 实 部 ， 那 么 原 扰 动 方程 (4.1.9) 的 零 解 是 不 稳定 
的 。 
当 线 性 近 似 方 程 的 特征 根 有 一 部 分 具有 负 实 部 ， 一 部 分 其 有 
零 实 部 的 临界 情形 ， 需 要 研究 非 线性 项 对 稳定 性 的 影响 。 
例 I 炮弹 旋转 运动 的 稳定 性 
假设 雹 弹 质 心 作 勺 速 直 线 运 动 ，8 为 炮弹 轴 与 该 轴 存 发 射 的 
铝 生 平 疝 上 的 投影 之 间 的 夹 角 ，« 为 这 个 投影 与 炮弹 质心 轨迹 之 
间 的 炎 角 ， 则 运动 方程 为 “3? 
A + 4azsimpBecaosp -一 CaGecosB 一 e 尺 sinpcose 
AticnsB—2 AGBsinB +r Cnp =eRsinc 
其 中 C 为 雹 弹 的 轴 惯 性 和 下， 了 4 为 对 过 质心 的 横 轴 的 惯性 宇 ， ?2 为 
炮弹 旋转 角速度 在 其 对 称 轴 鞋 的 常 最 投影 ，。 为 质心 和 压力 中 心 
间 的 距离 ， 玉 为 迎面 限 力 ， 这 些 都 是 常数 。 
方程 (4a ) 有 特 解 
a=t= B=p=0 (5) 
取 此 运动 为 末 扰 运动 ， 将 方程 (4〉 中 第 一 个 方程 乘 以 上 5， 第 二 
个 乘 以 seospB， 然 后 稍 加 并 积分 得 


《CD) 


Fla,g, 8,p)=3Ap: + G2cos283) 
teR(cosacosB -1)=canst. (¢) 
将 方程 (4 ) 中 第 一 个 方程 乘 以 sinx， 第 二 个 乘 以 sinpcosaw ， 
然后 祖 减 并 积分 得 
Fa,G,B,B)=A(Bsina— ocosfsinficose) 
+ CHztkcosacos 和 一 ] ) 一 comst。 (4a) 


这 两 个 积分 (ce ) 和 “(4d ) 部 不 是 定 号 的 。 现 作 - -新 积分 
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Vs iF:,=const, 
其 中 "是 某 合 常数， 我们 有 站 三 0。 将 乓 数 亚 展开 ， 得 
也 = 人 (462+ (Cn eR) Br +2 A448} 


+ {4p + (Cna~eR)a 2 Ba (ee) 


共 中 未 写 出 之 项 是 不 低 于 三 次 的 ， 忽 略 它们 不 影响 下 的 定 号 性 。 
由 此 看 出 ， 只 要 二 次 型 


/Ax + (ChaeR) +2 4 和 (Cf) 
是 正定 的 ， 那 么 擅 将 是 正定 的 。 式 〈) 为 正定 的 充 要 条 件 是 
4 人 > 和 7 一 人 一 CA 二 RD 《号 》 

区 此 得 知 ， 只 要 | 
A>0, Cin’—4d AeR>0 , (C2) 


按 定理 2 ， 运 动 就 是 稳定 的 。 
下 面 研 究 按 线性 近似 来 决定 稳定 性 问题 。 忽 略 方程 (4 》 中 

带 62, 4 及， 以 及 更 高 阶 的 项 ， 有 
AB—Cna—eRB=0, AdG+Cnph eRa—0 (了 ) 
令 Xi 一 ca，32 一 和， 一 6， 和 一 太 ， 则 形 如 (4.1.13) 的 方程 为 


CH eR Cn eR 


YL 于: ba 襄 二 1 和 二 可 和 十 一 人 
特征 方程 (4.1.16》 给 出 
一 人 1 0 
eR Cn 
i 
0 0 一 外 1 一 0 
CH eR 
a 


即 
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由 此 解 得 
+Cni + 4 AecR— Cn 


方 本 (k) 


A 


因此 ， 如 廊 足 
4 AeR—Cm 0 
则 两 个 根 有 正 实 部 ， 未 扰 送 动 是 不 稳定 的 。 如 满足 
4 AeR -Cn <0 
划 特 征 方程 的 四 个 祖 都 是 纯 虚数 。 此 时 ， 有 临界 楼 形 ， 欲 判断 稳 
定性 ， 需 进一步 研究 方程 (4 》 中 的 非 线 性 部 分 。 | 


4.1.2 ”完整 系统 的 小 振动 

小 振动 是 自然 界 和 工程 实际 中 常见 的 一 种 现象 。 用 分 析 力学 
的 方法 研究 力学 系统 的 小 振动 ， 可 以 得 到 具有 极为 概括 的 结果 。 

1. 保守 系统 的 小 振动 

研究 约束 是 理想 双 面 完整 的 、 定 常 的 ， 力 是 有 势 的 ， 且 
全 ;= 0 的 系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 小 振动 。 设 系统 位 形 由 九 个 
广 浆 笃 标 9,(s 二 1,*…:,%) 来 确定 ，、 稳定 平衡 位 置 为 4: 二 刀 。 系统 的 
动能 和 势能 为 


1 n nn | 
T= 2 2 (gn, V =V(g,), (8s=1,* ,1) 


=] 大 =1 
且 
aV 要 ne 
( 和) 人 =0， 《S 一 1 7) 
假设 下 (0) 王 0， 于 是 在 原点 邻近 展开 了 ,下 ， 得 
1 好 5 1 be 为 
7 一 了 dt “0 二 了 ot "(4,1.22) 


其 中 = 二 二 (0)。 式 《4.1.22) 中 的 两 个 二 次 型 的 系数 部 是 党 
数 ， 并 用 分 别 为 广义 速度 和 广义 坐标 的 正定 二 次 型 。 在 小 振动 情 
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形 下 ， 高 阶 项 可 以 略 去 不 计 。 于 是 


好 从 ] 并 人 
-立交 Dangddrs Vo Dengge (4.1.23) 
= 不 =1】 = 1 大 = 


其 中 gyxycn 均 为 带 数 ,||axll，llicrz| 都 是 正定 矩阵 ,将 式 (4.1.23) 
代入 Lagrange 方程 (3.1.4}， 得 小 振动 方程 


Dade temgr) =0, {S=],"*,%) 《4,1.24) 
外 =1 
用 矩阵 表 为 
A¥+Cg=0 (4.1.25) 
i tin 


ErteCln 
C =| LEDCLD 由 自生 | 
| 


其 中 42 一 [go]7， 4=| | 


Got tn CatreeCan 
4，f 分 别称 为 质量 阵 和 刚度 阵 。 
定义 6 振动 系统 的 各 广 闵 坐标 以 同 频 率 、 同 相位 作 谐 振 的 
主 振动 的 表达 式 为 
8 一 3Sinfotl 二 性 )， (Ss=1,",h) (4.1.26) 
其 中 o 称 为 主 频 率 ， 非 零 和 拓 量 [2 tto]7 称 为 与 主 频率 2 相应 
有 的 证 振 型 矢量 。 将 式 (4.1.26) 代入 式 (4.1.24), 得 到 


Dc Oia) =—0, (Ss=1, 7) (4.1.27) 
As=1 
为 保证 主 振 型 矢量 非 零 ， 主 频率 必 妥 满 足 方程 
detLem— oar) 一 0 {4.1.28) 
这 就 是 主 频率 方程 。 


为 用 主 振 动 这 样 的 特 解 来 构造 振动 系统 的 一 般 解 ， 需 要 找 出 
系统 所 有 的 主 频 率 和 所 有 相互 线性 独立 的 主 振 型 。 

定理 5 (展开 定理 ) ”如 果 振 动 系统 的 频率 方程 detKC 一 
44 二 0 的 根 4 互 不 相等 ， 则 系统 的 任 一 振动 均 可 用 主 振 
动 的 线性 组 合 来 构成 。 
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定理 的 证 明 见 文献 [23。 
2。 主 坐标 描述 下 的 自由 振动 与 强迫 振动 
首先 ， 讨 论 自由 振动 。 


设 经 过 韭 奇异 线性 变换 
= Zu kk， (s=1,",1) (4.1.29》 
振动 系统 的 动能 和 势能 可 下 为 
本 06;, V= 耶 可 0 (4.1.30) 


变量 01,…,8 称 为 让 坐标 .利用 主 颂 标 中 的 本 ,六 表达 式 ，LagIr 一 
ange 方程 (3.1.4) 给 出 


,+ AD 一 0 〈《S 一 1 如 ) (4.1.31) 
这 是 分 离 变 量 的 简单 谐振 子 方程 ， 其 通 解 为 
b= Csin( wt + «.,), (Ss=1,**,7) (4.1.32) 


即 每 个 译 坐 标 只 发 生 与 其 相应 的 频率 的 振动, 其 频率 os= vi 
《3 一 lo, %), 而 Css Cs 为 积分 常数 。 广义 坐标 下 的 通 解 为 


nn 
qe= PurCersin( of t an), 《3 一 1，H) (4.1.33) 
天 三 工 


在 主 坐 标 描述 下 ， 当 系统 某 一 主 举 标 发 生 振动 ， 而 其 它 主 坐 
标 全 为 零 时 ， 这 种 运动 正 是 二 振动 。 
其 次 ， 讨 论 强 追 振动 。 
设 在 广义 坐标 和 下 ， 除 由 势能 和 产生 的 有 势力 外 ,还 有 随时 
间 变 化 的 强迫 力 
0Q:= 0.(7), (s=1,"**,%) 
在 变换 〈4.14.29》 下 ， 与 主 坐标 相应 的 广义 力 为 


万 .= > ,akrOu， (s=1,°.,%) (4.1.34) 
大 一 工 
此 了 时 工 agrange 方程 给 出 
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8,+ wi0,= P(E), (s—=1,"*,%) {4d.1.35) 
方程 《4.1.35》 的 通 解 为 
ts 人 CsSinworE 十 cr) 十 有 CE) (S 一 1 《4.1.36) 
其 中 83(1) 是 方 种 (4.1.35) 的 任 一 组 特 解 ， 它 反映 了 系统 的 强 
迫 振 动 部 分 。 第 一 部 分 决定 了 系统 的 自由 振动 部 分 ， 其 中 ;sa 
为 积分 常数 ， 几 初始 条 件 确定 。 假 设 


三 (办 一 必 siagt (4.1.37) 
则 OD rr singt i4.1.38) 
当 强 迫 为 频率 2 与 杀 统 某 一 主 频率 接近 或 重合 ， 且 4 了 0， 和 将 出 
更 共振 现象 。 
例 2 耦合 摆 品 


两 质量 为 呈 ， 长 为 工 的 同样 数学 摆 的 悬挂 点 在 一 水 平 线 上 。 
在 离 悬 挂 点 为 无 处 联 一 刚度 为 六 的 弹 答 。 当 摆 在 铅 垂 位 置 时 ， 弹 
簧 处 十 未 变形 状态 。 试 确定 系统 在 铅 乖 平 面 内 的 小 振动 。 

取 摆 与 铅 下 线 夹 基 iez 为 广义 坐标 .在 平衡 位 置 ep:== wz 
0 附近， 系统 势能 为 


1 、 
Vomel( oir oh) + (0) To vv) bey 


Cy) 
动能 为 
T =m pt pi) ya Pi+9:) C8) 
其 中 a=ml:, c=mel + kh?, b= Rh 
主 闫 率 方程 (4.1,28) 给 出 
| ) 
| 一 5 cag | a 
由 此 得 主 频率 
ee c++B & Eh? 
mE 2 = 2 一 了 2 mF (a) 


方程 〈4,1.27》 中 的 一 个 为 
{cc—Aqg)a— bu 一 0 


即 


对 第 - “个 主 振 动 HC1, 有 
v1=Csin(ot+o), y= Csin(ott+a) 《9 一 23) 


, (Cf) 

对 第 卫 个 主 振动 = 一 az 一 Cr， 有 
= C2sin( wt + x2), Vi = Osin(t wtt Ce) 《9 一 一 乡 .) 
(Eg) 


在 第 个 主 振 动 中 ， 两 摆 处 丁 同一 位 想 ， 弹 葛 不 变形 。 在 第 二 个 
主 振动 中 ， 两 摆 反 位 相 。 
有 了 两 个 主 振动 ， 可 得 到 任何 振动 
PICOSn(ot i oe) + Cosirt tm,i+ os) 
Pt2= Csin(owt + a) — Csin( waft+ os) Ch)l 


4.1.3 非 完整 系统 平衡 状态 附近 的 小 振动 

1、 非 完整 系统 平生 位 置 附近 小 振动 的 特点 

设 力学 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 坐标 9.(s 王 1,…,n》 来 确定 ， 
系统 的 运动 受 有 & 个 线性 齐 次 定常 的 非 完整 约束 


Deed =0, (B=1,,8;e=n—g) {4.1.39) 
s=1 


其 中 系数 es 不 依赖 于 时 间 £ 。 假 设 广 闵 力 是 有 势 的 ， 势 能 VV 
不 含 时 间 上 ， 而 能 量 耗 获 用 耗 散 图 数 严 来 表示 ， 则 系统 运动 微分 
方程 为 
d ar 2 
di 0 09， 


Bb 


£ 
Maerpss Gg? (SsS=1," ,Hh) 
:1 。 
(4.1.40) 
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其 中 工 = 了 人-T。 
现在 设 由 一 4 二 "二 4 二 0 是 系统 的 平衡 位 置 ,由 起 (4.1.39) 
和 (4.1.40) 得 知 ， 在 系统 的 平衡 位 置 上 满足 关系 


gs 
BD ata (0, 0)=0, (Ss=],", 1) 
gs pr 
(4.1.41) 
由 趟 〈1.1.41)》 知 ， 当 非 完整 系统 平衡 时 ，- 区 -不 同 于 完 监 系统 
的 情形 ， 一 般 说 不 等 于 零 。 将 忆 在 平衡 位 置 附近 展开 ， 得 
V=V 0 Ot Cg ty DD SC gt C1.1.42) 
三】 fs=1¢=1 
其 中 
of ov i /a 
GPs (0) Cua= {ga30), 
对 于 小 量 diy ar ns 最 数 工 和 天 如同 完整 系统 情形 
一 样 ， 是 带 常 系数 的 广义 速度 的 齐 二 次 式 


T= 34d FD D BG (4.1.43) 
==1 jl1k=1 


糙 乘 子 的 项 的 线性 化 给 出 


£ 及 好 
5 doar0r= Dt) (a s+ Eastergrt ee ) 
B=1 B=1 


R=1 
£ 8 力 

二 >， 28G1 +arr 十 > ph ABME Ayr 
B=1 B= 1k=1 


£ 
+ 2 ABad at (4.1.44) 
B= 1 1 


_ Waar 


其 中 Cea = Bares 0, "+ ,0), M011 Bq » EE 为 不 定 冬 子 


23 在 系统 平衡 位 置 的 什 。 
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将 式 (4.1.44) 和 (4.1.43》 代 入 式 (4.1.40) 并 注意 到 式 
Cd.1,.41)， 得 到 


万 更 失 名 

2 Ardet 2 Birgdtt 2 ( C3 之 3 ep 
=1 大 =1 大 = A=1 | 

g 


~ 
pe 


Ajar ra = 0, (S 一 T 23) (A.1.:15) 
= 1 


对 这 些 方程 还 需 补充 非 完整 约束 的 线性 化 方程 


> al 4a, = 0, (B=1,", 8) (4.1.46) 
z 二 】 


方程 (4.1.45》 和 4,1.46) 称 为 非 完整 系统 在 平衡 位 置 
2 一 六 = 一 go 一 0 附近 的 小 振动 方程 。 将 形 如 

ge= Me , 2A)= Npse’, (EK= 1 ,ns B= 1,., 8) 
的 和 解 代入 这 些 方程 ， 得 到 特征 方程 


Pi oo Ps pl te tn 
se 


TTTTETITTTETITETEEITEL LETT 


Hn a 
Ps "re am otism'* Cn 


g 一 0 {4.1.47) 
? CI 0 "1 
HNL rr nn 0 + 0 


其 中 
& 
一 二 一 2 ARat pss 
8= 1 


由 特征 方程 得 知 ;( 1 ) 特征 方程 的 系数 气 阵 不 像 完整 系统 那 
样 有 对 称 性 ， 而 大 非 对 称 的 .( 2 ) 特征 方程 有 有 # 个 零 根 。 

非 完 整 系统 小 振动 的 研究 归结 为 研究 线性 微分 方程 (4.1.45) 
和 (4.1.46)。 但 是 ， 按 小 振动 理论 的 通常 标 法 ， 既 不 能 给 出 稳 
定性 的 解答 ， 也 不 能 揭示 有 零 根 的 性 质 。 

2， 非 完整 系统 平衡 状态 的 流 形 及 其 稳定 性 

现 将 方程 (4,1.40〉 写 成 形式 
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d dL 全 < _ 
df Bo og + SNA (s=1, ,1} 


(4.1.48) 
其 中 Q; 为 除 有 势力 以 外 的 广义 力 ， 它 们 可 为 7:，8 的 函数 。 用 
式 《4.1.48) 得 知 ， 非 完整 系统 的 平衡 状态 满足 方程 

站 -+0 十 2 Aatts + 8st = 0D, 《S 一 1 … 3) (4.1.49) 
这 是 关于 n+ g 个 未 知 量 91,45 的 ww 个 方程 ,因此 有 8 个 量 可 以 是 
任意 的 .在 -- 般 情形 中 ,我 们 有 非 完 整 系统 平衡 状态 的 流 形 。 此 流 
形 在 半 维 空 癌 中 组 成 维 数 为 总 的 曲面 Or。 曲面 0s 用 参数 表示 为 

27 = (aA1n Ag) 
在 实际 问题 由 ， 方 程 (4.1.49》 可 能 不 全 是 独 并 的 ， 此 时 平衡 状 
态 的 维 数 将 大 十 8。 

由 于 有 平衡 的 流 形 ， 说 旬 “ 非 完整 系统 孤立 平衡 状态 的 稳定 
性 ”是 没有 意义 的 ， 或 者 说 ， 非 完整 系统 没有 孤立 的 平衡 状态 。 
与 此 相关 ， 关 于 非 完 整 系统 小 振动 问题 的 提 法 本 身 就 应 改变 。 正 
确 提 法 旦 研究 非 完整 系统 在 平衡 状态 的 流 形 附 近 的 小 振动 ， 而 不 
是 在 孤立 半 衡 状态 的 邻 域 。 

可 以 证 明 2， 在 研究 流 形 的 稳定 性 时 ， 可 由 式 〈4.1.47) 简 
单 地 去 掉 零 根 的 办 法 来 得 到 特征 方程 。 对 这 个 特征 方程 ， 所 有 有著 
名 的 稳定 性 判 据 都 化 应 用 。 

例 3 斜面 上 的 下 机 :5 

假 没 委 楼 在 与 水 平 而 成 < 角 的 和 斜 平 面 上 运动 。 设 雪 术 的 刀片 

与 斜面 接触 点 书 的 坐标 为 Y,y， 震 横 绕 垂直 于 斜 平 面 的 直线 的 转 
角 为 6。 质心 C 在 斜 平面 上 的 投影 位 于 答 丰 于 刀片 的 平面 上， 外 
了 为 1。 对 质心 C 的 惯性 半径 为 XR。 系统 的 Lagrange 函数 为 


L= Tm{(t+1gcos0): + (y+ 10sing): + :6} 


—megel y— Lcose)sine Ca) 
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设 系统 受 有 粘性 阻尼 ， 引 人 耗 散 函数 
一 计 z4A( 庆 十 力 ) hb.02} (C28) 
其 中 加 注 0，h 宇 0 分 别 为 滑动 粘 摩 扩 系 数 和 旋转 粘 座 擦 系数 。 
非 完 整 约束 方程 为 
也 一 Xtg8 一 人 《2 ) 
系统 的 Routh 方程 〈4.1.40) 给 出 
号 (t+ 16cos0)+ bit tg 0 


dd,. . 和 上 4 
iS+i0sing) thy + gsine 一 项 = 0 (a) 


名 {l(cos0 + ysing)+ (E+R)O+hd -elsinasing—0 


因此 ， 平 衡 状态 满足 方程 
itg0=0, i=mgsing, sing=0 {ee') 

此 平衡 状态 在 空间 (x,y,，6) 中 组 成 两 个 平 面 : 0 一 0 和 9 一 工 。 
系统 有 一 个 非 完 整 约 束 方程 ， 但 非 完 整 系统 平衡 状态 流 形 的 维 数 
是 2 。 这 是 因为 方程 《。〉》 中 第 一 与 第 三 个 方程 相关 。 设 *= 
十 总 ，V 二 Vo 十 3，9 二 0， 4 二 ho 十 x*， 其 中 xo, Yo,8034o 为 满 
足 方程 (e ) 的 值 ， 即 

iotg0o=0, io=megsing, sinds=0 Cf) 
而 车 ,3?，5 ,x 为 小 盟 。 对 方程 (ec}、(4) 实行 线性 化 ， 有 

=—=0, Stilt +heE+gesing=0 


> 《8 ) 
+ 一 = (+A)G+IE +h e+gltsing = 0 
其 中 加 号 对 应 9 一 0， 而 减 号 对 应 ?一 x+。 方程 C8) 的 特征 方程 为 
| 0 办 0 0 
Prthp 0 士 12 十 gsine 0 
0 pr+pp 0 | 
士 7 太 2 0 (2+ RD +hp+t elsing 0 
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{0 
Bp {RB th + RD) + hIp + hhp+ibelsina} 一 0 (Ch) 
简单 地 去 掉 零 根 ， 研 究 括号 内 的 多 项 式 。 当 8= 工 时 ， 最 后 一 项 
系数 是 负 的 ,这 种 情形 是 不 稳定 的 。 而 当 0=0 时 ， 稳 定性 条 件 ， 
按 Routh-Hurwitz 判 据 为 
A Rh >0 
BL2+R)+h A 


A: 一 | > 
hglsina 记 记 ， 


设 4>>0, 六 >>0， 则 第 一 武 满足 。 第 二 式 成 为 
(12 二 各) 万 > 下 0 Sh Cz 


$4.2 刚体 定点 转动 问题 的 分 析 动 力学 


重 刚 体 绕 固定 点 运动 问题 是 理论 力学 中 最 激 起 好 奇 心 的 问题 
之 一 ， 录 求 刚体 动力 学 问题 的 精确 解 帮 是 分 析 力 学 的 精华 。 

1758 年 Euier 建立 了 刚体 动力 学 为 程 并 给 出 出 体 动力 学 问题 
的 一 般 提 法 。 从 1758 年 至 1959 年 这 二 下 年 间 得 到 了 刚 休 绕 定 点 转 
动 问题 的 十 二 种 解 ， 其 中 三 种 为 通 解 ， 九 种 为 特 解 。 各 种 解 的 发 
现 没有 一 般 方 法 ， 主 要 和 党 研究 者 的 技巧 ， 并 且 在 很 大 程度 上 带 有 
偶然 性 。 

刚体 动力 学 的 新 成 就 是 本 世纪 后 半期 以 苏联 学 者 FI[. B. Xa- 
pAaMOB 为 首 的 一 批 学 者 的 贡献 。 根 据 已 知 积分 将 原始 方 程 组 隆 
阶 的 问题 很 早 就 提出 来 了 ， 但 著名 的 方法 归结 为 异常 笨重 的 、 而 
因此 实际 上 不 适用 的 方程 。Xapxamos 放弃 传统 的 主 辑 ， 引 入 所 
谓 专 门 坐标 轴 ， 新 选取 的 基本 变量 在 此 坐标 轴 中 以 自然 方式 建 
立 ， 因 此 降 阶 基本 完成 。 所 得 的 XapmaxMoa 方程 是 两 个 一 阶 方 
程 。 在 对 质量 分 布 的 一 个 限制 下 ,Xapmaxoaa 将 问 题 归结 为 一 个 
积分 -微分 方程 。 
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本 市 概要 讨论 刚体 动力 学 的 基本 结果 ， 包 括 下 uier-Poisson 
方程 及 三 个 经 典 可 积 情形 ，XapzaaMon 方程 及 其 降 阶 和 问题， 以 扩 
Euler-Poisson 方程 的 芳 干 特殊 可 积 情 形 ， 最 后 讨论 迟 有 非 完 整 
约束 的 刚体 定点 转动 问题 。 


4.2,1 Euler-Poisson 方程 及 三 种 经 典 可 积 情形 


1.Eujler-Poisson 方程 

研究 刚体 在 量力 作用 下 绕 固定 点 0 的 转动 问题 。 设 刚体 总 质 
显 为 并 ,刚体 质心 在 与 刚体 相关 联 的 轴 系 中 的 人 誉 标 为 Xcessze。 
铬 垂 向 上 的 单位 矢量 在 动 系 上 的 投影 为 yY, 六 ,7"。 假 设 动 系 轴 为 
刚体 对 的 惯性 主轴 ， 人 惯性 主 短 为 44,B,C。 刚 休 角 速度 在 动 系 
上 的 投影 为 ,9,+。 上 Her 动力 学 方程 为 


ap 


lf +(C—Bgr=Mpg(zey’ 一 Ye7yY) 


及- 诗 -+ (4A 一 Crp= MageY" 一 zy) (4.2.1) 


‘ i +(B—A)pg=Mg(voY —xoY’) 


在 Euler 动力 学 方程 (4.2.1)〉 中 出 现时 间 # 的 六 个 未 知 随 
数 p,qg,r，7,Y',Y" 以 及 表征 刚体 质量 分 布 的 六 个 常数 4,B,C， 
xcy Yes26o。 为 寻求 这 六 个 未 知 函 数 ， 震 再 补充 三 个 方程 。 由 铬 垂 
向 上 单位 矢量 的 端点 速度 在 固定 坐标 系 中 等 王 零 ， 得 到 
= gy”, -py" rY, 本 一 9yY 一 力 ? (4.2.2) 
0 Poisson 方程 。 

对 六 个 未 知 国 数 尹 ,4,7,Y 了 ,YY 37” 的 六 个 韭 线 性 微分 方程 (+ 

2.1) 和 (4.2.2)， 称 为 Euler-Poisson 方程 。 

2。Euler-Poisson 方程 的 三 个 第 一 积分 

现 将 Euler-Poisson 方 各 (4.2,1) 和 (4.2.2) 写成 形式 


2 


ddr 
3 


dp 

a Pa dR de = 
iy A dy” A 

dl, gq 


P= {Me(z07’ ~ yor) —(C.-B)gr} A 
QO {Mga(xeY” 一 各 7) —{A1—0)rp}B' 
R= {Mg(yeY ~ zoY) —(B -A pq} 


(4.2.3) 


(4.2.4) 


=r7Y gq, 1 =pY ry, 197— py’ 
方程 (4.2.3) 还 可 写成 


dy 
0 Rr 


dy dy” 
1 =: df 


4.2,5) 


为 解 方程 (3.2.1》 和 (4.2.2) 需 昌 知道 入 个 独立 的 第 一 积 


分 。 但 是 ， 由 关系 《4.2.4) 知 ， 忆 ,Q,R,T,7" ,1 不 显 含 了 时间 
上 ， 因 此 只 要 求 得 不 含 纤 的 五 个 第 一 积分 就 够 了 。 进 而 ， 因 1 是 
下 tler-Poissea 方程 的 最 后 乘 子 ， 按 Jacobi 定理 ， 只 要 知道 由 
个 第 ~ 一 积分 就 够 了 。 


zeaosteycsgsc， 然 后 相 加 ， 并 积分 得 
AD+ BatCr:+2 Me(xey 二 yey 二 xy) 一 一 2 (4.2.6) 


《2) 面积 积分 
将 六 个 方程 (4.2.1) 和 (4.2.2) 两 端 分 别 梁 以 yy” 和 


Ap, Bq,Cr, 然后 相 如 :， 并 积分 得 


ApY+ BqY +t CrY"=0s 


《 3》 平凡 积分 ( 刀 僻 积分》 


YY 1 


Euler-Poisson 方 程 的 三 个 不 含 时 间 舶 独立 的 第 一 积分 如 下 : 
《1) 能 量 积分 
将 六 个 方程 (4.2.1》 和 “(4.2.2) 两 端 分 别 乘 以 5,9,? 和 


{4.2.7) 


(4.2.8) 


有 了 这 三 个 经 典 第 一 积分 ， 刚 体 绕 定点 转动 问题 的 解 便 归 绪 


i 


为 寻求 第 四 个 积分 。 

3. Eujer-Poisson 方程 的 三 种 经 典 可 积 情形 

需 补 充 的 第 四 个 第 一 积分 ， 虽 经 众多 数学 家 的 努力 ， 但 在 一 
般 情形 下 尚未 找到 。 在 对 刚体 质量 分 布 的 限制 下 ， 即 对 常数 .4， 


求 得 。 
《1》FEuler 情形 
在 Euler 情形， 有 
:= Ve=26=0 (4.2.9) 


此 时 无 uler 动力 学 方程 〔4.2.1) 有 形式 
ASA-+ (CB)qr=0, 五- 54 + (AL 一 C)y 鸭 -=0， 


dt 
dy ‘(1.2.10) 
C-iy-+{B-A4)pg=0 
将 式 〈4.2.10》 三 个 方程 两 端 分 别 乘 以 4p, Bg 和 Cr， 然后 机 如 
并 积分 ， 得 到 第 四 个 积分 
Ap: 十 万 203 + C= es Cd.2.11) 


(2) Lagrange 情形 
在 Lagrange 和 情形， 有 


A=B, xe= Ve= {4.2.12) 
在 此 和 情形， 方程 (4.2.1) 的 最 后 -- 个 有 形式 
dr _ 
ds 0 
而 第 四 个 积分 为 
zy 一 Cd (yd.2.I3) 


{ 3) KosareBcKa 纺 情形 
在 KogazmreBckag 情形 ， 有 
A= B=2C, ve=zc—0 (4.2.14) 
在 此 情形 ，Euler 方程 (4.2.1) 为 
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dp dg pe -ey . 
2 0 2 tréeY, oe (4.2,15) 
其 中 
c= 


将 方程 〈4.2.15》 第 二 个 乘 以 1 一 一 1 并 与 第 … 个 相 加 ， 
得 s 
2 (ptiD=—ir(piin ticy: (4.2.16) 
将 Poisson 方 积 (4.2.2) 第 二 个 乘 以 让 并 与 第 一 个 相 如 ， 得 
a 
df 
将 式 (1.2.16) 乘 以 (84i)， 式 〈d4,2.17) 乘 以 《一 ce)， 然 后 
枚 加 ， 短 


-人 ?Hi 一 一 (Yi TI ptig) (4.2.17) 


-全 {Pri et Yri7TO}= = —ir{(p +ig)— cl +i7”)} 


它 可 改写 成 
lat P+tig) -ec Yii7 一 一 过 (1.2.18) 
用 (一 i) 代 赫 i ， 重 复 六 而 讨论 ， 得 到 


ln{( pi) (Yi) i (4.2.19) 


将 起 (4.2.18) 与 4.2.19) 相册 ， 并 积分 ， 得 
{Cp -in et Yi OF PI- -ey i)}=e, 
或 写成 | 
(prey) + (2 jg 一 cy7 32 一 cs (4.2.20) 
这 就 是 补充 的 第 一 积分 。 
在 以 上 于 种 情形 ， 问 题 归结 为 求 积分 。 在 前 两 种 情形 中 ， 
Euler-Poissou 方程 的 道 解 表 为 时 间 的 精 图 亢 数 ， 而 在 第 三 种 本 
形 表 为 时 间 的 起 李 贺 函数 ，。 


pr 


4.2.2 Xapnamos 方程 及 其 降 阶 问题 


1. 专门 坐标 轴 中 的 运动 方程 
取 和 任意 直角 有 举 标 系 OF Et, 胃癌 单位 大 斌 elyexyes 固 联 在 
刚体 上 ， 动 其 邱 为 


五 一 Ye 二 Xea t+ Yue 


WD E+ We t+ We 


亲 为 
K=w.L 
共 中 
Li: Li Li 


Fa 一 | Lal Ls, | 


Lul 了 3a Ls’ 
是 惯 显 张 其 ， 于 是 


Ki LW t+ Li t+ Liz;, 


(z=1,2,3) (4.2.21) 
由 此 可 反 解 出 


可; 二 fi; 1X1 二 BizX bias 


(1.2.22) 
其 中 


1 .1 5 
六 二 人 (了 一 工 3)， l= (Tas Ti), 
太志 二 (下 A 
A 2 [了 “12 


1 1 
laa la A (Luu a), = (LL —L2sL), 
1 E 
tala Lata TT) 


A=det(Li;)#0 (4,2.23) 
刚体 的 动能 为 
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= 区 ,= pA 十 上 上 zzw2 十 上 33@ 5) 二 ww 
A (4.2.21) 
将 式 《4.2.22) 代入 式 (4.2,24)， 得 
T 
一 站) 十 天 3X2%3 十 83Y1 十 下 s1YX2 
‘(4d.2.25) 
现 将 坐标 轴 O08.645: 绕 O05. 转 一 角 4, 得 到 新 坐标 系 OS*5:E7， 
动 景 矩 的 新 坐标 记 作 x?,x*,x?， 且 


NI= EI, XXICOSC ~ KISING, Ya XSING + Nacost 


而 动能 为 
1 
T= + Txt + lax: )》 十 瑟 和 2 十 


其 中 辣 ; 容易 于 2i; 表示 ， 特 别 地 
人 一 (al)sin 2 +lssCcos 2 0 
现在 取 
et 
2 8 2 
财 世 一 0， 而 动能 简化 为 
1 
T= > xt thxd tx ) + (Sx + lr)xt (4.2.26) 


现 取 专门 向 标 系 0717:?,， 使 07, 通过 刚体 质心 G, 而 轴 Ozys 
和 03 如 此 放 赎 以 使 动能 有 表 达 式 (4.2.26)。 用 ,diy a2,b1, ba 
代 超 辣 is 用 ,ww Ve 代 赫 x? ,x NES 用 ww,: Dyson 代 
赫 @1,@;,w;。 于 是 ， 动 能 和 人 角速度 夹 为 
Fa av: TARA) i Oyo (1.2.27) 
mar Ot ba Wy=a vt bi Ws tz i Dx 2.28) 
是 重 刚体 绕 半 定点 运动 的 方程 在 专门 坐标 系 中 表 汶 "" 
en A 


外 =(@ V+ (by bs) 


dz 
dy 7 
df (Bax (Dart bs bx rT (4.2.29) 
《这 
= (adv (Bvt Oa) y+ bw + ra 
dr, 
-了 一 (222 十 BX) V2 一 【GE 十 Dx rs 
dr» l 
dr ™ (Gx tO + bd) (7+ DY Yr (4.2.30) 
Ar; 
dr (eax thy it ba) rt (GV + oN) 


中 1 ,72,24 为 钳 重 向 上 单位 矢量 在 专门 绎 标 轴 中 的 投影 ， 而 
一 一 17epc(pc 为 距离 O6)。 
在 专门 坐标 系 中 二 个 经 典 第 一 积分 为 


1 > 2 
Tr + a + tH22° ) 下 (Ue Da ) 世 一 上 一 天 | 本 本 


XE + Vb SV = ph (1.2.32) 
v1 十 v3 十 二] (4.2.33) 
2. Xaranamos 方程 
现在 利用 积分 (4.2.31) 一 (4.2.33) 来 降 阶 方程 〈4 .2.29)、 
(4.2.30)。 用 式 〈4,.2.29) 后 两 个 方程 及 积分 (4.2.31) 米吉 
示 量 v1,v:,v4， 有 


1 
YT = (a toy +A) +t (y+ be) rE 
v= (eA y+ (Div + ba2) VC— Dx + (4.2.34) 
i » dy 
val'= (8— 03% + (OY + bog)e — Bix — 


dt 


一 278 一 


将 成 《4.2.34》 代 入 和 1! 分 《4.2.32》 和 (4.2.33)， 得 到 
‘dd RE {( @: 
小 二 一 = 十 (2 十 有 5 二》 本 区 (a 2 )3 

1 {2 > 1 训 Se 一 本， 

+ (a 一 全 ): } + I AX 一 -#2:=0 (= T°"m) 

a + A Ft ss) + (Bvt bs) ro ! 


十 (qa—&i ) 十 {by 于 bz) yb 入 上 


于 -eyes+ (Bb;y 7 B23) 2 -dX — ey } 2:=0 


(4.2.35) 
出 方 各 (4,2.35》 和 借助 方 各 (4.2.29) 第 ~- 个 消去 1 、 得 到 两 个 
一 阶 方程 


{C0 ad st (by bs)x} (2 dx ) 


+ (BV+ bs) y+ 3) 十 xd 人 a 一 使)22+ 


一 一 ~. 


ee a 
2 
{24:7 DVT — Ox CR aR) vt (bay 

i El bi)s 
ba) EE} + {la atat (Bvt bis)s bar 
十 [CEi 一 人 az) .ys+ Ch 上 

cx 

+ {Cex + ay +o) + (B+ bx-E} 一 rz-0 


《4.2.36) 
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(xz 
是 方 各 (4.2.36) 可 解 出 和 和 -到 -， 有 
Cu ta {a yi (Dy be} Ka + 2 {(a— A) zx 
ed 站 1 个 2 也 
二 (本 pe GIN 十 Go32) 
(8 $b) FE)— 和 (4.2.37) 
be dz 3 
(Vta){(aa) yt dbay)x} Tay = (tz) {laa ) xy 
+ (bvt ba)y -Ox:} + (qx + div + dz ) 


十 《可 多 十 四 性) -2 HV —2R 
其 中 


R= (y+2)1' :+2 mx ! 


2 (ax +A 十 多 222) 水 (Bvt+ D2)x— F} 


| 。 
一 (2 十 32 十 短 ) {a + ya ) 


+ vt br EY -ne (4.2.38) 


方程 (4.2.37) 称 为 Xapxamor 方程 527. 设 由 方 种 (4.2.37) 
解 得 和 = 二 (x)，: 二 2(x)， 将 其 代 人 方程 (4,2.29) 第 一 个 可 求 得 
t 一 x(t)， 再 将 这 些 代 入 式 (4.2.34) 可 求 得 ?1,v3,Y3。 注 意 到 ， 
方 各 (4.2.36》 在 条 件 * 和 天 comst. 肝 牛 是 对 的 ， 因 此 ， 其 中 工 王 
const. 的 解 应 单独 研究 。 还 鉴 注 意 ，XapxaMoB 方程 《4.2.37) 
还 可 归结 为 一 个 二 阶 方程 全 。 

3。 归 结 为 一 个 积分 -微分 方程 

妆 刀 二 0 时，XapAaMosa 证 明 ， 专 门 坐 标 加 中 的 方程 可 归结 
为 一 个 积分 - 徽 分 方程 
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re 


dé 


于 
Re 吓人 「 2 十 1720 
[“* dx J RLV), 人、 


i (a dO E+ (Dig)e dy y(8) ,6) 


XCy(E) ,EY ds 
a dy 3 
(espie 斑 [3(3) 9 )ae)}} 
‘odY 
= (RV Vx 2 天) 了 (4.2.39) 


其 中 

XCV, XT) = (tI —A2 y+ OX 
1 ] (4.2.10) 
I'Y(vV,Y)= 本 (er 一 22)42 + OXY 一 人 十 348a 


而 w: 为 任意 当 数 。 


4.2.3 Euler-Poisson 方程 的 若干 特殊 可 积 情 形 


亚 uler 情形 , Lagrange 情形 和 Kosanescrag 人 情形 是 Euler- 
Poisson 方程 的 通 解 。 如 果 不 仅 对 质量 分 布 团 以 限制 ， 而 上 对 运 
动 的 初始 条 件 也 加 以 限制 ， 则 找到 的 解 为 特 解 。 从 1890 年 到 1959 
年 ， 大 们 总 共 投 到 九 种 特 解 。 

1 Hess 情形 (1890 年 ) 

在 Hess 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 为 

Ye=0, AXE(B—C)=C2(A—B) (Cd.2.41) 
此 时 有 第 四 个 积分 
-xcep + Caor=10 (4.2.42) 

条 件 (4.2.42〉 表示 刚体 动 屋 年 在 固定 点 0 与 质心 和 的 联 线 
上 的 投影 为 索 ， 这 是 对 运动 初始 条 件 的 限制 、 它 是 一 个 特殊 积 
分 。 

2. Bo6etme8.-CTeknea 情形 〈1896 年 ) 

和 在 此 情形 ， 对 刚体 质 明 分 布 的 限制 条 件 为 
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如 一 2 4， Xc 一 3 一 0 《4.2.43》 
此 时 积分 为 
二 8 
r=—0, 4g=4=const., Ag 学 (4.2.11) 
3。CTeknoe 情形 (1899 年 ) 
在 Crexxzos 情形 ， 对 刚 休 质 最 分 布 的 限制 条 件 为 
Ye 一 如 一 0 (4.2.15) 
在 此 情形 有 
， (4-— BA—C0) 
YY Tha CA Nar (4.2.16) 
wo py BCA-C) | 
Ep ae C4 2587) 
Ap— 2B- Ag +(2C—.1)r:=0 (4.2..18) 
p+ 2B -NBF+2C- -ACr= LL 
CO a EE 
m0 MR (4.2.49) 
4. Topwdyee 情形 〈1899 年 》 
在 Topgez 情形 ， 对 刚体 质 景 分 布 的 限制 条 件 为 
ua 二 36 一 0， AC =8(.4A4—2 DB}(B—C) (4.2.50) 
此 | 寺 有 
:_ 4B—34 w(t ip pr 
一 了 et 2 Mexe pg, —Y > Mf exe 《了 ,2， ;1) 
此 中 
3 4 一 4 也 _ 
= Be 22B—C)(2B-—3C) 《4.2.52) 
,A(3474B)( 4B-30)(5C--48) 
32 gxo BC (BC) 
以 及 


BCMgxe _ _. 
CA aABa BIBIcy 4.2.53) 
5，UarnbiryH 情形 (1904 年 ) 

在 HamrzPra8 情形 ， 对 刚体 质 时 分 布 的 限制 条 件 为 
9(2 B— A)(2C ~— A)=1 BC, ve=26=0 (4,2.54) 


此 时 有 
学 
—Y ~ (8+1p7 3) eh a 
(4.2.55) 
其 中 
_{B-AC-A) (一 和 (一 人 4) 
2C—.1 PO 2B~.4 ; 
C3.4—2B) B34—20) = 
a “一 gr (4.2.36} 


而 为 直列 右 程 的 根 


3 a A A ee 
AN2 B+2C3 4) =a A BN oC Me’ 


(4.2.57) 
并 且 有 
Ap?— (2 吾 一 如 (2 太一 3 至 一 (2 人 一 402C 一 3 A)’= 
(4.2.58) 


6。Kowalewski 情形 (1908 年 ) 
在 Kowalewski 情形 ， 对 刚体 质 基 分 布 的 限制 条 件 为 


ey EE 
A=18€ je ， Ve= Zc {4.2.59) 


此 时 有 
一 283 一 


本 ~ 30C725B { Ci 
-Me mt HIGOBT9C) 

(14.2.60) 

以 及 
+m PpP—00) = m= const, (4.2.61} 

其 中 

36 (2 3 (3C—2B):(3C—4B) 
0B—9c)? "2 2B(I0B —9 0) 

《5 为 常数 》 《4.2.62》 


7。Foprdes-JUanxsira 情形 (1900 年 ) 
在 Topades-daamxmran 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限制 条 件 


为 
A=B=4C,， Ye 一 zc 一 0 (4.2.63) 
此 时 有 
dpY+gY) try "=0 (4.2.64) 
以 及 
p+) 一 -Se py const. (4.2.65) 
8.Grioli 情形 (1947 年 ) 
在 Grioli 情形 ， 对 刚体 质 景 分 布 的 限制 条 件 为 
yo=0, V B-C r= A—B zo (4.2.66) 
此 时 有 积分 
{Axop tCzor)g—- Mae(xe t+ 2a)Y’ =0 (4.2.67) 
xepPT Zor= = const. | (4.2.68) 


Bimolzep —ror) (CrE+26) pr 
+ Afe(xE +22) (Xo —267)=D (4.2.69) 
p+9+7?=c=const. C4.2.70) 
9。XapnaMmosa 情形 (1959 年》 
在 Xapnamosa 情形 ， 对 刚体 质量 分 布 的 限 制 条 件 为 
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We=0，(2C 一 4)w 4(C 一 五)(2C 一 4) xc 


C2A>2B (xc<0) (4.2.71) 
此 时 有 积分 
Apcost+Crsinf=n= const. (4.2.72) 
—Ney' Vxi t=g0p + 5r) (4.2.73) 
其 中 


ino_A/ 一 CDCGC= 
9 (C 一 4){13 AC -BCATECYY? 


_C{(A4—B)(C—24) 
CA 4C 二 BA+TC) ? 
(A—B)V x +z2 sino 

26cCOsP —- Xosinp 和 


coso=y 
{4.2.74) 


BOVE cosp 

ZcCOSD— XosSinp 

需要 注意 的 是 ,在 Xapnamosa 情形 中 ,要 求 C>2.4>2B。 
但 是 ， 对 刚体 来 说 ， 这 个 条 件 不 能 实现 ， 因 为 这 与 4-B>C 相 
下 盾 。 毛 来 有 人 人 证明， 这 个 条 件 对 于 充满 无 摩擦 不 可 压缩 流体 的 
回转 刚体 是 可 实现 的 。 

从 本 世纪 六 干 年代 开始 ， 人 们 惜 助 不 变 关系 方法 找到 了 一 些 
新 的 精确 解 :5]。 


4.2.4 带 有 非 完整 约束 的 刚体 绕 园 定 点 转动 问题 


刚体 定点 运动 的 经 典 问题 ， 现 时 因 与 各 种 技术 领域 相关 ， 已 
具有 新 的 意义 。 例 如 ， 飞 行 器 或 应 相对 某 固定 坐标 系 保持 定向 ， 
或 者 按 确定 的 规划 改变 方位 ， 又 如 ， 两 个 人 造 卫 星 的 对 接 ， 这 些 
都 是 具有 非 完整 约束 的 刚体 运动 疝 题 。 

1， 有 非 完整 约束 时 置 刚体 绕 固 定点 的 转动 

研究 一 重 刚 体 绕 固 定点 0 的 转动 ， 此 刚体 的 运动 受 有 约束 ， 
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使 刚体 的 瞬时 转动 轴 总 是 在 与 刚体 相 阁 联 的 平面 x*Oy 上 。 令 角 
速度 在 动 系 OXY'z 中 的 投影 为 21，wz，%w3， 则 所 受 约 东 为 
4 二 全 (4.2,.75) 
一 个 非 完 整 约 率 。 由 $3.3 中 例 3 知 ， 刚 体 绕 定点 转动 的 加 
速度 能 最 存 准 速度 下 下 为 


a ， 
5 一 也 (的 十 天 四 :十 六 加 一 2 .0 —2 fds 


2 71 位 3 外) + (Om OO— Ow I FO Oo— 02 OO— m3) 
+ {Ow — OO) OO— wt fw — is) 
+ (Om — Om) Oo sw Tad 十 大 03) 

旁 虚 到 非 完整 约束 (14.2.75)， 则 


5 、 
,一 pA + D270 0,) 


+ (Ova Dm) Oo— Tawi — 2 ) {1,.2.76) 


APpell 方程 (3.3.53) 给 出 


0s? 06S: ，。 
90 P', 060.7: Ce 


许 
Pi=Afg(267 一 Yey )， 五 :一 JROxoy7“ 一 26y7) (4.2.78) 
将 式 (4.2.76) 和 《4.2.78) 代入 方程 《4.2.77}， 得 
BO Td (Tadt fw) w= Me(2ey — vay’ ) 
D2 — TD twt am)o = Me(xey" ~2c7) 
在 有 非 完整 约束 〈4.2.75》 时，Poisson 方 程 (#4.2,2) 成 为 
一 一 oo Po uy’ (4.2.80) 
方程 〈4.2.79》 联 同 Poisson 方程 (4.2.80)， 可 求解 问题 。 此 
问题 有 两 个 第 一 积分 
了 oo 一 27aoias 十 2 Mg(xeY + yey +2e7") =2 
《4.2.81) 


{4.2.79) 


以 及 
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y+ y+ 2=1 (4.2.82) 
2. 当 作用 力 通 过 固定 点 时 刚体 的 运动 
现在 研究 当 作 用 力 通过 固定 点 上 时， 刚体 绕 定 点 的 转动 问题 。 
为 简单 起 见 ， 令 一 0。 此 时 式 (14.2.79) 成 为 
四 :一 (so: 十 六 sas)o 一 0， 六 十 (7 十 Fa) w=0 
| (4.2.83) 
将 式 〈4.2.83) 第 一 式 乘 以 4,， 第 二 成 乘 以 %;， 然 后 相 如 并 积 
分 ， 得 能 量 积分 
Jiwi+ J202=27 (414.2.84) 
令 
“YY sinx, oz 一 人 -Cosx (4.2.85) 


则 方程 (4.2.83)》 成 为 


i V 玉 os SX 十 a A sinx (414.2.86) 
引进 常数 六 和 < 
2 
P= Fyr TTIt fa), a =actg( V?) 
(4.2.87) 
则 方程 《4.2.86》 成 为 
=khsin(x+ a) (4.2.88) 
积分 之 ， 得 
te(—3 = (4.2.89) 


其 中 + 为 任意 常数 。 
由 式 (4.2.89) 得 知 ，、 当 一 oc 时 ， x 二 xX 一 49, 因此 由 式 
《4,2.85) 得 


oy sine, “一 汪 cosu {4.2.90) 
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[a 


© a ya 
大 V7 a (4.2.91) 


公式 (4.2.90) 和 4.2,91》 表明 ， 刚 体 渐 近 地 近似 于 以 常 角 速 
度 绕 某 直线 转动 。 


8$ 4.3 相对 运动 动力 学 


随 着 近代 科学 技术 的 发 展 ， 对 复 条 力学 系统 的 动力 学 研究 变 
得 越 来 越 重要 。 这 些 复杂 系统 的 运动 包括 载体 的 运动 以 及 被 载 系 
统 相 对 于 载体 的 运动 。 癸 究 复杂 系统 的 运动 ， 可 在 侍 性 坐标 夭 中 
进行 ， 也 可 在 闫 联 于 载体 上 的 动 坐标 系 中 进行 。 用 分 析 力 学 的 理 
论 和 方法 研究 力学 系统 的 相对 运动 动力 学 ， 不 仅 在 表现 形式 上 达 
汉 统 一 ， 而 且 对 复杂 系统 显示 出 优越 性 。 

本 节 计 论 完 整 系统 和 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 方程 。 


4.3.1 完整 系统 的 相对 运动 动力 学 


1. 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 一 般 形 式 

研究 -质点 系 ， 它 出 载体 入 个 质点 (被 载体 ) 组 成 。 设 载 
体 的 运动 给 定 ， 帧 贤 确 定 被 载体 的 运动 ， 并 且 假 定 被 载体 的 运动 
不 改变 载体 事先 给 定 的 运动 规律 。 

设 载 体 的 运动 由 基点 驯 的 速度 马 ' 和 它 的 角 速 痉 吓 来 确定 。 
被 载 质点 相对 惯性 坐标 系 Oxyz 的 位 置 由 矢 径 7; 确定 ， 相 对 与 栽 
体 相 固 联 的 坐标 系 Ox 2 的 位 置 由 矢 径 r; 确定 ， 设 mm 中 不 显 
含 时 间 # ， 即 

六 ri Se (4.3.J) 
用 re 表示 载体 基点 的 矢 径 ， 则 有 
ri=re+r, 
其 中 为 时 间 的 已 知 隔 数 。 和 将 式 《4.3.1) 对 时 间 # 求 导数， 得 
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关 ec 
了 Wr tr (4.3.2) 
+=1 
其 
其 中 六 为 ri 的 相对 导数 。 系 统 绝对 运动 的 动能 为 
~ 
i A ee er 
了 = 2 i 一 2 Mus 十 站 Fe (CE x rr.)+ 2 日 co 
= 
] 
+ mriers +o, Q,+oK! (4.3.3) 
A N 
订 人 是 | Fs 1 .Mi 。 
其 中 订 = Dm 为 被 载体 的 总 质量 ， re nrs 为 被 载体 
f=1 =1 


质心 在 Ox w'z 中 的 笑 径 ，8" 为 系统 在 0O 点 的 惯 盟 张 量 ，Q, 为 
NN 里 
系统 相对 动量 主 矢 ， Q@. 一 > mir;， 尺 ?为 系统 对 基点 OQ 的 相对 


i=1 
N % 
动 监 第 主 矢 :发 ?二 > mir? Xr 将 式 《4.3.3) 写成 形式 
i=1 
T=T,+ T»+T, (4.3.4) 


则 


Te Mo + Moo (Xr) + C4.3.5) 


n=v QQ,+wK, (4.3.6) 
VY 关 
T,= 了 > mrs ers (4.3.7) 
f= 


它们 分 别 为 牵连 运动 动能 ， 混 合 动能 和 相对 运动 动能 。 
现在 由 工 agIange 方 种 (3,1.2) 导 出 相对 运动 动力 学 的 工 ag- 
range 方程 。 将 式 (4.3.4) 代入 式 (3.1.2)， 得 
7 Te) 二 (一 1t) (4.3.8) 
我 们 计算 得 3 
Dr 1 ,00 . 


E,(2'0) 一 :zzo be < ) 和 Og; 2 pa dys 


FT 一 3422 。 2 w(K') (4.3.10) 
这 里 最 号 表示 在 计算 Euler 算 子 时 对 时 间 的 导数 是 在 与 裁 体 相国 
联 的 坐标 系 中 进行 的 。 和 将 式 (1,3， 9)7 和 (4.3.10) 代 入 式 (4.3.8)， 


得 


0 
E{T)~0, — arp. + x yi) 3 二 


2 cy 
二 (K') (4.3.11) 
Dg, 

下 面 说 明 方 积 (4.3.11) 右 端 各 项 [的 力学 意义 。 舌 量 

一 7 一 - 7 
称 为 平 动 运动 的 惯性 力 ， 而 量 
9 Or -地 , 7™" 
划一 -一 :za Og; Re MLC, ~ wx Vr’ 一 sy ~ dg, 


(4,.3.12) 
称 为 : 于 动 运动 的 广义 惯性 力 ， 其 中 到" 为 这 些 力 的 均 纪 场 势能 。 


人 


角速度 投影 的 二 次 形 


La {4.3.13) 
为 离心 力 势 能 ， 而 最 
全 =- = = 2 -ww (4.3.14) 
十 广义 离心 力 。 义 
一 必 。 ~ -mor )》 -= Bo = (4.3.15) 
为 广义 转动 避 竹 力 。 最 后 项 
-ww EK (2wxr, 7) 和 《4.3.16》 
i=1 
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卖 示 广义 Coriolis 惯性 力 ， 同 时 也 可 作为 广义 陀螺 力 


—wEr(K)=1,= ,Yd (4.3.17) 
k=1 
其 中 陀螺 系数 为 
NE 
Or; Or; 
Ye 2cu， Wi A x oi- (4.3.18》 
* 2 DO Bey 而 了 


最 后 ， 将 式 (4.3.12)、(4.3.14)、(4.3.15) 和 (4,3.17) 代 
和信 式 (4.3.11)， 便 得 导 : 


Q 87 -937。 
df 心 i - Og: = 


o 了 
Ba (和 十 了) 十 人 二 1 《一 1 


(4.3.19) 
方程 (1.3.19) 就 是 相对 运动 动力 学 的 Dagrange 方程 。 方 程 左 
端 仅 依 赖 于 由 被 载体 相对 载体 的 位 形 和 运动 所 确定 的 量 。 只 要 在 
方 穆 布 端 纵 主 动力 加 上 出 载体 运动 引起 的 祯 性 力 、 相 对 运动 方程 
就 存 绝对 运动 的 形式 。 
2. 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 几 种 特殊 形式 
下 面 讨论 相对 运动 动力 学 方 委 (4.3.19) 的 儿 种 特殊 形式 。 . 
首先 ， 如 果 载 体 作 平 动 ， 则 有 
“~ 07=71,=0 (4.3.20) 
此 时 方程 (4.3.19) 成 为 


d 37 07 - O17”™ 
dt a “Og (Sl) (4.3,21) 


其 次 ， 如 果 载 体 作 定 点 运动 ， 可 取 固 定点 为 大 点， 于 是 有 
V"=0 (4.3.22) 
而 方程 (4.3.19》 成 为 


d 37, 97. aye 
di Od Og 0 Bg Qt (smlsem,n) 


(4.3.23) 
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最 后 ， 如 果 载 体 作 定 轴 匀速 转动 ， 我 们 有 
一 0O7 一 0 (4.3.24) 


于 是 方程 (4.3.19》 给 出 
d a7T. 87, a 


di 0 9, 0 Gg 
如 取 定 贺 为 02(0z’), 则 


tis, {S 一 ]， ,12) (4.3.25) 


] 
V*— 2 02 2 + vy’?) 
a 21; (3 部 997) 
i=1 04: Dg 2 
于 是 方程 〈4.3.25) 给 出 
qd BT, 507， 
df 0， Bg 
N ， 
Oxi ,OVs 
=0, +o:3, mi (x a ) 


其 i 
a mi (yo Et -7 (Ss=1,°,%) 


r=1 


(4,.3.26) 
在 不 少 情况 下 ， 方 称 (4.3.26) 的 右 端 第 三 项 为 零 。 
3.. 能 量 方程 
现 将 广义 力 0, 分 成 两 部 分 
0:=0;+0Q; 
其 中 0 为 有 势力 


而 07 为 韭 势 力 。 这 样 ， 方 各 (4.3.19》 可 写成 形式 


dd B61, BF. _ 一 一 
af 0 09 OO +2" 十 Or， (3 一 1， 区) {1.3.27) 
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其 中 
工 , 一 六 ,一 记 一 ] 玉 一 了 ” (4,3。23) 
出 式 〈4.3.27) 容易 计算 得 
2 
5 5 GL )= 5 Qig, + > Tsdet Zoo - SS 


本 二 Re =1 


(414.3.29) 
由 陀螺 力 的 性 质 ， 有 
Sg (414.3.80) 
于 是 


DL mm os, OL 
JE 1， 65。 -4 一 二)= 0 (4.3.31) 


方程 (4.3.31) 可 称 为 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 能 量 方程 。 巾 
此 得 下 述 命题 。 

命题 1 如 果 革 ,不 显 含 时 间 t , 韭 势力 为 陀 蝶 力 或 不 存在 ， 
吕 m=0， 则 存在 广义 能 量 积 分 :0 


如 


comst。 (4.3.32) 
人 ofr 
4，、 相 对 平衡 
设 ， 
CC 一 0 一 const,， (人 (S 一 1 到) (4.3.33) 


是 被 载体 的 柑 对 平衡 位 置 。 当 醋 究 被 载体 相对 平衡 时 ， 自 然 握 出 

下 述 问 题 ，〈 1 载体 怎样 运动 才 存 任 相 对 平衡 ; (2 〉 如何 确 
定 可 能 的 相对 平衡 位 置 ;， (3 ) 什么 样 的 相对 平衡 位 置 是 稳定 
的 ， 什 么 样 是 不 稳定 的 。 我 们 限于 研究 载体 的 这 种 运动 : 载体 上 
任何 点 的 加 速度 ， 对 于 与 载体 车 联 的 轴 系 来 说 ， 其 大 小 和 方向 者 
不 改变 。 因 此 ， 厅 点 的 吉 速 讼 和 载体 的 角速度 对 载体 来 说 大 小 和 
方向 保持 不 变 。 此 外 、， 还 假设 方程 (4.3.19) 中 的 广义 力 Q; 不 
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依赖 于 时 间 。 

当 被 载体 处 于 相对 平衡 时 ， 广 义 相 对 速度 9 和 广义 相对 加 
速度 等于零， 因此 ,相对 运动 动能 了 和 陀螺 力 ;也 等 于 办。 
此 外 ， 据 对 载体 运动 所 作假 设 ， 广 义 转动 价 性 力 0 也 等于零 。 
外 方程 (4.3.19)， 得 到 广 又 坐标 97 满足 方程 


一 bs ‘(V+V*)=0 (s=1,"",n) (4.3.34) 


如 果 %# 个 方程 (4.3.34》 有 稻 (4.3.33)《 1 个 或 几 个 )， 那 
么 就 确定 了 相对 平衡 位 置 。 各 对 平衡 位 置 的 稳定 性 可 按 运动 稳定 
性 的 通常 方法 分 别 对 每 个 可 能 的 相对 平衡 位 置 进行 研究 。 

5. 被 载体 相对 运动 微分 方程 的 其 它 形式 

被 载体 相对 运动 微分 方程 的 Jagrange 形 式 (4.3.19)， 可 
变换 为 Nielsen 形式 和 ApPell 形式 。 

命题 2 我 们 有 

NAT)=E(T), (3 一 1 2)》 (4.3.35) 
命题 3 我 们 有 


ET js {4.3.36) 
其 中 5S, 为 相对 运动 的 如 速度 能 量 。 
命题 2 和 命题 3 容易 证 明 ， 
据 命 题 2 ， 方 程 (4.3.19)，(4.3.21),{(4.3.23) 和 (4.3.26) 
可 写成 Nielsen 形式 


A Ts )=0,— + + tr ,9 (Ss=1,r, 7) 
(4.3.37) 
个 F 
NT)=Q0,— Go; (s—= 1 ,h) (4d4.3.38) 
279: 
ar 
CD) 一 中 ~- ng QOr+Ts (s=1y*%n) (4.3.39) 
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(s=1,°*,n) (4.3.40) 
据 命 题 3 ,方程 (4.3.19),(4.3.21)，(4.3.23) 和 (4.3.26) 
写成 Appell 形式 
+ tr (s=1, 7)》 


{4.3.41) 


0. Bg: ， 《3 一 1 各) (4.3.42) 


+ OF (s=1,,m) (4.3.43) 


05, 忆 站 7 DY: 
08, A mx 0 


j 
N ’ 上 
2 RE et ;2), (s=1,"",%) 
| (4.3.44) 
例 1 一 质量 为 % 的 质点 在 重力 作用 下 在 半径 为 4 的 光滑 圆 
管 中 运 动 ， 此 圆 管 以 角速度 。@ 绕 与 其 平面 成 角 并 过 圆 心 的 固 
定 销 重 轴 0z 勺 速 转动 。 研 究 质点 相对 运动 微分 方程 和 相对 平衡 
人 位置。 
此 问题 属于 载体 以 勺 角 速度 。 作 定 轴 转 动 的 情形 。 取 质点 
离 圆 管 最 低 点 张 角 8 为 广义 奉 标 ， 开 相对 运动 的 动能 为 


Ta (a) 
劳 能 为 


V=—meacosocoso (65) 


在 加 管 上 固 联 一 坐标 系 Ox'v'z， 其 中 0z' 与 0z 重 台 ,0y 与 0z 
复 直 月 在 圆 答 平面 内 ，Ox: 与 0 ，0Oz’ 成 右手 系 。 点 的 相对 化 
标 为 


~—acosfsind, Vv =asing, 2 = —acostcoso 
相对 运动 动力 学 的 Lagrange 方程 《4.3.26) 给 出 为 
d OT. 好 a 人 Or : “2 ) 
0 
DOX ,Oy 
人 人 (> B0 一 《56 ) 
即 
xi 人 二 —measingcose t+moasinocosbcos:e (ec) 
这 就 是 所 求 相 对 运动 微分 方程 。 
此 问题 在 在 广义 能 量 积 分 
HL, 
B38 9—L 二 办 
即 


1 : 1 2 » 
pa mad: —mgacosocosc 一 DH sing 十 cosz9sinzc ) 一 大 


Ca} 

此 积分 亦 可 直接 让 方程 ( ¢ ) 积 分 而 得 到 。 

假设 6 一 9 为 相对 平衡 位 置 ， 则 有 
mgeasindocosa + Hoa:sinfcosOocos: =O0 
因此 

sinbuo 一 0 (ee) 
OR Cf) 

UWICoOsa 


方程 ( 。 ) 表 明 ,bo 一 0 或 96 二 7 是 两 个 相对 平衡 位 置 ,在 方程 ( 了) 


中 ， 如 果 - 扫 1， 则 有 解 


2 
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8 一 arccos (| 
HW COSY 


4.3.2 非 完整 系统 的 相对 运动 动力 学 


1。 Euler-Lagrange 形式 的 方程 
首先 ， 讨 论 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 带 科 子 的 方程 。 设 
被 载 系 统 的 运动 受 有 个 理想 非 线性 非 完整 约束 
ago 人 1 二 0， (B=1,, 8 SS 一 1 1) (4,3,45) 
系统 在 惯性 企 标 系 中 的 Routh 方程 为 (3.,1.45)， 即 


Ofs 


天 (7 一 Cr >， hn gg, 


B=1I 
按照 4.3.1 中 的 方法 ， 容 易 将 方程 (4.3.46) 在 与 载体 相 固 联 的 
动 坐 标 系 中 写 出 为 


《3 一 HZ) 《4.3.46) 


区 2._ i i ,of 
到 (DO 访 ， (V ?+ 十 和 和 二 :和 十 它 和 Og » 
(s= 了) (14.3.47) 
这 是 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 Routh 方程 。 
其 次 ,讨论 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 广义 dammparaa 方 
程 。 非 完整 系统 在 惯性 坐标 系 中 的 广义 damxrarrma 方 程 为 (3. 
1.81)， 即 


& ~ & ~ 
7.1) Be > _01 ThE a G1 0 = 0, 


B=1 OGe+8 B=1 DPI。 .6 @ o 
| (az 一 ] ,6) 《1.3.48) 
类 似 于 4.3.1 中 的 讨论 ， 将 = 了 ,+ 了 + 了 代 人 (4.3.48)， 
得 到 
g g 全 
二 .07 Dea 
Oe 舌 Git fe 2 Ogr+a gy, 
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好 
人 
= (VE) 之 Ba 3 + OtT., 


(d=1, + ,e) (4.3..419) 


中 
pc FF Ss 一 OF 
O02= 0: OF Te, TT BD Tun 
B21 4 B=1 Ody 


方程 (4,3,19) 就 是 非 完 整 系统 相对 运动 动力 学 的 广义 本 amprrfe 
方程 %'*” 

2，Nielsen 形式 的 方程 

设 系 统 受 有 非 完整 约束 (3.1.51)， 

命题 4 我 们 有 


NF)=EAT,) + > 3 ee 


(C4.3.50) 
出 $3.2 中 命题 10 容易 证 明 此 命题 。 


将 式 (4.3.50) 代入 式 (141.3.49), 得 到 


Fr )， of 22 
二 > 5 人。 .00-2 > Bqgi+a. 900, 
=-1 


7 5 DBUPF"+F) Dep 2 一 
= 一 -一 V*)-— 加 7 
4 一 多 ) 6 1 D9。.e 69。 es 人 


fc 一 1 ) (C4.3.51) 
方程 (4.3.51) 就 是 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 广 又 Nielsen 
方程 oa。 


3，Appel 形式 的 方程 


命题 5 我 们 有 

OS, 3 Dew 
一 五 7 一 ys 

08, -19 > 六 -和 ee s ao， 


《9g 一 Tece) 《4.3.52) 
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天 中 5S, 为 5; 中 借助 约束 (3.1.51) 消去 3 和 人 所 得 表达 


式 。 
5 证 明 ] 
OS, 8S & HS, be a 
二 "A 一 十 0 过 (T+ > FoetalT ry 
Oda OG, Fe Odern Og Sl Hg 
8 ph E 
se QT, Pa 
FE,(1)— 和 二 i 
: Be 98 61 了 Gu 
OF 1 
=FE,(T) + DK. lL 
B=1 


利用 命题 5、 疙 程 (4.3,19) 可 写成 和 ppPell 形式 


93 nr AVItV) fos 


Co 一) (4.3.53) 
方程 (4.3.53) 就 是 非 完整 系统 相对 运动 动力 学 的 Appell 方 


程 02。 
4. 能 量 方程 
将 广义 力 分 成 有 势 的 8: 和 韭 势 的 Q;:， 有 
ov 
Os a Ogr 


此 时 方程 (4.3.,47) 给 出 
2 + 0 (S=1,"*, nn) 


E,(L)= O2 了 :十 沁 


(C4.3.54) 
用 类 似 于 得 到 式 ‘4.3.31》〉》 的 讨论 ， 我 们 有 


My ; CA L.)= 
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nn 有 


~k 
=>0 ;0 + -加 + rE Mg, 4.3.55) 


A 
由 此 ， 得 到 小 述 命 题 。 

命题 6 如 果 工 ,不 盟 含 i， 非 势力 为 陀螺 力 或 不 存在 ， 
名 =0, 且 约束 方程 对 广义 速度 5 是 齐 次 的 , 则 存在 广义 能量 积分 
0 Wy A (4.3.56) 


例 2 设 载 体 为 一 水 平 而 ， 基 点 0 的 速度 ,在 平面 内 和 角 
速度 w 垂直 于 平面 ， 且 vo 和 都 是 时 间 的 已 知 函 数 。 试 研究 平 
面 上 的 QanTEIrHe 寺村 的 运动 "1。 

假设 下 机 质心 C 在 对 称 轴 “刀片 方向 ) 上 ， 共 在 平面 上 投影 
距 雪 模 与 平面 的 接触 点 五 为 4， 雪 机 对 通过 C 而 垂直 于 水 平 而 的 
轴 的 转动 惯 昌 为 J.。 设 卫 在 动 系 Ox 中 的 众 标 为 x ，y ， 雪 模 
对 称 轴 CP 与 组 Ox 的 夹 角 为 8， 则 非 完 整 约束 为 

y=%tgp Cu) 
系统 家 对 运动 的 动能 为 
1 


T= Fm —absin6)’+ (A + (C5) 


考虑 到 约束 (4 ) 后 ， 有 


六 1 ba 1 
{= Goa toletma’) 入 《ce) 
方程 (4.3.49) 给 出 为 
OT py OL OV’ 
2 (17)C— Oy 2 Oy Ox 
0 » OVI+V®) fy ; 
= ee -+ O03, + Ca) 


BTr yy 0 Oy 
ET) a Tt ay 80 


jo OV B97 =， 
=0,— 4 (V+ Vr*) Oy 368 “+ QF+ Te (e) 


HRC(a), (5 ne c ) 计 算得 


ET)=( = < 之 &sing 


COS2 COS349 


ET )= (+ma yd — wn 


837 - 入 人 -zf -0 
8 了 TY 一 5 TEB 4 40co0s0) 0 CF) 


DT EE 
一 一 一 -一 ur 
a TY n(x tgo + a6cosd) ee ， 


入 志 机 除 受 重力 外 ， 无 其 它 直 动力 作用 ， 则 有 
0.=0, C=0 (&) 
设 基 点 加 速度 在 明定 坐标 系 中 的 投影 为 tnx、@yy， 则 
= IAL 十 GCos0) + any( + sind cosy 
tL vy +Asind) + day(x’ + acosd) sing} 


其 中 多 =m， 于 是 有 


+ 如 如 = te COS{《D 十 名) -Lt aysin(0 + #)) 
se 《下 》 
人 + 可 二 =me 一 -GuxSim(B 二 区 )》 + Aycos (0 + ¥)) 
区 
F"*= 去 {Tet mx tacos0) + (Cy rasing):)} oe: 
因此 
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or BV® dy’ 
Ox Oy AX 


= 一 Ho2C《X + acosd) 


+ (y+ausinf)teh) ($2) 


DV” .aor ” OY 了 
一 一 -二 一- 一 一 一 2 -xsSinb 十 cosB 
B36 bay 六 一 一 Ha (XSinf + ycosd) 


广义 转动 惯性 力 可 计算 得 
@i 一 mW@(3 +asing), 
Qi= ——mo(xacosd + y'sind + a7) — J, 
O% 一 Hx + Aacosf) 
其 中 令 49; 二 x ,gs 二 6， 。 于 是 
0 = O°* 十 i A m0 Vx ted), . 
(C7) 
Os 一 一 说 四 (YUcOs8 t+ vasing +a)— .TO 
广 交 陀 螺 万 为 
~2mawvgcosd t 2 mox tgd, I= —2 Maw Los . 
T=—2 mer +2 mawdsing 
于 是 
mo 2m 六 也 
7 二 caogg ? 二 2 一 2 Haw osp (Ck) 


最 后 ， 将 式 ( 了 )，(&8),，(h)，(#),， (7 ) 和 (六) 代入 方程 


(4 ) 和 (ee},， 得 


( 计 2 x0sing 
HH es 


Cos ovo 上 ) 一 人 tg0 + dgcosg) — 


cos20 


— mp Caecos(0 | 


+ Hux + acosd+ (yy 十 Vsing)tg8] 


6 
> } 了 
+MmHOCY —x tg) +t 2 maw cosd 
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:Sing 
(T+ ma tm mt tgo + abcosn) 一 


Cos? rE 
= IRT Msn +t HI+ arycos(6i+%)) 


+ Am —x Sin + YC0s0) 
of 


a : Be 2 广 
— D(x 4c0s0 十 由 ASINO++ 4 ) -一 J — 2 4 Cp 


$ 4.4 可 控 力 学 系统 的 分 析 动 力学 


可 控 系 统 的 分 析 动 力学 问题 大 和 性 可 以 分 成 广 类 ， 约束 方程 中 
包含 控制 参数 的 ， 带 有 伺服 约束 的 ， 以 及 受 按 控制 的 。 本 闻 讨 论 
这 三 类 可 控 力 学 系统 的 动力 学 问题 。 


4.4.1 带 参 数 约束 系统 的 分 析 动 力学 


众所周知 ， 力 学 系统 的 运动 依赖 于 作用 力 以 及 所 施加 的 约 
束 。 因 此 ， 氢 可 借助 于 力 来 控制 运动 〈 称 为 动力 学 控制 ), 也 可 借 
助 于 约束 来 控制 运动 ( 称 为 运动 学 控制 )。 这 星 我 们 研究 一 类 力学 
系统 ， 它 的 约束 依赖 于 基 些 控制 参数 。 

力学 中 所 研究 的 通常 约 东 是 骨 示 物体 疗 的 接触 条 件 的 。 这 类 
约 来 的 扩 轧 咀 然 是 接 甬 作用 力 ， 它 属于 被 动力 的 范 睹 ， 以 区 别 于 
加 在 物体 上 的 主动 力 。 我 们 这 里 所 研究 的 约束 也 表示 接触 条 件 ， 
但 不 同 于 通常 的 约束 ， 它 的 约束 反 力 不 纯粹 是 被 动力 ， 因 为 这 些 
反 力 不 仅 依赖 于 主动 力 ， 和 而且 一 般 说 来 还 依赖 于 出 现 于 约束 方程 
中 的 控制 参数 ， 主 动 的 作用 可 以 借助 这 些 参数 加 在 系统 的 运动 
上 。 

1， 带 参数 约束 系统 的 微分 变 分 原理 

研究 一 质点 系 ， 点 的 质 昌 为 zi(z 一 loN)， 直 角 坐 标 为 
Xi 二 1] ,3 六 )， 主 动力 在 坐标 轴 上 上 的 投影 为 Xi(2==1,*…， 
3N), 因 此 ， 第 + 个 质点 的 质量 ， 它 的 坐标 以 及 生动 力 在 坐 标 轴 


一 303 一 


上 投影 分 别 为 入- 一 ia 十 坑 ivAay-z X31 Rasy Ns 
号 :，Xv。 设 系统 受 有 思 个 完整 约束 
fristrst) =0, 
(Ply t= 3 NN; r=,l) (4.4.1) 
以 及 8 个 非 完整 约 盯 
palwis ist t)=0, (3=1,,8) (4.4.2) 
开光 + g<3 入。 在 -- 般 情形 下 ,约束 方程 (4.4,1) 和 (4.4.2) 
中 包含 参数 4。 约束 (4.4.1) 和 (4.4.2) 称 为 参数 约束 ， 而 参 
数 4, 称 为 控制 参数 。 
系统 的 虚 位 移 满 足 条 件 


3 3N 
Hf; = Op St 
之 8 Xi=0, 2 axi 一 0 (4.4.3) 


假设 约束 (4.4.1) 和 《4.4.2) 是 理想 的 ， 即 约束 反 力 R; 在 系 
统 虚 位 移 上 所 作 的 元 功 之 和 为 堆 


SN 
> Ridx:=0 (4.4.4) 
i=1 | 
在 理想 约束 下 ， 带 参数 约束 系统 的 D'Alembert-Lagrange 原理 
为 
3 
2 CX) dx (4,.4,5) 
f=1 Bb 
类 似 地 ， 可 建立 这 类 系统 的 Jourdain 原理 
3 
了 CX nd) dt = 0 (4.4.6) 
r= 
和 Gauss 原 埋 
aV 
2 CY mt) d= 0 (1.4.7) 
st 


它们 的 理想 约束 条 件 分 别 为 
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SY 


2 Ridti=0 (4,.4.8) 
和 
I 
~ DRidE=0 (4.4.9) 
1=1 


由 原理 《4.4.5) 一 (4.4.7) 可 以 看 出 ， 积 参数 约束 系统 的 基 
站 微分 原理 与 通常 力学 系统 的 基本 微分 原理 有 相同 的 形式 , 
2. 带 参 数 约束 系统 的 运动 微分 方程 
疙 先 ， 讨 论 Euler-Lagrange 体系 的 方程 。 选 4 一 3 入 -二 个 
广义 从 标 &4s=1 和 2)， 卜 的 直角 坐标 可 表 为 
Ki=xXi(Gtet}, Et=1ly 3 NN 3 一 1 一) 
《4.4.I0) 
将 式 〈4.4.10)》 代入 式 (4.4.1)， 则 后 者 成 为 恒等式 。 令 
Pal rttro tr tI EP a XAG rt), Zid tr st st) ,It t) 


则 韭 完整 约束 (4.4.2) 成 为 


Vly ds, Hesttrst)=0 (4.1.11» 
由 式 (4.4,.10)， 右 
好 { 
; ax: , Ori , 0 Are 1 
cn er Gt Bt (1.4.12) 
s=1 r=1 
因此 ， 仍 有 两 个 经 典 关系 
Axi _ Bre a Xi _ A (1.4.13) 


Gj, Gg” di Dd Bg; 
利用 关系 《4.1.13)， 容 易 将 原理 (1.4.5》 表 为 Euler-Lagrange 
形式 
(0-0 加 二 jog.=1 (4.4.14) 
刻 果 系统 是 完 整 的 ， 则 原理 (4.4.14》 中 各 6g 彼此 独立 ， 
于是 得 到 cm 
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d 0 67 


这 就 是 带 参 数 约 束 完 整 系统 的 Lagramge 方程 。 它 们 与 通常 系统 
的 第 一 类 Jagrange 方程 布 同样 的 形式 .但 是 ,在 方程 (1.4.15) 
中 还 包含 一 些 和 控制 容 数 。 仅 当 给 出 控制 规律 时 ， 方 程 (4.4.15》 
才 是 壬 闭 的 。 

如 果 系 统 是 非 完 整 的 ， 原 理 (4.4.11) 中 的 各 3g. 将 不 是 独 
亦 的 ， 而 要 受到 非 完整 约 吕 《4.4.11) 的 限制 ， 这 些 限制 为 


HY 、 
> 0 一 0， {P=1,",&) (4.1.15) 


由 原型 (4.1.14)〉 和 关系 {4.4.16)， 利 用 通常 的 Lagrange 汪 了 
法 ， 得 到 


d 37 07 2 OF 
ds 0 dg Cr+ 2 ang (CS 一) (4.4.17) 
B 


其 中 4 为 不 定 乘 子 。 方 程 (4.4.17) 就 是 带 套 数 约 东 系 统 的 
Routh 方 各 。 如 将 韭 完 灯 约 束 表 为 


aera Gy {4.4.18) 
利用 原理 (1.4.14) ,可 导出 广义 坐标 干 的 广义 anmmpraa 方程 :49 
£ £ 
日 了 - 7 Dea ~ 
ee 
《ac 一 1,…E) (4.4.,19) 


谁 坐标 下 的 广 艾 Hanrsiran 方程 


ms 
E27™)— 2 0g Fig)=E:, (a=1,% ,6) (4.4.20) 
s=1I . 


以 及 Boltzmann-Hameil 方程 


Cs {Tt) 十 0 FB E;, (5 一 TcE) 
= | 


(4.4.21) 
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必须 注意 ， 尽 管 带 参数 约束 的 非 完 整 系统 的 Euler-Lagrange 形 
id 
程 有 问 样 的 形式 ， 但 是 。 在 带 参 数 约束 系统 的 方程 中 出 现 榨 制 参 
数 。 仅 兴 给 出 控制 规律 时 ， 这 些 方 程 才 是 封闭 的 。 当 然 ， 如 果 系 
统 中 不 出 现任 何 控制 参数 ， 则 这 些 方程 成 为 通常 的 方程。 

其 次 ， 讨 论 Nielsen 体系 的 方 积 。 将 $3.2 中 的 命题 9 一 命 
题 11 应 用 十 带 参数 约束 系统 ， 容 易 将 Euler-Lagrange 形式 的 
方程 (1.1.17)、(4.4.19) 一 (4.4.21) 写 成 Nielsen 形式 


NT)- 0 > na, (s=1," 1) (4.1.22) 
Bi1 “: 
多 、 EK 
Ar (TY a7 二 Ba 亡 
N,(7) Pa Bos Non) 一 2 疡 人 
(= ED) (4.1.23) 
N: (7 (¢) = FY (a=1,%,e) (4.1.24) 
了 = 


(ac 一 1 <》 


Ni + 于 5 > N, (wd =E?, 


R=1 


(1.:1.25) 
最 后 ， 讨论 Appell 形 式 的 方程 。 原理 ‘(4.1.14) 可 写成 
AAppell 形式 
工 (0 一 各 jar- (4.4.26) 
仿 5 为 S 中 借助 式 (4.4.18) 消去 5。.:s 和 9,46 所 得 表达 式 ， 则 
由 式 (4.4.26) 得 到 
二 一 一 口 。， (og=1,°,€) (4.4.27》 


在 带 参数 约束 系统 的 Nielsen 体系 的 方程 与 Appell 体系 的 
方程 中 出 现 一 些 控 制 参 数 。 当 给 定 这 些 套 数 时 ， 问 题 可 解 。 
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例 1 在 四 轮 小 车 的 例子 中 ， 盘 设 羊 兹 的 转角 > 是 可 控制 
的 ， 试 建立 问题 的 运动 微分 方程 ”。 
` 系统 的 位 置 由 八 个 参数 确定 ， 贸 链 如 的 华 标 x*，w, 和 角 9,x( 控 
制 参数 》 以 及 四 个 轮子 的 转角 41，¥,，#;，94。 系 统 的 运动 受 有 
六 个 韭 完整 约束 、 分 别 代 表 贸 链 事 、 后 加 中 心 4 的 速度 没有 横向 
分 量 ， 以 及 四 个 轮子 纯 潜 动 的 条 件 ， 印 
一 X%sin(8 十 xz 十 cos 十 zx) 一 和 
一 5Sinf + ycos 一 26 一 0 
icosd 十 Vsin6 --46 -riP1=0 
XCOsH 十 ysing + 4 一 7 用 :一 0 人 人 
LCoSs{O +x) TYSjin( 人 二 x) 一 5C( 有 十 区 ) P= 0 
Tcos{O + x) + Vsin(d +X) re +R)—rP=0 


系统 的 动能 为 
了 = 了 二 和 十 2(08 一 站 有 (一 人 singa 十 9cosbg) + {(s—1):0°} 


+ 读 (8 一 37s 后 十 计 14( 富 二 的 


丰 村 6:(0 + + {rt yr a+ 1) 
一 278( 一 ;sing 十 ycos6)} 十 JT6:+ TD: 1+:) 


EA 
(5b) 
共 中 对,，M; 分 别 为 后 轴 和 前 钠 的 质量 (不 包括 轮子),9,，9。 分 
别 为 它们 过 4 和 甩 并 垂直 干 路 面 的 轴 的 惯性 矩 ，ma，z， 分 别 为 
后 轮 和 前 轮 的 质量 ，.，; 分 别 为 它们 对 过 轮 心 并 与 纶 面相 季 
直 的 轴 的 惯性 夭 ，J， 分 别 为 它们 对 直径 的 惯性 秆 。 
取 
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a tcos(f +x) + ysin( + x) 《2 ) 
由 式 (& )，( < ) 解 得 
1 二 计 二 COS(0 二 x*)， Fi Y= wsSin(d —x) 
3 1 a 
dO= Tsinx, 六 一 9 一 二 of cosx 一 舍 sinz) 


(a) 


2 1 
f7 二 多 ;二 oi(1 十 


将 式 ( 4 ) 代 人 式 (5 }， 得 


Te= 半 (5 Fin wt + lr 2 vo Xsin} (Ce) 


其 中 
=M ,+2 1 + Ns + 24N3 + 2 + 
ri 
A TO1+2 wma +2]' + Os+2 mac! +2 7 ) 
2 7 2 {f) 
a Cc” 了 2 
-2 
了 sb 
y= Ee : 2 
于 是 有 
TT#e= Cin OT /sinxcosxwo :久米 
+ OINSINnx + ro icosx + vosinx CE 
方程 (4.4.24) 给 出 
D7* oT* os OT /8 , 09) pe 
DO 9 (0 (%) 


容易 计算 得 
OT7* 


Be -一 《2 十 :sin2x) 四 十 2 /osinxcosx 十 卫浴 2COSsx + LYSinx 
] 


7 oT / 66. , 
三 (二 = 况 ). LWINXSINXCOSY + VR2COSX 
和 六 ] 


r=1 
将 这 些 表 达 式 代入 方程 ( 及)， 得 到 
(+ ASIN2x) OI+ Mo Rsinxcosx + rRsinx=Fr (C7) 
如 果 已 知 控制 规律 *=x( 力 以 及 Et?， 那么 可 由 方程 (; ) 解 
得 1 二 ww1(f)， 进 而 可 求 得 %*， 3 ，8，91，92z，9y， 9 为 了 时 间 的 
函数 。 | 


4.4.2 ”包含 向 服 约束 系统 的 分 析 动 力学 


包含 伺服 约束 的 系统 是 -~ 类 可 榨 力 学 系统 。 在 这 类 系统 中 ， 
约束 的 实现 不 是 被 动 的 ， 而 大 利用 基 些 力 〈 电 磁力 、 奈 缩 空气 的 
应力 等 ), 阳 一 些 辅助 能 源 ， 这 些 能 源 让 动 地 起 作用 ， 并 自动 也 实 
现 这 样 或 那 祥 的 约束 。 
1， 约 东 的 分 类 和 D'Alembert-Lagrange 原理 的 应 用 
设 力 学 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 治标 (3 二 1，*…,%) 来 确定 ,并 
受 有 8 个 理想 的 通常 非 完 整 约束 
falgrydriot)—=0, (B=1iyr,g; S17) (1.4.28) 
过 及 7 个 包含 全 服 的 约束 :2 个 完整 约束 及 和 (一 上 一 4 个 非 
Pqrrt)=0, (oe=1,e,m) 
Furl jt) = 0, (Y=1,",n2) 
我 们 称 式 (4.4.28) 为 第 一 类 约束 ， 称 式 (4.4.29) 为 第 二 类 约束 。 
对 于 第 一 类 约束 (4.4.28)， 按 Appell-Ueraee 定义 ， 有 
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《4.4.29》 


> df sd.=0, (B=1,", 8) (4.4.30) 

+s=1 
第 一 类 约束 反 力 的 虚 功 之 和 为 零 ， 但 第 二 类 约 东 反 力 的 功 一 般 说 
异 于 零 。 在 为 第 … 类 约束 所 允许 的 虚 位 移 中 间 ， 存 在 一 些 虚 位 
移 ， 使 第 二 类 约束 反 力 在 共 上 所 作 功 为 零 ， 设 这 些 碰 位 移 满 足 
个 关系 


DD ABg=0, (v=1,%,7) (4.14.31) 
=1 


一 般 说 米 ，44,; 与 约束 (4.4.29) 没有 联系 。 
一 般 形 式 的 DAlembert-Lagrange 项 理 为 
N 
mitEitRi+ Rs)dr=—0 (4.4.32) 
i=1 


其 中 妨 ， 为 第 -~ 类 约束 反 力 ，R;; 为 第 二 类 约束 反 力 ， 上 下; 为 主动 
力 。 因 第 一 类 约束 反 力 的 虚 功 之 和 为 零 ， 即 


本 
SRiidr;=0 (4.4.33) 


+=1 


于 是 原理 《4.4.32) 可 写成 


N 
> Cmrit+ Ft+ Ris) :dri=0 {d.1.34) 
1=1 


进而 ， 如 采 限 于 研究 使 第 二 类 约束 反 力 的 功 为 零 的 虚 位 移 ， 即 满 
是 下 式 的 虚 位 移 


Rdrs=0 (4.4,35) 
i=™1 » 
则 新 理 (4,4.34》 可 写成 形 
~ 
Dmrit Fi)-r:=0 (4.4.36) 
i=1 


原理 〈4.4.34》 和 (4,4.35》 可 表 为 广义 坐标 形式 。 


在 Eujer-Iagrange 体系 中 ， 去 为 


Sd 67 aT a 
eT Be + Gg + Ot )ag = (4.4.37) 


其 中 


Re 到 
以 及 
rr a Hr 07 
Es Bg, + Bg: =0 (4d.4.38) 
2 dt Od, ) 


在 Nielsen 体系 中 ， 可 表 为 


of oT 
DD 2 ge + 0,+L: jag,=0 (4.4.39) 
以 及 
/OF aT nm 
Pier 2 $7 + 0.)ag.=0 {14.4.40) 


在 Appell 体系 中 ， 可 表 为 


工 (- 他 + Oi+ Tz )og.=0 (4.4.11) 
f=1 , 
以 及 
和 BDS 
工 (- 82 +Q@:ja -0 (4.4.42) 
s=1 


原理 (4.4.37) 一 (4.4,12) 是 推导 包含 伺服 约束 系统 运动 微 
分 方程 的 依据 。 

2. 包含 向 服 约束 系统 的 运动 方程 

首先 ， 建 并 带 腾 子 的 方程 。 

根据 原理 (4.4.33)，(4.4.10) 和 (4.4.42),， 以 及 关系 
(4.4.30) 和 (4.4,31)， 利 用 通常 的 Lagrange 琵 子 法 ,容易 
得 到 
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d dT on Ofg 1 
下 证 
B=1 v=1 
{4.4.43) 
A « 了 
of a 一 Br 
0 
B=: 1 v=1 
| (4.4.44) 


(4.4.45) 
其 中 24 各 ,为 不 定 针 子 。 这 些 方程 的 任 一 组 联 同 表示 通常 非 完 
整 约 来 的 8 个 方程 (4,4.28) 以 及 表示 伺服 约束 的 * 个 方程 (4,4， 
29)， 给 出 对 于 交 +8+7 个 变量 gas KH 的 +g+r 个 方程 。 刀 
果 *>7， 那 么 一 般 地 说 ， 问 题 是 林 可 能 成 立 的: 如 果 7 一 9， 方 
程 的 解 就 确定 系统 的 运动 : 如果 >*<7， 那 么 问题 是 不 确定 的 ， 
其 次 ， 讨 论 四 种 特殊 情形 。 
第 一 种 情形 。 设 由 式 《4.4.30) 和 (4.4.31) 可 解 出 g+ j= 
22 个 Bg: 


n™ nl 


Bqr-mit—= 2 Ba_m-+,:09:, (R=1 ,mm) (4.4.46) 
$=1 


共 中 系数 Bo wei 可 为 49404,1 的 函数 。 将 式 (4.4.46) 代入 原理 
(4.4.38)、(d.41-40》 和 《4.d.42)， 并 注意 到 变 分 sg: 的 独立 
竹 ， 得 到 以 下 各 种 Maggi 型 方程 


了 7 


LL:1') 学 > Eonritd) Bsmty: = Vet >， 人 


A=1 和 = 

(C=1,e HI) . (4.1.47) 
i nn 

Je) 二 > 他 人 二 2 人 -mt 
大 = *=1 

(=, HH) (1,.4.:18) 


一 3]13 - 


er 


Oge 1 Oda | 
t= Oo) (4,4.49) 
第 二 种 情形 。 如 果 关 系 《4.4.46) 归结 为 
ad mtr =0 (4.4.50) 
则 由 39: 的 独立 性 ， 得 到 工 agrange 方程 
并: 了) 一 人 《一 1 天 一 48) 《4.4.51) 
Nielsen 方程 
NT)=0,, (5=]" ,nm) (4.4.52) 
以 及 AAppell 方程 
GBS 
Hd Ce {=1,°0 KM) (4.4.53) 


第 芯 种 情形 。 设 第 二 类 约束 反 力 仅仅 是 障碍 运动 的 辅助 系统 
的 接触 作用 ， 共 位 置 依赖 于 坐标 2 中 的 gs -lg 在 此 情形 
中 ， 关 系 〈4,4.31》 变 成 
5g。-irt 一 0 ,ac 一 0 (4.4.54) 
于 是 方程 《4.4.43) 一 (4.4.45) 成 为 


中 af 
EAT)=0,+ DB) As, (v=1, nl) (4.4.55) 
£ 


N,(T)=0,+. 对， (WV=1, ml) (4.4.56) 


ee 


第 四 种 情形 。 在 第 三 种 情形 下 ， 再 设 第 一 类 约束 全 是 完整 
”的 ， 巾 方程 《4.4.55) 一 (4.4.57》 成 为 


E.(7T)=0,, (V7=1,", NL) (4.4.58) 

NAT)=O,, (9=1, ,11) C4.4.59) 
9 

这 =0， 71,nl) C4,4.60) 
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例 2 一 薄板 C@， 质 量 为 匀 ， 放 在 园 定 光滑 水 平面 小 并 以 
点 C 与 半径 为 尺 的 圆 盘 一边 接 ， 圆 盘 也 放 在 同一 水 平面 上 ， 并 上 且 
可 绕 其 固定 中 心 台 转动。 在 点 C 与 薄板 质心 6 的 联 线 上 有 一 点 
万， 在 4 上 作用 有 常 力 下， 此 力 平行 于 回 定 直线 0Qx。 一 伺服 电 
机 作用 在 圆 盔 上 ， 使 得 实现 约束 


«8 = (a) 


其 中 a 二 (Ox;0C),8=(0%,04);O0C=R,CA=4, CG =b0 1, 
因 庄 盘 忆 的 位 置 仅 依赖 于 参数 < ， 这 属于 第 四 种 情形 。 使 第 
一 类 约束 反 力 的 虚 切 为 零 的 碟 位 移 满足 
da=0 (8b) 
可 单独 对 平板 0 列 写 运 动 微分 方程 ， 略 失忆 的 质量 不 影 嘛 
动 。 于 板 Q 的 动能 为 


= Bi+2 Roapcos(a—B)+RB} (Cc) 


其 中 玫 妈 为 平板 对 质心 的 惯性 矩 。 考 虑 到 关系 (25)， 力 屎 的 由 
功 为 
FO(RCosA 十 HUcos 有 ) 一 一 天 CsimnBG 


于 是 
0 一 一 Fasinp {a) 
方程 (4.4.58) 给 出 
d 67 
dz 8 一 一 中 (ey) 
将 式 (c)、!(&) 代入 方程 (4)， 券 虑 到 关系 (4a) 消去 < 和 4， 得 到 
m+ mRofi+ asinpg-0 CF 


例 3 一 质量 平面 呈 可 在 -~ 固定 水 平面 0x》 上 平 动 地 滑动 。 
在 平面 PD 上， 有 一 半径 为 R， 上 质量 为 好 的 球 可 无 滑动 地 滚动 。 
平 带 忆 的 运动 用 和 何 服装 置 自动 地 调节 , 以 使 球 心 以 角速度 。 相对 
固定 轴 0Oxyz 绕 02 匀速 转动 。 
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设 u,v 为 平面 了 上 一 点 44 对 轴 Ox，Ow 的 坐标 ， 平 面 的 位 肾 
仅 由 此 二 参数 确定 。 设 &,” 为 球 心 的 两 个 水 平 坐标 ，p, 4, 7? 为 
球 的 用 时 角速度 在 国定 办 Oxyz 上 的 投影 ,ww, 9, 9 为 Euler 角 。 
我 们 有 
p=gcosp + Psindsing, gqg= sing —Psindcosg$, +=P+Peos0 


Ca) 
表示 球 没 平面 忆 无 滑动 的 深 动 条 件 的 非 完整 约束 是 (第 一 类 约束 ) 
EgR=%, P+ PpR=Y (4b) 
而 人 筷 服 约束 是 《第 二 类 约 来 ) 
E+ oz 一 0， 间 一 os 一 0 (c) 


现在 直接 应 用 原理 (4.14.37) 来 建立 问题 的 运动 微分 方程 。 
信 = 一 ?0s 二 0,91 一 $,4; 二 $46 二 9: 二 J。 何 最 约 
束 反 力 的 虚 功 之 和 为 蕊 5202 十 艺 ;282。 原理 《4.4.37) 给 出 


c 


> {~— ET) 十 人 80: + {—E:(1) tOe + Les}Bge 
了 = 


{ET)+O+Ii:}09;=0 (ad) 
系统 动能 为 
T= TM(E 0) + 3 MRCO tp ++2 pcos0) Ce) 


2 
于 是 


Ei(T)=E{T)=0 Cf) 
规 在 球 上 的 主动 力 仅 有 重力 ， 故 
OO: 一 0， (s=1,",7) (8) 
第 一 类 约束 加 在 虚 位 黎 上 的 条 件 为 . 


tqt—=R(isingdg,—sin0cosydgi) + B96 
B92: = —R(coswdgs + sindsing 0g) + Og: 
将 式 (让 ，(g) 和 (8%》 代 入 原理 (4)， 得 
{—EsTY—E(T)Rsing + ET)Reosg}og + {—E(T) 
F(T)Rsingcosy + Es T)Rsingsing} dg, + {—E:(T)} 99。 
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+ {--FE(T)+ Lodget {—F(T) + L280;=0 (2) 
原理 《i ) 中 各 89 和 披 此 独立 ， 故 得 以 下 五 个 方程 

-EAT)—E(T)Rsing + EATReoss =—0 

—E{T)+E(T}Rsingcost + F(T)RSsinfsing =0 

—ET)=0, —E(7)+Le=0, —E(T)+L2=0 (7) 
其 中 前 三 个 方程 用 义 确 定 运 动 ， 后 酒 个 方程 可 以 求 册 约束 反 旋 
Lsz 和 工 :。 方程 《7 ) 中 前 三 个 为 


— MREsing + MR dcosy —E MR d+ psing)=0 
a 2 
MREsingcost + MRIsing sing — 5 MR 中 十 人 cosp6) "一 0 


FMRCY 十 和 cosg)》 "一 0 


蛋 助 关系 (4) 和 (5) 消去 以 上 方程 中 的 昌 , 多 ,区 站 ,区 , 芝 ， 得 
(—7E+2N)sing +t (7#—20)cosg ={ 
(TE—21)sinecosp + (7# 26)sindsing + $cos8 =0 
#=0 

进而 可 化 简 为 
?E22 7 =2i, 7=0 (hk) 
方程 ( 访 ) 联合 何 服 约束 方程 (2 )， 便 可 求解 。 !| 


4.4.3 有 约束 受 扎 运动 控制 疝 题 的 分 析 动 力学 

有 约束 受 迫 适 动 控制 问题 是 不 同 于 上 面 讨论 的 两 类 控制 的 另 
一 类 问题 。 

1， 有 约 来 的 受 迫 控制 问题 的 基本 原理 

采用 4.4.1 中 的 记号 Wivxo Ai:， 并 设 约束 反 力 的 分 量 为 
到?， 则 质点 适 动 微分 方程 为 

mEi = I, (=1,*,3N) (4.4,61) 

假设 对 每 个 质点 添加 参数 tf:， 这 些 参 数据 微分 方程 
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462) 
而 强制 改变 ， 其 中 == 二 9 sw 二 aw-1 二 Han， 它们 为 
txXivtfi 的 某 些 常 止 国 数 更: 为 “强制 *"， 可 为 wi,Xis; 的 略 
数 。 方 程 4,4.62) 适合 无 约束 情形 。 如 果 有 强制 反作用 力 X3"， 
则 为 


das- 证 . 
2 “二 D+ XE"， 《一 1 3N) (4.4.63) 


假设 所 加 约束 的 作用 等 价 王 强制 反作用 X?“ 和 约束 反 力 
六 7， 那么 理想 约束 的 定义 给 出 "” 
3N 
DXFOxit XH)= 0 (4.4.64) 
i=l 
由 此 ， 考 虑 到 方程 (4.4.61) 和 (4.4.63), 得 到 广义 D'Ale- 
mbert-Lagrange 原理 
3N. 
2 {Kimsi) dvit (Di /hed 一 0 (4.4.65) 
f=1 
2. 有 约束 受 迫 控制 问题 的 运动 微分 方程 
我 们 研究 有 完整 约束 的 情形 。 设 系统 的 运 反动 受 有 如 下 天 个 
整 约束 


xi 有一 0， 《7 一 1 六) 《yd4.66) 
约束 〈4.4.66) 加 在 变 分 0xiy 8w; 土 的 条 件 为 
$2 
of DA 
2 pt )= 0 (4.4.67) 


由 原理 (4.4.65) 和 关系 (4.4,.67)， 利 用 Lagrange 洋子 法 ， 
容易 得 到 方程 


久 
总 - of 
mt Dd Bx -一 0， Di 11s Of 


7 Di 


(3 一 1 3N) 《41.4.68》 
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其 中 写 为 不 定 乘 子 。 几 6 次 + 大 个 方程 (4.4.68) 和 (4,14.66) 
吕 解 出 x;, 25; 和 Aj。 
设 系统 受 有 约束 (4.4.66)， 选 %=3 入 一 上 个 广义 维 标 gi(s 二 
1:……23)， 使 得 
ti 一 Ai8eo1 有 (3 
(4.4.69) 
此 时 ， 约 东 (4.4.66) 成 为 恒等式 。 对 式 《4.4.69) 取 变 分 ， 得 


Ox; DY: 
eS 人 YN ” 
Hx; 人 Gg, Sgr + 阁 Gu Sarr (4.4.70) 


3 3N Ox 
+ 区 Ki mt) oa 
出 其 中 的 89,,874 彼此 独立 ， 得 到 方程 


3N 


OX 
2 — HX;) 一 dg, 一 0 


+ mrs or =0 《4.4.71) 


Ox! 9 
DD) (CX;— ms) 和 一 At 一 


et Oat 
(3 一 1 533 一 1 3NN) (1{.4.72) 
下 面 继续 变换 方程 (4.4.72)。 引 入 动能 
1 3 
7 二 六 
则 在 
3 
Dm be 2 ET), 二 ti SL =E(7) (C4.4.73) 
=s1 r=1 
分 
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3 3 Dx， 
Ex : -=0,, 2 De, (4.4.74) 
将 式 (4.4.73) 和 (4.4.74) 代 人 式 〈4.4.72)， 得 到 有 约 束 受 
迫 控制 癌 题 的 Lagrange 方程 :2 
E(T)=0,, ($=1," ,4) 
E(T)=P1+ ®t, (Lil, 3N) (4.4.75) 
例 4 一 质量 为 mx， 长 为 7 的 单 探 在 重力 作用 下 在 铅 垂 平 
而 Ox:xz 内 运动 ， 其 悬挂 点 的 位 移 分 量 为 xf, ttz。 人 参数, ws: 的 
恋 化 受 强制 作用 ， 满 足 微 分 方程 
tity =B1+t RRIF, ls D+ XE { CD) 
假设 所 受 约 束 是 理想 的 、 双 面 的 。 试 建立 问题 的 运动 微分 方 种 。 
吏 皖 与 铅 垂 向 下 的 线 Ox' 的 夹 角 6 为 广义 坐标 ， 则 
3 一 让 + LcosO, Xe 一 入 + lsing 


系统 的 动能 为 
1 区 3 
一 方 加 (各 从] = Fn{( 0sing):+ (2+ LOcoso) 


方程 《4.4.75) 给 出 为 


d 57 67' asr B87T 
dt 5 0 di Bi Go Tt Di Mi 


(一 1,2) 《5b) 


进行 下 列 计 算 
ET)y=m( Ee — sind + li2cos0) 
Ea(T)=m(a— idsing — Oco0s0) 
DA(T)=m(R + gcos0 — 10?sing) 


AX! 8 
Db = 1 Da 十 2 ba 三 
P; = -22 成 。 Dx 一 
Olt: D7s2 
OX1 DT» 
Os=X; Fr 十 误 ， 30 = —piglsing 


=320== 


将 这 些 表达 式 代 人 方程 (5 7， 我 们 得 到 
mB — lsing t liicosd) = —melsing 
地 (人 一 上 bsing 一 82cosb) 二 Mg 十 中 1 一/ 
mast dcos0 —10sin0) = — /ui2 I 


$4.5 打击 运动 的 分 析 动 力学 


打击 运动 是 指 力 学 系统 在 量 值 很 大 但 作用 时 间 很 短 的 打击 力 
作用 下 的 运动 。 打 击 力 往 往 由 二 打击 、 碰 撞 、 爆 炸 或 突然 施加 约 
来 而 产生 。 用 分 析 力 学 的 方法 研究 力学 系统 ， 特 别 是 有 复杂 约束 
系统 的 打击 运动 ， 有 许多 方便 之 处 。 

打击 运动 的 一 般 情形 由 以 下 两 种 情形 组 成 (1 ) 作用 在 系 
统 上 的 打击 冲 量 是 给 定 的 ; 《 2 ) 在 系统 上 发 生 瞬 时 地 加 上 约束 
的 情形 ， 此 时 引起 的 打击 力 事先 术 知 道 。 


4.5.1 给 定 打击 冲 量 的 情形 


1、 微 分 变 分 原理 对 打击 运动 的 应 用 
D'Alembert-l. Ra 原理 写成 


a (4.5.1》 


=] 


假设 在 志 志 2 到 (二 一 专 》 内 ,在 质点 上 除 作 有 几 有 限 力 到: 外， 还 作 
用 有 很 天 的 打击 力 严 4+。 由 此 打击 力 的 作用 ， 点 的 速度 发 后 有 限 
改变 ， 由 io 而 变 为 fi。 介 在 打击 期 间 ， 坐 村 保持 不 变 。 由 于 
打击 力 膀 时 地 作用 ， 有 意义 的 只 是 在 打击 时 间 间 陆 五 一 二 为 的 积 
分 效应 。 将 原理 (4.5.1) 从 二 至 三 对 t 积 分 ， 并 在 一 三 下 取 
极限 ， 得 


N 
{mi + lim{ Fidt+t lim| Fl}ori=0 


有 一 1 有 1 一 ro Lo 


因 天 # 是 zj 入 芷 的 函数 ， 由 中 值 定 理 ， 知 


£1 


lim | Fidi=0 (4.5.3) 
如 ?上 to 
令 
人 1 
F,=lim | 到 :dt (4.5.4) 
#1~>20" go 


这 和 便 是 打击 冲 量 。 将 式 (4.5.3) 和 《4.5.4) 和 代入 式 《4.5.2)， 
得 到 . 
如 AAA 
> (一 pa 一 Po) 十 下放 -ar 一 0 (4.5.5) 
s=1 
原理 (4.5.5) 可 称 为 打击 运动 的 人 DAlembert~-Iagrange 库 理 。 
类 似 地 ， 可 得 到 打击 运动 的 Jourdain 原理 


Nv ~ 
PA (4.5.6) 
2=1 


和 打击 运动 的 Gauss 原理 


mtn fi) + Pi} dF; =0 (4.5.7) 
i=1 
2， 完整 系统 的 打击 运动 方程 
设 力学 系统 的 位 形 由 到 个 广 尺 坐标 gl(s= 二 1,"…,%) 来 确定 。 
我 们 有 
ri—=ri(g,F) 
以 及 , 


ar: 
or Ed (4.5.8) 


将 式 (4.5.8) 代入 式 (4,5.5)， 得 


| (9 ) +( 全) + =0 (4.5.9) 
可 


=1 


关中 
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二 ar; 
= oP gg (4,.5,10) 


为 广义 打击 冲 是 ，T 为 系统 的 动能 ，( 9 】 和 (5 ) ,分别 表示 


打击 后 和 失 击 前 系统 的 广义 动 乔 。 对 完整 系统 来 说 ,原理 (4.5.9) 
中 的 ad 是 彼 玫 独立 的 ， 改 得 


(二) ~ (3 os 0,, (s=1," 18) (4.5.11) 


方程 (4.5.,11) 就 是 完整 系统 打击 运动 的 工 agrange 方程 。 这 是 
个 代数 方程 ， 当 知道 打击 前 的 广义 速度 #s 和 广义 打击 冲 景 0， 
时 ， 便 可 求 出 打击 后 的 广义 速 座 1。 

着 ?| 进 准 速度 ws=1 2)， 使 得 广义 速度 表 为 


d=G: (gts ws) C4.5.12) 
则 有 有 
‘ag= >， BD or (4.5.13) 
=1 


将 (4.5.13》 代入 (4.5.9)， 并 引进 淮 速 度 表示 的 动能 
Tg wf) I (gd Gr Ort) ,£) (4.5.14) 


则 有 , 
py :0) +Plor=0 (4.5.15)》 

其 中 和 
P= 民 0, 这 (4.5.16) 


为 叭 华 标 下 的 广义 打击 冲 量 。 由 式 (4.5.15》 中 97 的 独立 性 ， 
得 到 
| 信阳 


\ Bow，， =( 3) 三 多， [Ee (4.5.17) 


这 是 完整 系统 打击 运动 准 坐标 下 的 Iagrangs 方程 。 
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3， 能 最 分 析 
设 系 统 所 受 完整 约束 是 定常 的 ， 则 动能 为 


一 末 | rds 
5 三 1K&=1 
在 所 一 加 内 动能 的 增 量 为 


DT Ad -3 EA (4,.5.18) 
7 三 二 至 =: 


由 式 《4.5.11})， 得 


nn 
3 An(du dc) = (C4.5.19) 
= 1 


将 式 “4.5.19) 代入 式 《4.5.18)， 得 


1 1c 
T.—T, 3 2 Aundr + 0, )in -EA rs 


1 -2 人 
一 2 Odn +e) (4.5.20) 
sl : 


于 是 有 下 述 命题 。 
命题 1 在 打击 力作 用 下 ， 系 统 动能 的 改变 等 于 广义 速度 的 
平均 值 己 广义 打击 冲 虽 乘积 的 总 和 。 
4. 线性 非 完整 系统 的 打击 运动 方程 
设 系 统 的 位 形 由 7 个 广 六 坐标 gilS=>1 ,7) 来 隧 定 ， 并 受 
有 8 个 理想 一 阶 线性 非 完整 约 束 
s+ 2,B, +f s 0 +B。 e+8s 《月 一 TS E 一 季 一 如) 
og=1 
(4.5.21) 
约束 〈4.5.21》 加 在 虚 位 移 上 的 条 件 为 
£ 
0d.re 一 7) B+.0g, (4.5.22) 


cml 
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将 式 (4.5.22) 代 人 原理 (4.5.9)， 注意 到 8g。 的 独立 性 ， 得 刘 
Maggi 型 方程 ; . 


07 \ 人 3 二 as 区 
(7 ), + Or}Bres 0 (c=1,"*,£) 
(4.5.23》 
令 丈 为 了 中 借助 关系 《4.5.21》 消去 不 独立 广义 速度 35..s 所 得 
表达 式 ， 则 有 


人 了 a7 aT 
-三 本 dg. > Dds Bet {4.5.24) 


于 是 ， 方 程 〈4.5.23》 可 写成 形式 


其 中 | 
人 -0.+ 5 OpB.ra,, (4.5.26) 
B=1 
方程 (4.5.25) 就 是 线性 非 完整 系统 的 打击 运动 方程 。 
假设 约束 方程 〈4.5.21) 在 打击 前 后 始终 保持 着 ， 即 有 


€ 
(G18)0= 2 Bosp,s Go) t+ Br 
os=1 
襄 
(8 6) :一 7, Bsa, (go) t+ Bra 
v=l 
于 是 得 
(Grp ta = ,Bera (Gs) —(G,)0}, (B=1,%, 8) 


G= 1 
(4.5.27) 
方程 (4.5.25) 和 (4.5.27〉 联 合 ， 便 可 冰 解 。 


5. 非 线性 非 完整 系统 的 打击 运动 方程 
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设 系 统 受 有 8 个 理想 非 线 性 非 完整 约束 

fa ggist)=0, (Fl Eg; 3 一 1 54) (4.3.28) 
并 设 这些 约 束 在 打击 前 后 始终 保持 着 。Routh 方程 (3,1.45) 在 
打击 期 间 如 之 tf 诬 写成 


d a7 了 
二 好-- 各 - 一 人 A 


Ofs 
2 fg, 


=1 
a Ss=1,"*,7) (4.5.20) 
其 中 @y 为 广义 打击 力 。 将 〈4.5.29)》 两 端 癌 时 乘 以 时， 从 为 至 
下 积分， 并 在 5 一 而 下 到 极限 ， 得 到 
f1 站 Fr 31 
区 d= lim| Qdt+ lim | Qat 


一 
0g, so iio' yo 09， S30" po Ht 


+ lim. J ia » (8=1,+* ,7) 


4 1 B=1 
| (4.5.30) 
左 端 第 二 项 和 右 应 第 一 项 显然 为 零 ， 于 是 
(如 )-( 襄 ) -am 人 区 多 
了 HT ja=1 
(Ss=1,°",%) (4.5.31) 
此 方程 右 端 第 一 项 为 广义 打击 冲 量 ， 第 二 项 为 广义 约束 反 力 的 打 
击溃 是 。 为 确定 方程 (4.5.31) 有 端 第 二 项 ， 可 将 式 (4.5.29) 
写成 显 式 ， 再 将 约束 方程 (4.5.28》 对 求 导数 ， 然 后 从 中 消去 
广义 加 速度 ， 类 似 于 3.1.2 中 的 讨论 ， 可 解 出 +s， 并 记 作 3 


45 一 Sarg Got) OF + as(g 有 (4.8.32) 
Ii=1 
te PE A 
如 7 
lim | 3 1 im 人 3 en dt 
了 一 10 fo B=1 ti—>7y spB=11 = gr 


一 32f 一 


ft & 
+ lim | a 


fr" B=1 04， 
纪 


{ lim (a mj OQ! jo 


TE1 fst )， 


= 二 3 Cn 3 os 人 Ws 人) (4,.5.33) 


8B=17=1 


将 式 (4.5.33) 代入 方程 (4.5.31)， 得 
07 8 RR Ofa\ A 
(和 
大 = 17=1 
(Ss=1,"*,n) (4.5.34) 


实际 上 ， 方 程 (4.5.34) 可 当 作 某 完 整 系统 的 打击 运动 方程 
来 研究 ， 人 所 受 打 击 冲 量 为 


他 ,十 这 (eh 3 六 6 


= 了 = 
2 《4,5v.28)， 那 么 方程 (4.5.34) 
恒 给 出 非 完整 系统 的 打击 运动 。 于 是 得 到 下 述 命题 。 

命题 2" 一 个 非 完整 力学 系统 的 打击 问题 可 化 为 -个 有 
条 件 的 完整 系统 的 打击 问题 。 这 个 完整 系统 有 #%* 个 自由 度 ， 所 受 
打击 溃 最 包括 主动 力 的 打击 冲 早 和 非 完 整 约束 反 力 的 打击 冲 景 。 
如 果 在 打击 开始 时 刻 ， 广 义 速度 满足 非 完整 约束 方程 ， 那 么 完整 
系统 的 打击 问题 就 给 出 所 研究 非 完整 系统 的 打击 运动 。 

对 于 连续 运动 的 类 似 命题， 已 由 Agostinelii 和 HoaocenoB 
给 出 。 

例 1 两 根 相 同 的 直 杆 .4B 与 BC 锐 接 后 放 在 上 委 面 上 ，A 
、C 在 一 直线 上 ， 并 在 -- 端 和 44 作用 一 与 杆 刁 直 的 水 平 冲 量 了 ， 
求 4、B、C 三 点 的 速度 :5。 

令 冲 击 方向 为 X 轴 ，4BC 方向 为 》 轴 ，A4、B、C 各 点 的 坐 


一 327 一 


标 为 Xs Xas Yco 系统 的 动能 为 


工 一 尼 Wi( 和 二 各 十 4) 十 于 o( 生 二 28+jotc)  《) 
畦 此， 有 
a7 1 k a 1 3 
Ba EL t Xa), Bi mitpt tt tc), 
DZ .1 : E 
EE = mt hs) -C5) 


方程 (4.5.,11)》 给 出 
( 施 ).-( 放 ).=7， ( 拘 ).-( 话 )=。 
和 )-( 作 -ee 
将 式 ( 5 ) 代 人 式 (c )， 并 注意 到 打击 前 4, 召 ,C 三 点 速度 为 零 ， 
得 到 


{2 a) + (xp)1} = 了 


Em {4a) + CL)1+ (i0)1} =0 (a) 


Em{2C to) — (ia)1} =0 
由 此 解 得 打击 语 各 点 的 速度 为 


人 Di (4g)1 二 一 去， (5 一 二 {| 
例 2 沿 位 于 水 平面 的 当 榴 的 前 端 亚 直 于 滑 木 平面 给 以 打 
击 ， 求 打击 运动 。 
了 到 雪 机 与 平面 接触 点 了 的 坐标 x,.y， 以 及 滑 木 (或 冰刀 ) 方 
向 与 国定 轴 Ox 夹 角 6 为 广义 坐标 。 约 束 方程 为 
少 一 5tg9 《4) 
系统 动能 为 
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T = -asing):+ (y+abcoss)’} + 可 7ebz (65) 


其 中 炊 为 省 权 质 量 . jc 为 它 对 质心 的 惯性 德 ， 4 为 质心 C 距 接 
触 点 五 的 距离 。 将 式 (4 ) 代 人 式 (5)， 得 


7 ga 
4 2 hee +( 2 + (Cc) 


” ” 设 打 击 点 B 在 PC 延长 线 上 ， 且 BC = 6 .打击 冲 量 产 的 元 
功 为 

— Fsingbx + Fcos00y + (a +b) F808 
于 是 广义 打击 冲 量 为 

人 -= — Esing, 0,=Fcosp, Os = (at Bb) (&) 
考虑 到 约束 《2 ) 后 ， 有 


O=0.+ Otg0=0, O,=0,=(a+b)F (2) 
打击 运动 方程 (4.5.25) 给 出 


(宝生 0 从) C0 
注意 到 打击 前 系统 处 于 静止 状态 ， 有 


(做 ).=( 新 ).-。 8 
是 方程 《给 由 


(42) =0, (Jectma)(6),=(a+ DR 


4.5.2 ”有明 时 加 上 约束 的 情形 


瞬时 地 加 上 约束 的 情形 是 指 系统 在 没有 给 定 外 冲 申 下 突然 加 
上 上 一些 约束 的 情形 。 如 系统 中 原来 运动 着 的 某 个 点 被 突然 固定 
住 ， 又 如 一 图 球 本 来 自由 运动 ， 突 然 磁 到 粗糙 地 面 上 。 这 些 都 是 
瞬时 加 上 约束 的 情形 。 前 一 st 后 一 便 中 所 
Re 


一 非 完 整 系 统 , 它 受 有 通常 的 8 个 非 完 整 约束 (1.5.21 
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在 瞬时 志 在 无 外 冲 量 下 在 系统 上 加 上 个 理想 非 完 整 约束 


5 一 上 


Gs-s+0p 二 > Basrorsdi tT Bsrps {P=1,",h) (4.5,35) 


;1 
于 是 ， 在 打击 期 间 内 坐标 的 变 分 有 如 下 补充 限制 
所 一 在 
Og nr 2 Bes pdg; (4.5.36》 


r=1 
因此 ， 坐 标的 独立 变 分 数目 为 一 疡 个 。 利 用 导出 方程 (4.5.25) 
的 讨论 ， 容 易 得 到 Maggi 型 方程 '” 


(4.5.37) 
这 就 是 瞬时 加 上 非 完 整 约束 祖 形 中 的 待 求 方 程 。 
分 两 种 情况 来 讨论 。 
第 一 种 情况 。 贬 时 加 上 上 的 非 完 整 约 束 在 打击 后 仍然 操 持 着 。 
例如 ， 绝 对 非 弹性 碰撞 就 属于 这 种 情况 。 在 此 情况 下 ,约束 方程 
(4.5.35) 不 仅 在 打击 开始 时 是 对 的 ， 而 且 在 打击 终了 也 是 对 
和 的。 于 是 ， 有 


一 万 
(Ge ps pi— (fea+0)0 2 Beare i{ (G7)1— (G7)0} 


f=1 
{p=1,"",%) (4d.5.38) 


”这 样 ， 方程 (4.5.37)、(4,5,27) 和 (4.5.38) 可 构成 为 确定 
《2) 的 封闭 方程 组 。 

第 二 种 情况 。 妖 时 加 上 的 非 完 整 约束 在 打击 终了 立刻 取消 。 
例如 ,弹性 磁 撞 就 属于 这 种 和 情况。 在 此 情况 下 ,约束 方程 (4.5.35) 
婚 不 在 打击 前 也 不 在 打击 后 成 立 。 此 上 时， 需要 补充 无 个 关系 ， 才 

— 330 一 


例 3 半径 为 丸 、 质 量 为 好 的 义 质 圈 盘 在 铝 重 平 面 Oxy 上 
运动 。 在 某 瞬 时 二， 面 盘 碰 到 固定 加 Ox, 此 后 仅 能 沿 读 轴 滚动 。 
试 确定 贺 盘 夺 撞 后 的 速度 。 

系统 的 位 置 在 磁 撞 前 依赖 于 三 个 参数 : 圆 盘 中 心 坐标 zy,y 及 
其 转角 9。 在 打击 时 刻 产 生 两 个 新 的 约束 :〈1) 圆 表 保持 与 负 
Ox 接触 ， 央 些 


三民 (47) 
《2) 罗盘 沿 轴 Cx 滚动 ， 内 此 
x= RO (BH) 
由 式 ( 4 ) 和 {58 ) 知 
6%4=0, Bx—=R60 (cy 


原理 (4.5.9) 给 出 
和 (本 ) (车 )jur 人 (个 ) 各) 和 
(的 
考虑 到 关系 Cc )， 则 
(全),+()JR-( 施 ),+( 铝 ),=0 ce 
圆 盘 的 动能 为 
T=TM(E tt) Ce) 


将 式 (e ) 代 人 方程 (# )， 得 
M{CHo— ENR+I MEO) — 0)}=0 《了 上》 
由 于 约束 《5》 在 打击 后 仍 保持 ， 故 
(£)1=R(O), (&) 
将 式 〈& ) 代入 方程 (上 )， 整 理 得 
21) SRR) ot A 


可 见 ， 如 在 碰撞 时 满足 条 件 
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R(X)+ R66) =0 《7 ) 
则 加 盘 碰 后 不 动 。 | 
例 4 质量 为 下 、 半 径 为 & 的 匀 质 圆 球 洛 粗 糙 水 平面 无 请 
动 地 滚动 。 在 瞬时 刀 ， 它 与 粗糙 的 弹性 墙 想 碰 ， 求 磁 后 的 速 度 。 
取 球 心 求 标 Y, yz 及 三 个 Euler 角 2， 9， 9 为 广 浆 坐标 ， 球 
的 动能 为 | | 


= 六 (E+ y+2:) 二 本 和 oa (P+ 8 十 P+ 2 PYcos0) 


《GD) 
在 碰撞 前 所 受 非 完整 约束 为 
32=a( Psing — 人 Psindcosy), 
T= ~—a(bcosg+PBsingsing), £2=0 (5b) 
假设 与 球 相 碰 的 墙 与 储 面 yO0z 重合 ， 在 打击 时 在 系统 上 瞬时 地 
加 上 新 的 补充 的 约束 


1 一 0， 和 一 Cox 一 和， 一 0 


它们 可 归结 为 两 个 方程 
Osin$—Psingcosg =0, Gcost + Psingsing + cost)+$=0 
(c) 
考虑 到 非 完整 约束 (2 ) 后 ， 式 ( 4 ) 成 为 
他 = 六 on 0+ (+sin )»: 十 BC+29yeos0)} 
(a) 
取 多 为 独立 的 广义 速度 ， 由 方程 (c ) 得 
划一 -p(s + cos0), =psingctey ee) 
方程 (4.5.37) 给 出 
87 87 3% a7 66 
(55 tay 5p + 08 6 )， 
人 07 36 | 
-=(35 toyg + 5 《7 ) 


到 ] 


singsing 一 全 cosg ){( 罗 ), 一 ( 罗 )o} 一 {一 (Po) 


+ TAO Oeost =0 (8) 

为 确定 碰 后 速度 ， 疝 需 两 个 补充 方程 。 为 吐 ， 假 设 球 与 堵 的 

接触 点 的 速度 在 打击 终了 之 前 等 十 零 ， 这 意味 着 关系 《e ) 对 打 
去 后 的 状态 仍 保持 ， 如 有 

{P= 一 (Pp), (3 


siniy 


+ cos0 )， (日 ); 一 (多 )singetgw (hh) 


则 三 个 方程 《& )、( 方 ) 恒 可 隶 解 。 


$4.6 变质 量 系统 的 分 析 动 力学 


出 于 空间 技术 和 其 它 工 业 技 术 的 发 展 ， 变 质量 系统 动力 党 的 
研究 日 渐 重 要 。 喷 气 飞 机 ， 火 第 ， 了 卫星， 航天 器 等 ， 一 般 都 是 变 
质 景 系统 ，Ti 且 其 中 许多 是 变质 量 非 完整 系统 。 运 动 中 的 车 辆 ， 
出 于 燃料 消耗 和 喷射 气体 、 液 体 等 使 质 昌 不 断 减少 ， 就 是 一 类 变 
质量 非 完整 系统 。 

本 节 讨 论 变 质量 力学 系统 的 D'Aiembert-Lagrange 原理， 
Hamilton 原理 ， 运 动 微分 方程 等 问题 。 


4.6.1 变质 量力 学 系统 的 D'Alembert-Lagrange 原理 


1， 变 质量 力学 系统 的 D'Alembert-Lagrange 原理 
研究 由 六 个 质点 组 成 的 力学 系统 。 在 瞬时 主 ， 第 宇 个 质点 
的 质 景 为 mi(i 二 1. ,入 ); 在 瞬时 二 dd， 由 质点 分 离 (或 并 人 人) 
的 微粒 的 质 显 为 de。 对 每 个 质点 列 写 Menrepckn 攻 方程 
—rit+ Fi+ Ri: +R,=0, (2=1lo0m,N) (4.6.1) 
其 中 F; 为 作用 在 质点 上 的 主动 力 ，RS 为 约束 反 力 ，R: 为 反 推 
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R; = tw 《4.6.2) 
其 中 车 为 由 质点 分 离 人 的 微粒 相对 质点 永 身 的 带 庭 。 


将 方程 〈4.6.1》 两 端点 乘 9r; 并 对 ; 求 和 ， 孝 虑 到 理想 约束 条 
件 


N 
> ,Ri.ori=0 
f=1 
则 有 
了 


六 Cmtit+ EF;+Ri) dr;:=0 (4.6.3) 


i=1 

这 就 是 变质 量力 学 系统 的 D Alembert-Lagrange 原 理 。 下 面 将 
原理 《4.6.3) 变换 为 广义 坐标 表示 的 形式 。 

2. 凝固 导数 与 凝 因 仿 和 导数 表 示 的 D'Alembert-Lagrange 
原理 

变质 量力 学 系统 的 问题 可 分 成 两 类 。 一 类 是 质量 变化 不 改变 
运动 学 性 质 ， 另 一 类 是 质量 的 变化 将 引进 系统 运动 学 性 质 的 改 
变 。 

首先 ， 设 系统 所 受 完整 约束 中 不 包含 点 的 质量 ， 其 位 形 南 
个 广义 吾 标 Yi(s==1,…,x) 来 确定 。 令 K 为 把 质量 当 作 常数 时 的 
偏 导数 记号 ，- 志 为 把 质量 当 作 常 数 时 对 时 间 t 的 导数 ， 它 们 分 
别称 为 凝 因 编导 数 和 紧 固 导数 。 令 了 一 了 (mi,g,5.,6) 为 系统 的 
动能 ， 容 易 证 明 下 述 命题 

命题 1 对 于 变质 量力 学 系统 ， 我 们 有 


D xT aT 
Smt a ee )ag (4.6.1) 
了 三 了 


将 式 (4. 6.4) 代 人 原理 (4.6.3), 得 到 D'Alembert- es 
原理 的 Euler-Lagrange 形式 
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元 (- 坑 - +0, + )eg, =0 {4.6.5) 
+=1 
共 中 
Or; . 
mR po {8s=1,",n) (4.6.6) 
是 广义 反 推 力 。 
命题 2 ”对 变质 量力 学 系统 ， 我 们 有 
-x DT rT 
mi or- 工 (过 本 六 一 2 jae， (4.6.7) 
[证 明 ] 因 
DT 之 
B= Em 
i=1 
故 


NN 
TT DT rs 
md 人 ni; * 中 > Pe ;0 i 
1 证 


Di agG, xg; 
将 其 代入 式 (4.6.14)， 便 得 式 (4.6.7)。 [ 
将 式 (4.6.7) 代 入 原理 (4.6.3), 得 到 DD'Alembert-Lagrange 
原理 的 Nielsea 形式 


> DT 
5 Dr 人 + wog=0 (4.6.8) 
+=] 


在 相当 一 般 的 情形 下 ， 点 的 质量 可 为 广义 举 标 、 广 义 速度 和 
时间 的 函数 ， 即 

Hei Hg sft), (人 一 1 SS=1,,%) {4.6.9) 
因此 ， 系 统 邵 速度 能 量 对 质量 的 偏 导数 为 沦 。 
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命题 3 对 变质 量力 学 系统 ， 我 们 有 


Em Fe brs ~ 办 6 (4.6.10) 
5 证 明 ] 
下 as 给 N , 
> 人 0 一 二》， Sa fr:* -04 和 or Pe, 1 
了 人 s=1i=1 f=1 


将 式 (4.6,10) 代入 原理 (4.6.3)， 得 到 DD'Alembert- 
Lagrange 原理 的 Appell 形式 | 


~ EA fa . 
Em +t ra (4.6.11) 


其 次 ， 研 究 另 一 类 变质 量 疝 题 ， 其 中 质 虹 的 变化 将 引起 系统 
运动 学 性 质 的 改变 。 设 系统 受 有 也 个 包含 项 量 的 完整 约束 
pa (Mis is Vis tid) =0, (a=1," ,Ad; 一 Tv) 
(4.6.12) 
并 设 质 景 ?2; 为 点 的 坐标 和 时 间 的 国 数 ， 邵 
8127 = Ys Vis Tt.t), (2,7=1,* NN} C4.6.13) 
将 式 《4.6.13) 找 入 式 〈4.6.12)， 得 到 新 的 完整 约束 
Cav Vocist Pp ri Viet xes YioZiof)}—=0 (4.6.14) 
ph sh Re di(S 一 1 3)， 便 约束 (4.6,.14) 成 
为 馆 等 式 。 邻 了 (7 go2 必 表示 考虑 到 质量 变化 过 程 中 运动 学 
性 质 改 变 而 计算 的 动能 ， 即 
To=3 Domi(gsg,t) (4.6.15) 
i=1 
其 中 声 ; 不 表 为 各 标 和 时 间 的 函数 。 类 似 于 前 面 的 讨论 ，DP Ale- 
mhbert-Lagranmge 原理 可 表 为 Euler-Lagrange 形式 1 


< DD a7p A7p 
> i nt ng + + ; )og.= (4.6.16) 


j= 


以 及 Nielsen 形式 
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工 (- 坪 - Deas 2 2 +0 ¥’ )og.=0 (4.6.17) 


其 中 悄 ““” 的 量 表 示 在 计算 它们 时 要 考虑 到 约束 对 质量 变化 过 
程 的 依赖 关系 。 类 似 地 ， 引 进 : 


NN 
1 An 5 2 后 
Sp 一 广 2 Hi(drs gst) (4.6,18) 
:三 1 


其 中 为 点 的 加速 度 ， 则 原理 (4.6.3)〉 qf 表 为 Appeli 形式 


dd Psp 7 
了 (二 0; 二 有 1 jag, 一 0 (d4.6.19) 


s=1 
3. 凝 辕 偏 导 数 表示 的 D'Alembert-Lagrange 原理 
首先 ， 研 究 质 量变 化 不 改变 系统 运动 学 性 质 的 变质 量 问 题 。 
容易 证 明 下 述 两 个 命题 。 


命题 4 我 们 有 
d in _D ar 之 ，，， Bri 
dt rm Dt ne 一 " Gg. (4.6.20) 
命题 5 我 们 有 
N 
mT _ x DT A 
0 十 了 i FR 
ng ng Dt 2 Te (4.6.21) 


将 式 〈4.6.20) 代入 原理 (4.6.5)， 得 到 


Ld 

5 
> [二 -Or 十 下 og, 一 0 (4.6.22) 
=1 


Il: Ig; 
共 中 | 
~ fr， 
中 ,一 多 :十 pe Bg, (4.6.23) 
特 式 (4.6.21) 代入 原理 (4.6.8)， 得 到 
EE nT X71 
31{- ng 十 2 E+0,+ og.=0 (4.6.21) 


£=1 
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原理 (4.6.22》 和 (4.6.24) 分 别 为 凝固 偏 导数 表示 的 
TD'Alembert-Tagrange 原理 的 Euler-]agrange 形式 和 Nieisen 

其 次 ， 研 究 质 量变 化 改变 系统 运动 学 性 质 的 变质 量 问题 。 此 
有 时， 原理 (4,6.16》 和 《4.6.17) 在 凝固 人 篇 导数 下 可 表 为 


| d nls | Alo | Op; 二 由/ )ag: =0 {4.6.25) 


di nd Ig: 


5 二 


(> 2 Lt QI +tB’)g=0 (4.6.26) 


A 


=5,(R. + (4.6.27) 
i=1 89， 


4， 普 通 导 数 和 普通 偏 导 数 表 示 的 D'Alembert-Lagrange 
原理 

首先 ， 研 究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 量 问 
题 。 假 设 质 晤 变化 表 为 式 《4.6.8)。 容 易 证 明 下 述 两 个 命题 。 

命 占 56 我 们 有 | | 


二 四 ri 二 三 他 人 m- i 


Y =] 1=1 


By N 
Ee 1, s OWfi 1, ON 
Pe iz 2 i 06; )+ + 2 Us Ey oo {4.6.28) 
1 = 可 
a 我 们 有 
Or; 
Em Fj DF; 2 Fie 5 


+=1 


型 
fl, 
将 式 人 6,28) 代 人 原理 6. a 得 到 
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好 
SS,{-E(T)TO,+P}0g=0 (4.6.30) 
s=1 


将 式 (4.6.29) 代入 原理 (4.6.3)， 得 到 


DN(T)+O+P,}5g,~0 (4.6.31) 


了 三 】 
在 原理 《4.6.30) 和 {4.6.31》 中 
下 1 om: dfl, 0m 
P,= -Ze + HiF2)" oY 全 dy 十 可 (3 90, )} 
(4.6.32) 
其 次 ， 研 究 质 量变 化 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 昌 问 
题 。 令 了 为 了 po 中 v4; 用 式 (4.6.13) 替代 所 得 表达 式 ， 则 有 


67 Tp, WE 
Tg 


Bg gs 0 pe dd 一 dt 1 Os 


za 2 1 Om 
DG， Ifs 2 全 0g: 


将 这 些 表 达 式 代 人 原理 (4.6.25》 和 (4.6.26)， 我 们 得 到 


DU {ET)+O+P’}8g, =0 {4.6.33) 


£=1 


DA{—NT)+O+P}0g=0 (4.6.34) 
*=1 


其 中 


P= > (RR, + i :Fi)* oe -也 了 《d4.6.35) 


4.6.2 变质 量 系 统 的 Hamilton 原理 


这 里 了 研究 质量 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 监 问 
题 ， 讨 论 问题 的 一 般 形 式 的 HHamijilton 原理 ， 完 整 系统 的 Hami- 
lton 原理 ， 以 及 非 完 整 系统 的 再 amiltcn 原理 等 。 
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1， 变 质 重 力学 系统 一 般 形 式 的 Hamilton 原理 

定义 ”定义 一 个 特殊 变 分 记号 3*， 当 取 这 种 窒 分 时， 质 基 
被 当 作 常数 来 考虑 。 

根据 上 上 述 定义 ，8* 对 动能 工 的 作用 为 


a nT E 7 
bs 全 >， 一 2 ng 4.6.36 
?Og 9 ng- 6 (4.6 ) 


科 用 式 (4.6.36) 容易 将 原理 《4.6.22) 改写 成 形式 


办 


二 (Qi BP) Eg + OT+ Ne 8g, ) 


AY 
s=1 s=1 


-名 (z dg: 外- 0 (4.6.37) 


将 式 〈4,.6.37) 两 端 乘 以 由 并 由 刀 至 二 积分， 注意 到 端点 条 件 
Br tto = B911=4 一 0， 便 得 


ek 给 


d 
| $5 0+D.) gr + 6*7'+ IO (2 dF: — 680, jat=0 


En 3 


(4,6.38) 
原理 (4.6.38) 可 称 为 变质 量力 学 系统 -- 般 形式 的 了 azrniltot 原 
理 。 
如 果 质 景 森 变化 ， 则 有 8* 玉 一 8 关 ， 员 ,一 0， 记 号 工 成 为 9 
再 设 广义 力 有 势 ， 此 时 原理 (4.6,38) 成 为 原理 〔2.4.17)。 
2， 变 质量 完整 系统 的 Hamiltcn 原理 
如 打 系 统 所 受 约束 是 完整 的 ， 则 有 灾 换 关系 


bg, 一 09，， (S$=]1,*",n) 《4.6.39) 
将 式 (4.6.39) 代入 式 (4.6.38)， 得 到 


| {T+ D0,+ Bog Vat=0 C4.6.40) 
+ 三 | 


fo 


这 是 变质 量 完整 系统 的 开 amilton 原理 。 
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3. 变质 量 非 完整 系统 的 Hamilton 原理 

对 十 非 完 整 系统 ， 由 十 对 交换 关系 有 两 种 观点 ，flamiilton 
原理 恒 有 如 王 两 种 形式 ， 再 Glder 形式 的 , 以 及 Cycnos 形式 的 。 

按 吾 6lder 观 点 ， 不 论 系 统 完 整 与 否 ， 对 所 有 坐标 都 而 交 换 
关系 (4.6,39)， 因 此 由 式 (4.6,38》 得 到 和 3 


| 人 se 5.0. 809}=0 (4.6.41) 


“#0 f=1 
这 是 变质 量 非 完整 系统 Hamilton 原理 前 Halder 形式 。 它 与 完 
整 系 统 的 Hamailtom 原理 (4,6,40) 有 类 似 的 形式 , 但 是 康 埋 
(4.6.41》 中 的 6g, 不 再 是 彼此 独立 和 的 了 ， 而 是 要 受到 非 完 整 约 
来 的 限制 。 
按 Cyczop 观点 ， 如 系统 受 有 非 完整 约束 

< 2 B=1,m, 8 SS 一 1 

Garp Val st), (os 二 一 营 一 如 ) 
列 有 交换 关系 〈2.4.5) 和 (2.4.12)， 即 

bp = oq,, 8G.10 = 人 Odgers— Er 


《aa 一] Be (4,6.42) 
将 式 (4.6,42》 代 入 原理 (4.6.38)， 得 到 全 


[3 
| { CasT)e+ (0,+8,)89, 


i Cs 
< a < 
a Te Te8g Vat=0 (4.6.43) 
B=1 tt 
其 中 
3 aea 启 ~ Be 
a 小 e+ rr Pe we 
怠 0 ,9 2D5。 中 2 十 哺 06, 
(4.6.44) 


这 是 变质 量 非 完整 系统 开 amilton 原理 的 Cyecnos 形式 。 
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容易 证 明 ， 形 式 (4.6.41) 与 (4.6.43) 是 等 价 的 。 
利用 HEarmijlton 原理 (4.6.41) 和 (4.6.43) 可 以 推 民 变质 
景 非 完整 系统 的 运动 微分 方程 。 


4.6.3 ”变质 量 系统 的 运动 微分 方程 


1. 变质 量 完整 系统 的 运动 方程 

首先 ， 研 究 质 明 变化 不 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 草 门 
题 。 

如 果 系 统 所 受 约束 是 完整 的 , 则 83: 和 披 此 独立 ,由 原理 
(4.6.5), (1.6.8), {4.6.11), (4.6.22), (4.6.24), (1.6.30) 
和 《4,6.31) 得 到 下 列 各 种 形式 的 运动 微分 方程 


三 莉 2 
I =0,—¥,, (Ss=1,,n) (414.6.45) 
a DT ,nT _,, 、 过 
Bo DF- 2 ng Oty, (s=1,%,n4)(4.6.46) 
OS 

六 =0Q,+¥,, (SsS=1,"*,7) 《4.6.47) 
Q nT xz 二 
人 CS 一 1 (4.6.48) 
IT ee 

i —0,+,, (s—=1,",%) (4.6.49) 
Et)=0,+P,, (s=]1,", 32》 ‘(4.6.50) 
MN.(7) = 0O,.+P,, (3 一 1 区 ) 《d.6.51》 


其 次 ， 对 于 质量 变化 引起 系统 运动 学 性 质 改 变 的 变质 量 癌 

题 ， 由 原理 (4.6.16)，{4.6,17)，{4.6.19)，(4.6.25)，(4.6。 

26)，(4.6.33) 和 “(4.6.34) 得 到 下 列 各 种 形式 的 运动 微分 方程 
也 a7p 1Tp 


Dz HG Ags 一 @r 十 多， (Ss=1,"…,%) (4.6.52> 
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Tp 了 Ps 
SS 一 2: 人 地， {Ss=1,°,») 


工 0 I 

《d.6.583》 
Dso 5 
人 二 一 ae 
他 Os FP,, (s=1, ,nn) 《4.6.54) 
d IFro nlp _,, ’ 上 
mR i Ra “CABS 
in tb ， ’ 
一 2 =0.+D,s; 二 Tv"**, 414.6.56 
二 2 Er Oi+® (3 一 1 1) (14.6.56) 
E(f)=Q; +P;, (So ) (Cd.6.57) 
NT)—07 +P;, (Ss=1,",%) (1.6.58) 


2. 变质 量 非 完整 系统 的 运动 方程 

首先 ， 研 究 质 量变 化 不 引起 系统 运动 学 性 质 疏 变 的 变质 晶 问 
题 。 

设 系 统 的 运动 受 有 8 个 理想 非 完整 约 束 

falQ; Gt) = 0, (B= SS 一 1 ,NR) {4.6.59) 
约束 (4.6.59) 加 在 虚 位 移 869; 卡 的 条 件 为 


SS Ofn 


所 Ag, 8 一 0， (B=1," 8) 《4d.6.60) 


由 原理 人 (4.6.8)，(4.6.11)，(4.6.22》，(4.6.24)， 
(4.6.30) 和 和 (4.6.31) 及 关系 (4.6.60)， 利 用 通常 的 Lagrange 
乘 子 法 ， 容 易 得 到 变质 量 非 完整 系统 各 种 形式 的 带 乘 子 的 方程 。 
例如 ， 由 原理 (4.6.5)，(4.6.8) .和 《4.6.11》， 得 


DD ar aT dfs 
i ;+ P+ > Ap » (Ss=1,** ,Hh) 
Di nad: Id a 
{4.6.61) 
Eg 
工 DT ,xT afs i 
or rn Qtrt 之 tg, (s—1,.,n) 
(4.6.62) 
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98 


人 O00 st 
Od 二 ,二 让, 十 A Bd, ! (CS 一 1， 112) 


{4.6.63》 
设 非 完 整 约 来 可 表 为 
B=1,*r ,8 O01," Es 
jot = Fal d,s 
2 有 ) 上 SS 一 1，。。。 了 2 ) 
(d.6.61) 
则 虚 位 移 策 足 


(Cd4.6.65) 
令 到 为 了 中 借助 约束 〈4.6.64) 消去 5.1s 所 得 表达 式 、 让 为 


二 -中 借助 约束 (4.6.61) 消去 .及 0:s 所 得 表达 式 ， 利 用 
导 常 质量 非 叶 


推 时常 质量 韭 完整 系统 运动 方程 的 办 法 ， 容 易 由 原理 (4.6.5) 
种 失 系 (4.6,65》 We Hannsiraa 方程 :251 
nD sf _ a 


xl 1 3 Og Oe 
mgs go Dg Cn 二 8。 3) 


(4.6.66}) 
由 原理 (4 .6.8) 和 关系 《4.6.65) 导出 广义 Nielsen 方程 5) 
开 DF ZL > 了 (22 一 299a 
A 全 = 16. 十 月 Da， DG9。 
& 
二 > a7 _ Ovp 


(d=] ,se) 
(4.6,67) 
其 中 
-2 OPa 二 Pa 
O=0+ 2 0 
B=1 B=1 
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DS 
B00"+ Fo (og—=1,* ,6) {4d4.6.69) 
类 似 地 ， 可 以 导出 凝固 偏 导 数 表示 的 方程 和 普通 导数 类 示 的 


方程 号。 

其 次 ， 研 究 约束 依赖 于 质量 变化 过 程 的 变质 量 非 完整 系统 的 
送 动 方 程 。 类 似 于 前 座 的 计 论 ， 由 原理 (4.6.16)，(4.6.17》〉》 和 
(4.,6.19)， 容 易 导 出 下 述 方程 


D sip_alo_ 他 Bd UE Me) 
8 Rrp di 6, 


Di nid, gs 


5 xTp [ie Sp 
a Dre 9. Voto, (sl1, 55)》 
本 | (4.6.70) 
江 人 他 nT'p 4 nT AD 由 as BP 
De 


B= 


区 OP Pe] pr’ = 
一 2 qers 69, =Qot¥¥,, 《II 一 1 e) 


B=1 
(4.6.71> 
So _ ,~ 
+ (CF=1,",£) (C4.6.72) 
B68, 


类 似 地 ， 可 以 导出 凝固 偏 导数 表示 的 方程 和 普通 导数 表示 的 
方程 。 
例 1 变质 量 annimruan 篇 机 问题 和 
在 Ganmxpmrra 当 枫 对 称 轴 上 附加 一 质点 万 ， 其 质量 随 时 间 
变化 吉 =mr(2)， 并 距 接 触 点 为 了 。 沽 虑 到 附加 变质 量 质 点 以 后 ， 
系统 动能 为 
人 一 > M{(%—Aa0sin0)’+ (y+abcosd)} 十 Te 


+ Tm) {CbOsing): + (y+ 5000s0)} (Ca) 
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约束 方程 为 
必 一 3Xtg6 (85) 


方 各 (4.6.66) 给 油 
D a 7 aT/d HY 0% RT 67 方 六 
-0 


1 i x 


D a a a 0 _ 67 LE 63 _ 5 
i 人 88 一 上 6 Qt 


Di x An xy 


进行 一 系列 计算 ， 得 


RE . Ee 

二 [CMTMEILC + ted}, i 0 

7 nF tt 
CJet Ma + m(t)b1 6, M+ 入 (办 2 
Gy 0 07 Oy ,二 
dt80, Be? 36 一 0， i C= ee 一 0 


平一 用 -十 FP, 0 hue, 友 ， 一 说 28Sinc 
其 中 «为 微粒 相对 速度 豆 与 PC 的 夹 角 。 将 这 些 表达 式 代 人 方 积 
(a 整理 得 


es COSK 
EM+m) +rOtg0) 一 BLMat mi) = MMS 


cos’8 
Ce) 
Cfei Mfart mL)BY + 2 CMat m(A N=maubsinn 
方程 (e ) 在 下 列 特殊 情形 下 
a=0, Je=Mh, uU= 一 DB Cf) 
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可 归结 为 Riccati 方程 ， 关 此 可 积分 到 底 csoam。 
- 例 2 燃烧 着 的 匀 质 男 球 沿 粗糙 水 平面 的 企 性 运动 。 
设 球 的 初始 半径 为 zs， 密度 为 Y， 并 设 由 于 燃烧 引起 的 质量 
减少 与 球 的 表面 积 成 正比 ， 即 


dm 


df = i (Ca) 
上 其 中 x 为 常数 ， z 为 球 的 半径 ， 二 为 球 的 质量 
加 = (56) 
将 式 “ 5) 对 ££ 求 导数 ， 得 
和 二 4TY22 (Cc) 
比较 式 (4 ) 与 式 《(c ), 得 
x 
3 一 一 宁 (Ca) 
积分 之 ( 令 1 =0，z 二 Ys)， 得 
ey a 
2—ro yt Ce) 


球 的 动能 为 
T= (二 条 二) + T+ + 82 二 299cosg》 (Cf) 


其 中 x, yz 为 球 心 坐标 ，% 02 为 Euler 角 ，y 为 球 对 其 直径 的 
惯性 矩 


了 一 二 pz (hy 
将 式 (4 ) 代 入 式 ()， 得 
To =m tI) + T+ bz+2%9cos6) (i) 


球 在 平面 圭 作 纯 滚 动 的 条 件 为 
+2Peosgsing — Osing)=0, +2(PBsingsing + cost)=0 


考虑 到 式 ( e )， 则 工 式 可 写成 
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2={r 一 四 jj -一 则 cossing + Osing), 
$=— (ro— SF # ) (Psingsing + gcoso) (7) 
将 式 〈《 了 7) 代入 式 (+ )， 得 

7o= 半 zi(r 一 全 于 (Pp?sin:g + 0) + 了 全 


tT tt G+ 2PPcosg) (Ck) 
方程 (4.6.71》 对 站 给 出 为 
x DT, aT, el 2 2 
np Di 荆 史 zo 5 一 
-2 » 3 _ ,ATp 0% 
ae ) Znx 6 
HTp 0y _ Fy eas 
"0 C1) 


对 9,9 有 类 似 的 形式 。 
因而 球 没 水 平面 作 惯性 运动 ， 且 微粒 分 离 的 相对 速 底 为 零 。 


故 
Os=0=0=F,= Fo= ;=0 C98) 
经 过 计算 ， 容 易 得 到 问题 的 运动 微分 方程 2 
J ($+Weoso — posing) =0 
J (OO + PPsing) +m(ro 一 也 #1 ) (全 二 区 9sing) 
(2 


TPB+Ycosd POsing)+ mr 一 了 £ ) (9sin25 + POsingcoso 
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A Ed 
—$6sing) 一 (rs -5 )psin:0 = 0 1 


34.7 机 电 系 统 的 分 析 动 为 学 


机 电 系 统 广泛 应 用 于 各 种 技术 领域 。 电 动机 ， 发 电机 ， 刚 体 
的 韭 接触 《电磁 的 ， 静 电 的 ) 悬挂 ， 电 测 仪器 等 都 是 机 电 系 统 。 
为 合理 爸 造 这 些 系统 并 进行 … 系 列 的 分 析 ， 现 代 工 程 实际 要 求 建 
立正 确 的 数学 模型 ， 这 些 模 型 应 包括 机 械 运 动 的 微分 方程 以 及 电 
帘 过 程 的 方 黎 。 为 组 成 术 惠 系统 的 方程 ， 分 析 力 学 的 .[- 共 是 非常 
方便 的 ， 其 中 表征 系统 的 电 伐 量 和 力学 量 形式 圭 看 作 同 等 的 ， 而 
运动 方程 可 借助 Lagrange 模式 米 得 到 。 


4.7.1 机 电 系 统 分 析 力 学 的 基本 概念 和 Lagrange- 
Maxwell 方程 


1. 基本 概念 

定义 1 机 械 过 程 和 电磁 过 程 相互 联系 的 系统 称 为 机 忆 系 
统 。 

这 个 定义 是 相当 广泛 的 ， 因 为 它 包 括 了 机 械 系 统 和 电路 以 各 
种 构造 结合 相 联系 的 机 构 和 仪器 。 机 电 系 统 的 主要 特征 是 机 械 能 
到 电磁 能 的 转换 。 机 电 系 统 在 测 明 技术 ， 电 声 装 置 ， 在 自动 调节 
和 匠 控 系统 中 有 重要 作用 。 

研究 机 电 系 统 必须 从 多 出 基本 假设 和 选取 模型 开始 ， 沽 虑 到 
主要 现象 ， 忽 略 非 本 质 的 ， 次 要 的 现象 。 机 电 系 统 的 机 械 部 分 的 
描述 可 利用 力学 系统 的 模型 ， 作 为 某 N 个 质点 的 总 合 。 假 设 所 加 
约束 是 完整 的 、 型 想 的 、 双 面 的 。 约 东方 程 的 数 日 是 4 。 那么 机 
械 子 系统 在 空间 中 的 位 置 可 用 %=3 六 一 4 个 广义 坐标 gi;(s= 1,>…， 
1) 来 确定 。 电 部 分 “位 置 ”的 给 定 却 是 复杂 的 ， 因 为 要 描述 任何 
装置 中 的 电磁 现象 就 必须 知道 电磁 场 一 一 磁感应 强度 如、 上 电场 强 


ee 


庆 王 及 其 随时 间 的 变化 。 因 此 ,作为 带 分 布 参数 系统 的 电 系 统 状 
六 的 给 定 需 无 穷 多 个 时 间 销 数 。 在 理论 电工 学 中 引 人 和 人 的 电路 和 磁 
路 运用 有 限 合 参数 一 一 时 流 ， 电 压 ， 磁 通 等。 在 用 有 限 个 参数 多 
壕 电 动 现象 时 ， 类 似 干 力学 中 运用 广义 华 标 。 

假设 ， 导 体 截 面 凡 计 与 其 长 度 相 比 甚 小 ， 因 此 ， 磁 感应 强度 
如 对 电流 沿 截面 分 布 的 依赖 性 可 忽略。 此 外 ， 还 要 求 所 谓 谁 平移 
近似 条 件 ， 在 此 条 件 下 电路 型 论 才 是 对 的 。 

2， 电 路 方程 

假设 机 电 藉 统 由 人 个 回路 组 成 。 每 个 阿 路 由 线 导体 和 电容 组 
成 ， 各 个 电路 之 问 是 电 无 闫 的 ， 但 回路 中 的 电磁 过 程 不 是 独立 
的 ， 因 为 所 有 电路 处 在 共 河 磁场 中 。 用 如 (一 1,…，32) 表 记 第 大 
个 回路 中 的 电流 ，z 为 加 在 第 态 个 回 路 上 的 电动 势 。 设 ei 为 电 
容器 中 的 电荷 ， 它 与 电流 有 关系 sx 一 zf。 第 大 个 回路 中 的 电阻 和 
电容 分 别 为 Rt 和 Cx。 电 容 是 电荷 与 电容 器 极 板 间 电 势 差 ( 电 
奈 ) 之 比 


Cr=—e (4.7.1) 


当 机 电 系统 相互 位 置 改 变 时 ， 也 容器 极 板 问 上 距离 也 政变 ， 因 此 ， 
电容 是 系统 广义 坐标 的 嘱 数 
Ci=Cr(g), (R= 1 ,r,s S$S—1,"*,H) (dd.7.2) 
出 物理 学 知 ， 电 场 能 量 为 
7 一 一 8 
:全 La 之 之 Cr 上 
由 式 《4.7.1) 和 (4.7.3》 得 知 ， 第 个 电容 器 两 极 板 间 的 电压 
可 用 电场 能 信 , 对 电荷 ex 的 偏 导 数 来 求 得 
- Br。 [3 
人 Gex 加 Cx 
由 物理 学 知 ，*% 个 带电 回路 的 克 场 能 车 为 
~ 350 一 


(4d,7.3) 


{4.7.4) 


1 HH 久 
作 w 一 祁 2 > Lartakr (4.7.5) 
天 1 r=l 


其 中 Zax 为 第 个 回路 的 有 自 感 ， Iart& 疾 7) 为 第 个 和 第 7 个 回路 
的 互感 。Lsr; 依赖 于 第 疡 、 第 ?个 回路 的 尺寸 和 形 状 ， 它 们 之 间 
芍 足 离 ， 相 互 分 布 ， 以 及 周围 介质 的 导 磁 率 。 因 此 ， 盟 工 ir 是 广 


Lrr=Lar(g:) -= (4.7.6) 
通过 第 个 回路 的 磁 通 与 问 路 中 电流 成 正比 
Bi= 2 Ltr (4.7.7) 
”=1 
比较 式 (4.7.5) 与 (4.7.7), 得 
GT 
下 Di (4.7.8) 


现在 建立 电路 的 方程 .用 si 表示 第 亡 个 回路 中 当 磁 通 D4 改 
变 时 引起 的 感应 电动 势 。 按 电磁 感应 定律 ， 有 
dp d a 


i (4.7.9) 
对 第 天 个 回路 ， 利 用 欧姆 定律 ， 有 
Me + HE = Rt + (4.7.10) 
注意 到 式 (4.7.4) 和 (4.7.9)， 出 式 (4.7.10) 得 
d a A. | | 
二 8 + Ger + Rr ur, (P= 1 ,12) (4.7.11) 
引进 电 耗 散 函 数 l 
了 nr 
2 
于 是 有 
OF。 
Bir ad 
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将 其 代入 方程 (4.7.11)， 得 到 也 路 方程 
da BID GF, 


di “Gi a Dd (R= 1,*", 0) (1.7.12) 
3。 磅 达 马 达 力 


定义 2 电场 和 栈 场 对 物体 作用 而 产生 的 力 ， 称 为 厂 达 马达 
力 ， 

相应 于 广 闵 坐 标 92 的 广义 磅 达 马 达 力 记 作 87 以 区 别 寺 通常 
机 械 性 质 的 广义 力 。 为 得 到 广义 磷 达 马达 力 的 表达 式 ， 可 利 出 系 
统 能 景 平 衡 方 程 。 电 动力 所 作 的 功 提供 焦耳 热 、 厂 场 和 电场 能 量 
的 改变 以 及 磅 达 马 达 力 所 作 的 功 。 系 统 能 量 平 衡 方程 为 


pd Pe 
人 2 一 人 df 全 df < Og, {4d.7.13) 
式 三 三 
由 式 (4.7.5) 和 (4.7.6) 知 ， 人 [了 于 是 
oy 天 ar dit OV,,, 
= 三 D2 -这 人 经 (4d.7.14) 
考虑 到 仔 。 式 (4.7.14) 容易 变换 为 
we ~ d BF PTT 
-这 di Ole ! -区 Bq. 4 (1.7.15) 


系统 的 电能 ， 人 (4.7.2) 和 ey 应 为 电荷 ex 和 广 
区 坐标 8% 的 消 数 ，ITe= 二 Tlexr,g;)， 因 此 


了 
号 = 三 从 > 六 (4.7.16) 
将 式 (4.7.15) (4.7.16) 1 (4.7.13)， 得 


(tm 一 Ri 一 让 6 -a 


到 di Qk Oex 
g Os Oe 
= 之 (— et og "0 ) C4.7.17) 
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将 电路 方程 《4.7.12) 代 人 上 式 ， 得 . 


5 
本 (0:- 遇 S + )d=0 (4.7.18) 
由 于 广义 速度 是 独立 的 有 量 ， 可 任意 选取 ， 由 式 (4,7.18〉 得 到 

Qi= BW Ww) (4.7.19) 
将 式 《4.7.5) 各 (4.7.3) 代入 式 〈4.7.19)， 最 终 得 到 


Q;= 闻 > DD eit > 2 ， Oe a (4.7.20) 
=1 +=1 =1 


4. ET de 方程 
用 开 表 示 系 统 的 动能 ， 在 完整 定常 约束 下 ， 它 是 广义 速 诺 的 
前 二 次 式 


7 7 
= 3) oil (4.7.21) 


r= 
其 中 系数 4 仅 依赖 于 广义 坐标 。 系 统 机 械 部 分 的 势 能 是 广义 化 
V=V(g,), (s=1,**,%) 
用 六 nto6;) 表 示 机 械 耗 散 藻 数 。 考 忠 到 在 机 械 系 统 上 除了 有 势 


力 一 名 ~， 耗 散 力 一 8， 非 势力 0, 以 外 还 作用 有 磅 达 马 达 力 
;， 广义 人 标 中 的 方 各 写成 形式 

d 07 67 OV 有 yn 

Ye 


(4d4.7.22) 
将 式 (4,7.19) 代入 式 (4.7.22) 并 联合 电 路 方程 (4.7.12)， 
可 得 到 机 电 系 统 的 封闭 方程 组 


d ON, aoW, OF, 
di Ol 1 Oer t+ ar ~ Yt? 


(R= 1 ,70) 
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A 67 07 oy OW 3 ap 0 《4.7.23) 
dt ic Bg Og 09， 69 OF 
| (s=1,° ,1) 
取 机 电 系 统 的 Lagrange 录 数 为 
L=T(g 0) —V(o) +tWa yi) —IV (gi se) (4.7.24) 
并 引入 电 的 和 杞 械 的 耗 散 函数 之 和 
P= Yl) + pag Gs) (4.7.25) 
则 方 和 (4.7.23》 可 写成 形式 27 
d ar BL by 
dt De der Gex 


-= tk (R= 1 ,+ ,2) 
a 3 (4.7.26) 
3 0 oo 一 加 (S 一 1 32)》 
方程 〈4.7,26) 就 是 Jagrange-Maxwell 方程 。 它 们 组 成 对 广义 
人 弘 标 和 电荷 的 + 好 个 二 阶 常 微分 方程 的 方程 组 。 

为 积分 方程 〈d4.7.26)， 还 需 给 出 电荷 、 电 流 、 广 义 坐 标 和 
广义 速度 的 初始 条 忻 


Bl ro Bo0s ilio0= ti0, gr|s-o= gn, Gs | sn = #0 (4.7.27) 


4.7.2 Lagrange-Maxwell 方程 的 应 用 


1. 出 体 的 电磁 部 挂 

在 火车 车 厢 上 安 一 电磁 铁 ， 它 与 了 型 铁轨 相 吸 引 。 在 电磁 铁 
绕组 中 的 电流 名 尺 力 以 及 磁铁 和 铁轨 间 和 名义 间隙 下 ， 引 力 与 车 硒 
重力 平衡 。 设 车 晴 洪 铅 垂 轴 作 直线 平 动 。 将 在 电磁 铁 和 铁轨 间 二 
隙 名 义 值 下 的 质心 位 置 取 为 坐标 原点 OQ。 车 朋 质 心 的 坐标 少 取 为 
广义 坐标 。 由 磁铁 绕组 中 的 电流 记 作 i 。 此 机 电 系 统 的 广义 坐标 
是 了 和 。 系 统 不 包含 电容 ， 因 此 对 电 访 的 微分 方程 是 一 阶 的 。 
此 时 ， 常 说 系统 有 半 个 自由 度 。 

车 昕 动能 为 


工 = 过 yy (4.7.28) 
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重力 势能 为 - 


V=Py (4.7.29) 
因 系 统 中 没有 电容 ， 故 电能 等 于 零 。 磁 能 表 为 
w= 翅 | Bdy (4.7.30) 
DV 


其 中 BB 为 磁感应 强度 失 量 ，4 为 导 磁 率 ,， 为 磁场 包含 的 体积 。 
设 磁铁 与 铁轨 之 酒 的 间隙 卢 -? 与 磁铁 尺寸 比较 其 小 。 此 时 ,可 认 
为 蓄 铁 与 铁轨 间 气 阶 中 的 蓄 场 是 均匀 的 ， 并 忽略 边界 效应 ， 不 计 
铁 胃 、 磁 铁 、 气 隙 内 的 磁 漏 汇 ， 假 设 磁 铁 和 铁 轨 的 导 磁 率 < 很 
大 ， 可 忽略 式 〈4.7.30) 中 对 三 铁 和 铁轨 体 积 的 积分。 此 时 式 
《4.7.30) 中 只 有 常 矢量 吕 沿 两 个 气 隙 体积 的 积分 


PR op 2 
本 一 去 SA 一) 万 (4.7.31) 


其 中 S 是 磁铁 面积 ，/o 为 空气 导 磁 率 , 通 过 电位 铁 缆 组 的 磁 遂 为 


B=BSN (4.7.32) 
其 中 NN 为 绕组 圈 数 。 另 一 方面 ， 磁 通 与 电流 成 比例 

P= CHT 339 
其 中 工 :; 是 自 感 系数 。 由 式 (4.7.32〉 和 《4.7.33)， 得 

5- 絮 


将 其 代入 式 〈4.7.31)， 得 


但 
WW = FL 
王 是 
a 
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而 系统 的 隘 能 为 


二 (4,7.34) 
因此 ， 机 电 系 统 的 Lagrange 函数 为 
工 = 方 专 守 一 P3+ 款 和 {4.7.35) 
耗 散 荡 数 为 
hy + Rs (4.7.36) 


其 中 5 为 车 月 运 动 中 的 粘 摩 擦 系数 ， 有 R 为 电路 中 的 电阻 。 
假设 广 闵 非 势力 不 存在 ， 并 用 妈 表 示 电 磁铁 绕组 于 的 电压 。 
为 确保 车 蚜 基 挂 的 稳定 性 ， 这 个 电压 应 依赖 村 气 隙 (% 一 y)。 
Lagrange-Maxwell 方程 (1.7.26) 给 出 为 
da HL oF d 6L :87 0 
df Oc + Be 一 他， dz By 一 By 05 =0 (4.7.37) 


将 式 (4.7.35) 和 (4.7.36) 代入 方程 (4.7.37)， 得 到 
1 HEDS dz 1 SN A RA 
2 hy dts Ch yi yitRiw 


和 (4.7.38) 
BI Pr 


其 中 一 去 -sr 光 是 车 须 运 动 时 引起 的 感应 电动 势 ， 


1 入 jz 是 磅 达 马 述 力 一 车厢 对 铁轨 的 引力 。 


下 面 研 究 方 程 《4.7.38)〉 的 平衡 位 置 的 稳定 性 。 假 设 


HW=H0 十 此 (太一 和 。 to=const, (4.7.39) 
其 中 是 传感器 信和 号 放大 系数 。 在 车 师 的 平衡 位 置 上 ， 有 
y=0, y=0, i=n (4.7.40) 


将 式 (4.7.40) 代 入 式 《4.7.38)， 得 到 所 需 电 动 势 和 电流 和 名义 力 
1 一 356- 1 


的 值 


2Ph 


Yi = Ri Rh, 2 二 一 一 Lo (4.7.41) 


J 一 个 -为 一 0 时 的 自 感 系数 。 
没 藻 厢 由 平衡 位 置 发 生 小 位 移 之 妨 ， 并 设 电磁 铁 绕 组 中 的 
电流 千 近 其 名 义 秆 各 ， 即 i 二 各 十 x*，x 人 i6。。 于 是 有 


; > y ] | 
了 280X 


2 
(并 一 3 和 
(4.7.42) 
3 2 22n% . 2¢0%y 
(Ry) pt hp Th 
将 式 (4.7.42) 代 人 方程 (4.7.38)、， 并 孝感 到 式 (4.7.39) 和 
(4.7.41)， 上 略 法 运动 方程 中 的 非 线 性 项 ， 得 到 线性 化 方程 


lt + Rilory+hy=0, (> = 区) 


(4.7,.43) 
rr rmbt by -lr y= 0, Cm 一 


将 形 如 . 
x=Cie” ， je” (C4.7.44) 

的 解 代入 方程 (4.7.43)、 得 到 特征 方程 
loa+R 207A 十 大 


一 Zo7z ma? +O4---Lor? 


即 
piloas + (Bo IRR)A + ORA+Tr(h—rRI—0 (d.7.45) 
因此 ， 车 厢 平 衡 位 置 的 稳定 性 条 件 归 结 为 
A>rR, RO + mR) > mi rR—+R) 
由 此 得 到 火车 电磁 悬挂 的 工作 能 力 条 件 为 cm 
2 pe R + sR mR + dob) 
ee 


{4.7,46) 


= 8 


2， 齿 电 系 统 

电容 微 音 器 的 主要 部 分 是 平板 电容 ， 其 中 一 个 板 是 弹 泪 汶 
膜 。 声 波 引 起 薄 腊 振动 。 由 于 它 的 移动 ， 电 容器 的 电容 就 挛 1 和 5。 
因此 ， 在 由 电容 C(x)， 电 阻 玉 和 电动 势 组 成 的 电路 中 将 i 起 
可 变 电 流 。 进 入 放大 如 和 的 代号 由 电阻 及 下 出 。 

为 描述 薄膜 的 弹性 ， 利 用 绝对 刚性 薄板 的 模型 ， 它 以 刚 座 为 
刻 的 弹 赞 与 电容 器 的 固定 板 相 联结 。 设 电容 器 薄板 辣 距 离 为 ， 
运动 菏 板 的 质量 为 可 ,当空 气 振动 时 作 骨 在 此 板 上 的 力 为 (1)。 

取 轴 Ox 惟 直 于 电容 器 板 平 面 ， 诛 点 口 取 在 弹簧 未 变 形 时 动 
板 所 在 位 置 。 设 * 为 动 板 离 吃 的 坐标 。 电 容 微 音 器 的 机 电 系 统 的 
广义 举 标 取 为 电容 器 的 电 背 。 和 动 板 的 位 稀 %。 动 板 的 动能 为 


人 一 了 ti (4.7.47) 
弹簧 的 劳 能 为 
= (4.7.48) 
忽略 电路 的 感应 并 设 磁 能 等 于 零 。 电 场 能 为 
We se (4.7.49) 
出 平 扳 电容 公式 ， 有 
C= 


其 中 so 为 真空 的 电容 率 ，。 为 电容 器 平板 闻 电 介质 的 相对 电容 
率 ，S 为 平板 面积 ，4 为 平板 间距 离 。 在 所 研究 博 形 4=h+x， 


而 当 x 一 0 时 ，Co 一 ~， 由 此 得 eoeS 一 C 坊 ， 因 此 


_ _Cop 
C(x) = 六 
将 其 代入 式 (4.7.49)， 得 
, ht) 
We ch (4,7.50) 
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+ {4.7.51) . 


其 中 3 为 动 板 送 动 时 的 业 摩 擦 系数 。 
广义 力 容 易 计 算 ， 得 
0,=u, OQ:=F(E) (4.7.52) 
由 式 (4.7,47)、(4.7.48) 积 (4.7.50》 组 成 机 电 系 统 的 
Lagrange 图 数 


I = 池 HX? 一 守 hx Ss (b+x) (4.7.53) 
Lagrange-Maxwell 方程 (4.7.26) 给 出 为 
qd Lr 0 ,Hy 5 6 


i Or -ort ar 0 ge + Gd OQ (4.7.54) 
将 式 (4.7.53)、(4.7.51) 和 (4.7.52) 代入 方程 (4.7.54)， 
得 到 cm 


P2 e 
Hl 完 十 多 十 大爷 十 Fhe 一 如 人 )， Re FE (+ x) = 


《4.7 了 .55 ) 
在 没有 外 作用 天 (= 拓 0 时 ,此 机 电 系 统 的 平衡 位 置 *o， 
Gil 应 足 


hxvt si = 0, eol rx0) = HhCo 


5 入 
由 此 得 到 平衡 值 * 的 方程 
(Un thxot 0 = 人 0, ty (4.7.56) 


电容 器 固定 平板 的 坐标 为 (:- 坟 )， 因 此 物理 芷 能 实现 的 平衡 
位 置 为 《o> -- 有 。 这 个 条 件 是 如 在 系统 物理 参数 上 的 限制。 实际 
上 ,将 式 (4.7.56) 第 -- 式 写成 
Fx) tn, fxn) = (Kut+ hxo 
在 % 0 了 时， 元 数 A(xo) 是 正 的 ; 而 当 %0 之 0 时 ，f (x0) 为 负 的 。 
此 函数 在 点 *o= 二 0 处 与 轴 x 相交， 而 在 x6 三 一 时 与 轴 x6 粮 团 。 
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因此 ， 销 数 jw) 在 一 各 xe 记 0 间 有 极 小 。 将 六 对 xs 求 导 数 , 有 有 
df . 


df 、 
dx 一 (Xp 十 真光 3 +h) 


在 x= - 沁 处 ， 了 有 极 大 ， 在 加 一 一 人 处， 三 有 裤 小 。 这 个 极 小 
优等 于 
hn 站 53 


为 使 三 次 抛物线 4 二 (zi) 在 一 xs 人 0 间 与 直线 y= 一 1 相交 ， 
所 求 得 的 极 小 值 应 小 于 一 ww， 即 
4 A 4 


— 


DT 
由 此 得 
8 如 > 六 


< (4.7.57) 


4.7.3 非 完整 动力 学 与 电机 的 一 般 理 论 


在 专 苦 [4] 中 ， 用 火 旺 篇幅 详 细 地 讨论 了 非 完 整 系 统 动力 学 
与 电机 的 一 般 理论 。 


$4.8 事件 空间 中 的 分 析 动 力学 


了 工 Synge 在 他 的 著作 中 研究 了 各 种 空间 (包括 事件 空间 ) 
中 的 完整 保 宇 系 统 的 分 析 动 力学 “”。 这 种 研究 不 仅 有 几何 意义 ， 
而 且 世 有 重要 的 力学 意义 。 首 先 ， 由 此 不 仪 可 以 得 到 通常 位 形 空 
河中 的 动力 学 方程 ， 而 且 可 以 直接 得 到 能 量 积分 。 兴 次 ， 由 于 在 
事件 空间 中 党 标 和 时 间 处 于 同等 地 位 ， 这 可 使 我 们 灵活 地 选取 参 
数 ， 以 便 建 立 较为 简单 的 方程 7。 

本 洗 讨 论 事 件 空间 中 的 五 amiitona 原理 ， 完 整 和 非 完整 系 统 
分 析 动 力学 的 一 些 问 题 。 
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4.8.1 事件 空间 中 的 Hamilton 原理 


1. 事件 空间 中 的 约束 方程 和 虚 位 移 

设 力学 系统 的 位 形 由 # 个 广义 耸 标 9:(s 一 1,…,n) 来 确定 。 
构造 &+ 1 维 扩 充 的 位 形 空 间 玉 。; (事件 空间 )， 此 空间 中 点 的 
坐标 是 广义 坐标 4:(s 一 1,…,4) 和 时 间 三 。 引 入 记号 

Xi 二 #, Mr+1 一 Cr， (3 一 1 22)》 

所 有 这 些 变量 可 作为 其 参数 = 的 连续 可 微 玖 数 。 令 .=%.(7) 
(x= la+1) 是 CERo:i 类 曲线 ， 使 得 xi 一- 不 同时 为 
誉 。 这 些 带 某 确定 方向 的 曲线 对 应 于 无 约束 的 完整 系统 的 可 能 运 
动 。 我 们 有 


(4.8,1) 

设 位 形 空 间 中 的 非 完 整 约束 方程 为 

Fa gd)=0, (P=i,*,gs S 一 1 (4.8.2) 
在 事件 空 负 中 有 

F(xasxi)=0, (有 二 18 =Il,m H+1) (4.8.3) 
其 中 


’ Xz E20 
Faxes xo) = f a(x, Narls rs ey 并 ) (4.8.4) 
和 1 和 1 


命题 1 事件 空间 中 约束 方程 左 端 困 数 五 (xo,xi) 对 x 人 是 
零 阶 齐 次 函数 。. 


[证 明 3 办 
OFe__ 1 OF 1 Bf 
Ox xX 二 5 人， 人 4385) 
改 
好 二 1】 
OF 
Bx *«—0 (4,8.6)1 
| OXa 


约束 (4.8.2) 加 在 此 位 移 8g, 上 的 条 件 为 


>， Fg.=0, (B=1,", 8) (4.9.7) 


s=1 
约束 《4.8.3) 加 在 虚 位 移 Axs。 上 的 条 件 为 
Es 
5F 
对 Are=0, (B=l1,",8) (4.8.8) 
=1 本 


考虑 到 式 (4.8.5)， 条 件 (4.8.8》 写成 形式 


Oe 
过 5 (4A9 一 和 AD 一 0 (4.8.9) 
比较 式 (1.8.7) 和 4.8.9)， 得 到 甘 系 . 
Ag,= 600 + oA 《4.8.10) 


这 表明 ， 尺 ,, | 中 的 虑 位 移 Ag 万 是 尺 。 中 的 全 变 分 。 
如 果 约 东 (4.8,2) 对 8 是 齐 次 的 ， 据 式 〈4.8.2)， 有 
fg,=hs /2=0, (B=1,* 8) (4.8.11) 


s=1 


此 时 甘 系 (4.8.9)〉 有 形式 


Ea 


OF Bi 
之 660, AG : 


r=1 
它 与 式 《4.8.7) 一 致 。 因 此 ， 对 全 为 齐 次 的 约束 ， 等 时 变 狂 
《 庶 位 移 ) 类 54, 等 价 于 非 等 时 变 分 类 。 
假设 由 约束 〈4.8.2》 可 解 贡 后 面 &8 个 广义 速度 
Gra Fae(gr dt), {B=1,%, 8; ol] 6—=H— ps 


SS 一] oa 了 2) {4.8.12) 
在 玉 ,.1 中 表 为 
Xerari=Pa(Xis my Kner Xs Ne ) (4.8.13) 
其 中 
E ea Ei 
Baxi ve(x1 vee Nut+l* pt tk 0 (4.8,.11) 
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由 式 (‘4.8.14)， 得 


= (g=1,% ,Nt 1) (4.8,15) 
é 
0 开放 (4.8.16) 
je = 可， (Y=1, 5) (4.8.17) 
约束 《4.8.13) 对 Ax。 的 限制 条 件 为 
a (8 一 1 8) (4.8.18) 
v=1 


2， 事件 空间 中 的 Hamilton 原理 
根据 给 定 的 Lagrange 了 藻 数 L(t,g;,9s)) 对 空间 Ral 定 浆 参 
数 形 式 的 Lagrange 国 数 


A ] 证 Xa nas Xn- # 
Al#os #0) =x1L (x s Xntls Xi ) (4.8.19) 
于 是 有 
04 (Q=1,e n+ 1) (4.8.20) 
OXa Ox a 
A HL ， 
站 =L— 5 9-—H (4.8.21) 
* a | 
os 0 {8=1,., 1) (4.8.22) 
时 中卫 本 
因此 
n+1 
> = A Xs) (4.8.23) 
a=1 “” 
于 是 有 下 述 命题 。 


命题 2 函数 4 对 wx。 是 正定 、 一 阶 齐 次 的 。 ; 
反之 ， 根 据 给 定 的 Lagrange 函数 4(*,,x’) 可 确定 (fg,. 
因此 . 阔 数 ACxss Xs) 和 工人 .38 是 和 披 此 等 价 的 ， 就 是 说 
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一 个 可 确定 另 一 个 。 由 此 得 到 工 agrange 作用 元 的 不 变性 
L(t,gG df= /A(x ,x dr (C41.8.24) 
这 样 、 位 形 空间 中 Hamilton 原理 的 Halder 形式 
4 


| dLdf=0, dq:!ireim = i 0 (1.8.25) 


在 参数 化 下 取 形 式 


| AACxa, x )dr=0, Axo'icro 一 Axo|,-: 一 0 (4.8,26) 


对 于 完整 系统 来 说 ， 原 理 〈4.8,26) 中 的 Ax。 不 受 跟 制 ; 对 
于 非 完 糙 系 统 来 说 ， 原 理 〈4.8,26) 中 的 Ax, 有 限制 (4.8.8) 
或 (4.8.18)。 

3， 事 件 空间 中 的 DAiembert-Lagrange 原理 

现 将 原理 〈4.8.26) 进行 变换 。 考 虑 到 尺 。: 中 的 交换 关系 


-As 一 Ar (4.8.27) 
我 们 存 
避 +d = T ty w+1 
64 a 84 
(Fi) 人 开 (ae 光 
a=1 f=To TT™ a=s1 
0A 
一 站)Axar=0 (4.8,28) 
坊 虚 到 Axolr-ro 一 Axoi:-r 一 0， 出 | 
TI] 开 寺 工 
a .94 .64 a 
人 ( je Be Bs)Avde0 (4.8.29) 


因 积 分 区 问 [ro,zD 是 任意 的 ， 用 式 (4.8.29〉 得 到 
如 十 于 


84 84 
站 a )Ax.=0 (4.8.30) 
a=1 


dr xs Ox 
这 就 是 事件 空间 中 的 DD'Alembert-Lagrange 原理 。 
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4.8.2 事件 空间 中 完整 保守 系统 的 运动 方程 


I，Lagrange 方程 
因原 理 〈4.8.30) 中 的 Ax; 彼此 独立 ， 故 得 
二 络 一 说 -= (aol nt+1) (4.8.31) 
这 就 是 事件 空间 中 完整 系统 的 Lagrange 方程 :2 ,或 称 参 数 方程。 
这 (2+1) 个 方程 不 全 是 独 实 的 ， 因 为 ， 考 虑 到 式 《〈t.8.23)， 有 


所 二 于 
.0484 
本 <*( 坟 Oxa Ox ) 
di 4 94 "< 04 
| 2 x: 3x — “Be 
A . 
= -和 -0 (4.8.32) 


现 研究 方程 (41.8.31) 中 的 第 一 个 。 利用 式 (4.8.20) 和 
(4.8,21)， 第 一 个 方程 写成 


Si 0 (4.8.33) 
由 此 得 知 ， 当 
or _ 
Ta (4.8.34) 
时 ， 便 得 到 积分 
H=const, (41.8.35) 


方程 (4.8.31) 的 后 面 %* 个 方程 ， 当 取 i=* 时 ， 成 为 通常 

的 Lagrange 方程 
a 57 谍 
df 08s i 9: 
2。Nielsen 方程 . 
命题 35 对 事件 空间 中 的 任何 动力 学 国 数 f{x。,%)， 我 


们 存 


0, 《3 一 1 了 2) (4.8.36) 
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N=E,, (a=l," ,H+1) (J.8.37) 
其 中 
NN, 二 二 二 一 2 一 {4.8.38) 


(1.8.39) 


分 别 为 事件 空间 中 的 Nielsen 算 了 和 Euler 算 子 。 
利用 命题 3 ， 方 程 (1.8.31) 可 表 为 Nieisen 形式 
8 dA4 ，84 
BXs dr 
3. lenos 方程 
在 事件 空间 怀 。-1 中 构造 函数 
= 二 (4 一 341) (4.8.41) 


dx 0 (=1, ,H+ 1) (4.8.40) 


其 中 A 一 合作 ,而 作为 4 中 取 %* 为 常数 时 对 参数 的 两 次 


导数 ， 即 有 
(11) (4.8.12) 
命题 4 我 们 有 


RR | 4 A 
3 = 站 -7 (%X= 一 1 十 1) (4.8.43) 


根据 命题 4 ， 可 将 方程 (4.8.31) 表 为 Heaoa 形式 *”… 
oR 


Bx =0, (a=1y,* ,H+1) (4.8.44) 


4.8.3 事件 空间 中 非 完 整 系统 的 迹 动 方程 


1。Euler-Lagrange 体系 的 方程 | 
如 系统 受 有 8 个 非 完 整 约束 (4.8.3)， 广 叉 力 是 有 势 的 ， 那 
乏 由 原理 (“4.8.30〉》 和 关系 《4.8.8)， 利 用 通常 的 Lagrange 丧 
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子 靶 ， 容 易 得 到 
d 64 4 on 
dr x7 0 2 hie’ 

这 是 事 伯 空间 中 非 完整 有 势 系 统 的 Routh 方程 7。 

如 系统 所 受 非 完整 约束 表 为 式 (4 .8. 区 利用 约束 却 在 虚 
位 移 上 的 条 件 (4.8.18)， 并 用 导出 位 形 空间 中 广义 HaneptraH 
方程 〈3.1.80) 的 类 似 讨 论 , 可 导出 事件 空间 中 的 广义 ammparag 
方程 


(a=1ye 7 二 1》 (4d.8.45) 


下 84 2 全 Ps 2 
dr Ox = Ox psi\dr 8x Ox, 
时 
0 foPy Ee . 
i OXerarl Ba = (r=1,% ,eT1) 


(4.8.46) 
其 中 4 为 4 中 借助 约束 (4,8.13) 消去 x;, .1 所 得 表达 式 。 
首先 ， 广 叉 damxprraa 参数 方程 (4.8.46) 中 的 第 一 个 代 
表 能 量 。 实 际 上 ， 当 :=1 和 村， 有 


dH yo > i 0L ,or es 


dr 6¢ | dr dG.+p Ogei8 
HP 
i pa 
-之 57 9-)=0 (4.8.47) 
显然 ， 如 果 
BL _ Den， . 
dt =0, Ma 7 ht (4.8.48) 
则 方程 (4.8.47) 玛 出 积分 
H=const. (4.8.49) 
其 次 ， 不 难 证 明 ，(s 二 1) 个 方程 (4.8.46) 通过 下 式 相 联 系 
Ed+1 Ey 
,fd ad 4 © 94 d pg。 
“人 Dxv Ax, 3 Oxe rp CE Ox, 
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66 ;5 dA O94 
-3 ) 一 7 .I% 


Fr 2 人 -8 (4.8.50) 
最 后 ， 研究 一 个 特殊 情形 {= 


=*。 此 时 方程 (4.8.47) 成 为 
dH BE Q OL 6L 
ds oe > 人 26.e Oge+ a jw 


(4.8.51) 
而 方程 (4.8.46) 的 后 面 : 个 方程 成 为 
dD a > a 0 
di 9, Og。 Be1 GG e+ di 69。 Ogo 
5 BF Av 
Oge+a 9d 0 Bo 
2。Nielsen 体系 的 方程 
命题 5 对 任意 函数 六 xx )， 我 们 有 
N.=E.+ 2 So 二 (Y=, t1)(4,.8.53) 
其 中 i (4.8.13) 消去 x; ov， 所 得 表 达 式 。 
如 果 系 统 受 有 非 完 整 约 束 (4.8.3)， 利 用 命题 3， 可 将 
Routh 方程 (4.8.45) 变换 为 Nielsen 形式 
D dd 


A 
Oxs dr ?oar = ede" SS 


《了 .8.52》 


(4.8.54) 
如 果 系 统 受 有 非 完整 约束 《4.8.13)， 利 用 命题 5， 可 和 将 广 
义 danstrar 参数 方程 (4.8.46) 变换 为 广义 Nielsen 形式 


oA 因 de Se) 
Ox, dr > Ox, 和 过 dr 一 2 8x。 
[4 


(v=1,",e+1) : 


(4.8.53) 
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3。 lIenos 型 方程 
根据 命题 4 ， 原 理 《4.8.30) 可 表 为 Heaoa 形式 


n+ 


之 Sr Axs=0 (4.8.56) 


ep 《4.8.3)， 由 上 原理 “4.8,56) 和 关系 
C4.8.8)， 利 用 通常 的 Lagrange 乘 子 法 ， 容 易 得 到 


E BF 
= nar “， (gl n+l1) (4.8.57) 


py C4.8.13), 将 关系 (4.8.18) 代 人 原理 
(人 .8.56)， 出 Ax. 的 独立 性 可 得 

AR OR a9 
BT + 2 Ge 
车 令 讽 为 尺 中 借助 式 〈4.8.13) 消去 不 独立 的 过 .所 得 表达 
式 ， 则 上 式 可 写成 简 洛 形式 


0 {p=]," E+1) (414.8.59) 


一 0， 《2 一 Ieye 二 1) (4.8.58) 


以 上 得 到 的 方程 (4.8,45)、(4.8.46)、(4.8.54), (4.8.55)、 
(4.8.57》 和 (4.8.59) 都 是 事件 空间 中 非 完 整 有 势 系统 的 方 
程 。 实 际 上 ， 这 种 研究 还 可 推广 到 具有 非 势 力 的 非 完 整 系统 :24 

例 质量 为 1 的 质点 在 追踪 上 月 标 时 所 走 轨 迹 为 平面 Oxy 上 
的 水 线 , 也 曲线 斜率 与 时 间 的 某 范 数 /3 成 比例 。 点 的 运 动 受到 
有 劳力 作用 ， 势 能 为 玉 =F(x,y)。- 试 建立 事件 空间 中 的 运动 方 
程 。 

系统 在 位 形 空 间 中 的 Lagrange 图 数 和 约束 方程 分 别 为 


= Vy) (a) 


y=tf {1) (8&8) 
令 xi=5 3 一 %，4%s 一 》， 在 事件 空间 中 工 agrange 函数 和 约束 
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方程 分 别 为 


- 了 
(19 Ka Xa Ki NINA) ETN Ha) XV (RN) 〔(C) 


2x7 
Xa Xf (wt) (a) 
esos 请 数 为 


1 h 1 ， n 了 和 了 7 
R= 了 (4 -341)= Phok th + 2) — 3 (2X (XN + Xa Xo) 
1 1 


一 和 Ca 全 十 区 全 ] 一 区 (全 + 人 zx 


号 (2 + 人 i A ， 6 


-二 一 二 (Ce ) 


BX 2 Bx. XT Gr Oxa ®, 


PX2 : OX 


其 中 未 写 出 之 项 不 含 X11，Xi，X;。 
方程 (4.8.57》 给 出 


6R DR OR 
Bx" =0; Ba = 4Af(%), Ox 一 外 (ff) 
即 
1 Rp Wp 
rr Was XaNs)— X(N + LT) 
6 BV NL 
(dt DXa 4)=0 《8& ) 
人 
Yi Bx; 
1 ; av 
XX 一 XIX 1) + Xi go 4 Cs) 
方程 (8 ) 给 出 积分 
pp 十 %42)》 十 取 一 无 一 const。 (C7) 


这 就 是 能 量 积 分 。 由 方程 (%) 和 (5 ) 消去 14， 并 利用 约束 (2 ) 消 
去 x，， Xa， 得 到 
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~ em 


te A AE 


+ 0 CR) 


特别 地 ， 如 取 5， 则 x1 二 1，x* 二 0， 而 方程 (大) 成 为 
EC fADIF OD fAODE+ i 0 -0 (1) 


这 就 是 位 形 空间 中 的 运动 方程 。 ll 


34.9 分 析 动 力学 逆 问 题 


动力 学 道 问题 是 经 典 思 学 的 主要 问题 之 一 。 最 古老 、 最 著名 
的 动力 学 逆 问 题 是 Newton 问题 : 行星 按 人 Kepler 定律 运动 ， 求 
作用 化 行星 上 欧 办 。Newton 直 此 发现 了 万 有 31 力 定律 并 英 定 了 
Newtor 从 量力 学 的 基础 。 动 力学 赣 问 题 也 在 分 析 力 学 的 形成 和 
发 展 中 起 过 重要 放出 。 特 中 是 近年 发 展 起 来 的 新 兴学 科 ， 如 飞行 
人 

， 都 与 动力 学 沙 问 题 密切 相关 。 中 着 科学 技术 的 发 展 ， 动 力学 
este i se i rr eat 
问题 的 -` 般 提 潜 。 

本 节 简 要 讨论 分 析 动 力学 首 问 题 久 要 本 提 法 和 解 统 ， 并 举例 
说 明 它 们 的 应 用 。 

4.9.1 动力 学 逆 问 题 的 提 法 

这 里 研究 动力 学 逆 问 题 的 定义 以 及 逆 问 题 的 一些 基本 提 庄 。 

定义 ”所 谓 动 力学 逆 问 题 是 指 确 定 加 在 力学 系统 上 的 主动 力 
和 力 径 、 系 统 的 参数 以 及 加 在 其 上 的 约束 问题 ， 使 得 系统 在 这 些 
力 、 力 算 、 和 参数 以 及 约束 下 按 给 定性 质 的 运动 是 系统 的 -~ 个 可 能 
运动 。 
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F 面 所 指 “ 适 动 性 质 ” 可 用 各 种 方法 给 定 ， 如 对 坐标 和 速度 
的 定 显 的 和 定性 的 限制 ， 系 统 的 积分 不 变量 等 。 

设 完 整 力学 系统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 4.(s 二 ],*… ,和 4) 来 确 
定 ， 则 系统 的 状态 可 用 广义 坐标 q 和 广义 速度 9 来 确定 。 运 动 
性 质 可 用 流 形 

QD: mgs et)=e,, (fi 人 lh C4.9.1) 

给 定 ， 其 中 基 些 常数 c, 可 以 为 零 。 假定 隔 数 (gq 全 C!'， 
而 等 式 《4.9.1) 在 fh 寺 在 外 空间 某 域 G49,9) 二 是 相 容 的 下 
独立 的 。 运 动 性 质 的 给 定 流 形 &， 实 际 上 是 相应 所 论 力 学 系统 的 
积分 流 形 。 

下 面 给 出 动力 学 送 问 题 的 三 种 还 代 基 本 提 法 愤 )。 

1. 建立 运动 方程 的 基本 问题 

为 解 动力 学 道 问 是 ,自然 需要 按 给 定 积分 流 形 28 来 建立 力学 
系统 的 运动 微分 方程 ， 使 得 表达 式 〈4.9.1)》 是 方程 的 第 一 积分 
(c, 尖 0) 或 特殊 积分 (c. 二 0)， 并 且 由 所 建立 的 运动 方程 来 确定 待 
求 的 广义 力 、 参 数 和 约束 ， 倪 许 系统 按 给 定 性 质 《4.9.1) 而 运 
动 。 因 此 ， 问 题 归 结 为 下 列 提 法 : 

按 给 定 的 积分 流 形 (4.9.1》(z 志 nn) 来 构造 方程 组 

d=P(grrgGrrt), (s R=1,*",n) (4.9.2) 

2， 运 动 方程 的 修改 

在 某 些 情形 ， 已 知 运动 方 程 的 结构 ， 但 不 知道 为 确保 系统 按 
给 定性 质 而 运动 所 必须 的 补充 力 和 参数 ， 这 就 需要 按 给 定 的 积分 
流 形 预先 确定 运动 方程 并 由 修改 了 的 方程 求 得 待 求 量 。 此 时 ， 问 
题 归 结 为 下 列 提 法 : 

给 定 方程 组 

=Pn(gesdrodigt}, (Sshp=1ye ,ny T=1,,7) (4,9.3) 
纪 给 定 的 各 分流 (4.9.1) (m4) 来 祖 定 闵 数 vi(gxrv2r, 直 (i 二 
1 

3， 运动 方程 的 封闭 
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当 事 先 仅仅 知道 系统 的 一 部 分 运动 方程 时 ， 为 解 动力 学 逆 问 
题 就 带 按 给 定 的 各 分流 形 来 建立 短 少 的 方程 ， 并 由 封闭 方程 组 确 
定 待 求 的 广 包 为、 参数 和 约束 。 因 此 ， 问 题 归 结 为 下 列 提 法 : 

给 定 方 程 组 

Gs Pgsttostiast), (ss b= 1 ns ol p) (4.9.4) 
按 给 定 的 和 分 流 形 (4.9.1) (7 扫 加 ) 来 建立 甘 闭 方程 组 
Wu= U(r sst), (8 一 1。 力 ) (4.9.5) 

因此 ， 动 力学 逆 问 题 的 解 在 足够 -… 般 的 数学 解释 下 归结 为 按 
给 定 税 分 流 形 求 建立 力学 系统 的 运动 方程 。 当 然 ， 上 面 指出 的 建 
让 运动 方程 的 各 种 提 凌 不 是 唯一 可 能 的 。 例 如 ， 给 定 的 运动 性 质 
可 以 仪 依赖 于 一 部 分 9;/，5;， 而 这 些 性 质 或 者 只 是 几何 的 , 或 者 
内 是 运动 学 的， 运动 性 质 可 以 由 不 等 式 给 出 ， 所 建立 的 某 些 方 程 
可 以 是 一 阶 微 分 方 恰 ， 竺 等。 但是， 建立 微分 方程 的 所 有 这 些 可 
能 的 变化 ， 无 论 从 其 实际 意 又 上 ， 还 是 从 方法 上 来 说 ， 它 们 的 解 
完全 包括 在 上 面 指出 的 问题 提 法 的 基本 变形 中 ， 因 为 这 些 变形 或 
者 是 其 推广 情形 ， 或 者 是 其 特殊 情形 。 


4.9.2 运动 方程 的 建立 


1， 用 建立 运动 方程 的 方法 来 解 动 力学 逆 问 题 

动力 学 道 问题 的 解 归结 为 常 微 分 方程 理论 中 逆 问 题 的 解 ， 即 
按照 给 定 的 第 -积分 或 者 特殊 积分 来 建立 或 补 建 微分 方程 本 身 ， 
微分 方程 理论 中 的 赣 问 题 ， 作 为 按 给 定 特殊 积分 建立 方 称 组 集合 
的 问题 ， 首 先 由 下 pyrag 研究 ， 并 给 出 问题 的 和 解 法 2。FpyrHg 
提出 的 按 给 定 特殊 积分 来 建立 微 分 方程 的 方法 ， 不 仅 可 按 运动 给 
定性 质 来 建立 力学 系统 的 运动 方程 ， 而 且 可 考 虑 到 一 些 补充 需 
要 ， 例 如 乔 定 性 或 运动 优化 的 需要 ， 来 建立 这 些 方 程 。 为 解 所 提 
动力 学 逆 问 题 ， 根 据 Epyraa 方法 ， 首 先 建立 使 给 定 的 积分 流 形 
组 成 了 建立 的 微分 方程 组 的 积分 流 形 的 充 要 条 件 。 这 些 条 件 ， 可 
出 把 按 待 求 方程 组 成 的 、 给 定 积分 的 导数 看 成 为 任 意 函 数 测 得 
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到 ， 这 些 函 数 称 为 Epyruu 消 数 ， 当 c==0 时 它们 在 给 定 积分 流 
形 上 灾 为 零 ， 而 当 c, 冯 0 时 简单 邮 取 为 零 。 所 得 到 的 等 式 是 所 论 
力学 系统 给 定 运动 存在 的 必要 条 件 ， 即 对 系统 按 给 定性 质 和 运动 存 
在 来 说 是 必要 的 ， 还 需要 满足 系统 的 初始 状态 。 

对 建立 运动 方程 的 基本 问题 中 ， 存 在 按 给 定性 质 〈4,9.T) 的 
运动 的 必要 条 件 是 


ys Do 8 
ea Ogs 1 0 人 0 
~D,(w, ,0,8), (A= 1 ,11) (4.9.6) 


其 中 中.《o,g,j,t) 是 Epyraa 两 数 。 当 c. 关 0 了 时， 中 =0; 当 .二 
0 时， 是 在 积分 流 形 〈4.9,1) 上 趋 于 零 的 任意 冰 数 。 
将 式 《1.8.6) 改写 为 


Dw, 
> i 一 丰 。 (w, 9 gt)—$ Dy (4.9.7) 


其 中 


On, ， 他 cy 。 
0. 2 人 十 of {4.9.8) 


方 各 (4.9.7》 可 用 于 确定 待 求 方 程 织 《4.3.2) 的 右 六 五。 
当 区 二 % 有 时， 直接 和 解 式 (4.9.7)， 得 待 求 方程 组 


人 := 了 PP 一 2 os 一)， (s=1,*,%) (4,9,9) 
4=1 
其 中 
-detf ee 
A=det( 068; 0 


而 A。 为 行列 式 A 的 元 素 (2,3) 的 代数 余子 式 。 
当 m< 之 nn 财 ,可 由 方程 (4.9.7》 解 出 一 部 分 广义 加 速度 &,， 
并 记 作 
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a 训 
gr 二 DP;,= 二 {Pi Fi) 一 A i 《一 1 ,10) 
T=1 P=n+1 
(4.9.10) 


其 由 Adet( -3 和 2) 。 关 9，Ar 为 行列 式 A 的 元 素 (27) 的 代 
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数 余 子 式 ，A"" 为 A 中 第 + 列 用 和 {4.9.6) 中 和 矩阵 第 。 列 赫 
代 所 得 行列 式 。 
”构成 运动 方程 的 逆 半 题 ，- : 般 说 来 没有 单 - - 解 。 这 是 办 为 ， 
第 一 ， 方 程 《4,9.10》 人 之 % 时 ， 不 能 暴 一 地 确定 所 有 半数 
了 Ps 一 1 2) 第 7 总 0 既 使 区 二 nxn， 也 还 包含 任意 
质数 i 但 是 ， 无 论 从 提 法 的 广 讼 ， 还 是 从 方法 应 用 
的 道 用 性 采 说 ， a dp 
方程 。 

2， 行星 的 Kepler 运动 

现在 利用 上 面 指 弄 的 方法 来 解 Newton 问题 。 行 星 的 运动 性 
质 写 成 形式 


spy ex= pr Vv x t+ 2 (4.9.11) 
2: i :光一 {4.9.12) 
这 些 性 质 是 行星 运动 方 释 
C=, 1 PY(x, 2) (4.9.13} 
的 第 一 积分 。 


首先 ， 利 用 面积 积分 (4.9.12) 式 来 建立 运动 方程 . 因 c 冯 0， 
故 式 《4.9.6) 给 出 


人 买 十 0 Y+ = 元 二 y= 0 
即 
xY--yX=0 (4.9.14) 
由 此 ， 直 接 得 到 方程 “4,9.13) 的 省 端 部 分 为 
X=xV (x y), Y= yV(x, 7) {4.9.15) 
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它们 还 包含 一 个 任意 函数 (x ,vv)。 为 确定 这 个 陋 数 ， 可 利用 行 
星 轨 道 方 程 〈4.9.11)。 将 式 (4.9.11)》 对 上 时间 主 求 两 次 导数 ， 
下 利用 方程 (4.9.13)， 得 


风 Sw- TY —eX=0 (4.9.16) 


7? 


将 式 (4.9.15) 代入 式 (4.9.16)， 并 利用 式 (4.9.11)， 得 到 


Vrs ) (4.9.17) 
汪 是 ， 质 点 专 的 行 蝶 运动 方程 的 最 终 形式 为 
i 9 2 , 

WN Sy m= — 一 (4,.9.18) 


4.9.3 运动 方程 的 修改 


这 电 研 究 运动 方程 的 修改 方法 ， 并 以 自 激 陀螺 为 例 说 明 方 法 
ee 
.运动 方程 的 修改 
了 力学 系统 返 动 方程 的 修改 问题 中， 方程 《4.9.3》 的 结构 
是 已 知 的 ， 需 归 确 定 系 统 的 参数 局 ，…，w, 以 及 加 在 系统 上 的 补 
充 力 使 得 力学 系统 掖 给 定性 质 (4.9.1) 的 运动 是 一 个 可 能 的 运 
动 。 
运动 方程 的 修改 问题 可 按 以 下 步骤 进行 : (1T) 建 立 微 分 方 
程 组 ,对 此 方程 组 来 说 给 定 的 流 形 〈4.9.1)》 是 积分 。( 2 ? 建 实 -- 
组 等 起， 使 这 个 方程 组 的 厂 端 等 于 给 定 方程 组 (4.9.3) 的 而 端 。 
(3 ) 由 等 式 组 人 确定 待 求 晃 数 册 (f=1,*… .7)。 
类 似 于 4.9.2 的 情形 ， 运 动 方程 的 修改 问题 也 役 有 单一 解 。 
必须 施加 一 些 补充 条 件 ， 才 有 单 -` 解 。 
2. 自 激 陀螺 
陀 蝶 的 运动 方程 有 形式 
:一 (好 一 Cara4+ Mi Bis=(C—Axari+t Ms, (14.9.19) 
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Cra= (A — BYxxX, + NM, 
其 中 4，B，C 为 陀螺 的 惯性 主 算 ，%1，x2，Z 为 陀螺 瞬 时 角 束 
度 在 主轴 上 的 投影 ， 儿 ;:，XWf:， 并 ;为 对 同 定 点 的 力 短 在 主 负 上 的 
投影 ， 它 们 依 球 于 Xi，x;， xa。 提 出 下 述 问 题 ， 确 定 阻 力矩 和,， 
对;:，MM; 使 得 陀螺 按 下 述 给 定性 质 


2A7 太一 
也 ， { ye Ns (4.9.20) 


er CG:=const. 
发 生 运 动 ， 其 中 工 = 误 (4x3+Bzi+Cxi) 为 陀螺 动能 ，G:= 
42X2 + Bx?+C2x3 为 对 本 定点 计算 的 动量 第 的 平方 ，? 为 正 的 
常数 。 
为 解 土 述 问 题 ， 将 式 〈4.9.20》 对 二 求 导数 ， 并 利用 方程 
(4.9.19)， 得 到 按 性 质 〈4.9.20) 运动 的 存在 条 件 
Xi 十 YX 一 一 247， 
.4 + Bxe Mf, 十 Cx, = —AG:’ (+4 . 9.21》 
由 此 解 得 Mf,，M:， 有 


WM ABT OO) + MC Br 
atBTA) 


A(G:—2AT)+ Ma A— Ox 


De x2(B--A) 


(14.9.22) 


其 中 Ms 是，%s，%i 的 任意 函数 。 可 见 ， 问 题 的 解 包含 一 个 全 
音 硼 数 ， 它 可 由 某 些 补充 要 求 来 确定 。 合 如， 要 求 阻力 惜 助 粘 摩 
控 力 来 实现 ， 使 MM;= 一 4C2， 此 时 待 求 阻力 定 的 其 它 两 个 投影 
由 式 《4.9.22) 得 出 为 

MM,= — XAx1, Mi= — ABxY; (41.9.23) 

因此 ， 陀 螺 运 动 方 程 为 

ANl = (BoC) XX — AAX, Br%;= (CO— .Arr — iBX. 
(4.9.24) 

CEhs= (A— BrXs— ACYs 


一 


这 就 按 给 定性 质 完 全 地 修改 了 运动 。 


4.9.4 运动 方程 的 封闭 

现在 研究 运动 方程 的 封闭 问题 ， 并 举例 说 明 方 法 的 应 用 。 

.运动 方程 的 封闭 

在 运动 方程 封闭 的 动力 学 问题 中 ，- -部 分 运动 方程 《例如 ， 
系统 基本 对 象 的 运动 方程 ) 是 事先 已 知 的 ， 有 形式 (4.9.4)， 需 
要 建立 必要 数 日 的 方 积 (1.9.5)( 例 各， 描述 辅助 装 置 运动 的 方 
程 )， 使 得 方程 组 〔〈4.9.4) 为 封闭 方程 组 且 给 定 流 形 (4.9.1》 
(m 态 思 ) 是 该 方程 组 的 积分 流 形 。 

为 解 运动 方程 的 封闭 的 问题 ， 首 先 要 组 成 上 面 提 到 的 运动 存 
在 的 相应 条 将 式 {4.9.1) 左 端 村 ! 求 导数 ,并 利用 式 (4.9.4) 


消去 他 ;， 得 至 
Adm, 


DO, = 人 0,(g,0, us 3 fr 
= dg; 
f Qe (4,9.25) 
1 Ogs ot 


再 将 式 〈d.9.25) 对 王 求 导数 ， 并 利用 式 〈4.9.5》 消去 痉 ， 引 
和 pyratl 函数 ， 得 到 


s=1 sl 
a 
+ DO: T+ OD (0,g,g,t) (4,.9.26》 
o=1 oe 8 
它们 可 改写 为 
nj 
> UP, C1 ,HY (4,.9.27} 
ne 人 
其 中 
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i (1.9.28) 


ae1 
关系 〈4.9.27》 就 是 运动 存在 的 相应 条 件 。 其 次 ,由 式 (4.9.27) 
求 出 待 求 方程 (4.9.5) 的 右 喘 部分， 最后， 封闭 方 程 组 由 式 (4. 
9.4)、(4.9.5》 给 成 。 

2， 重 刚体 绕 固 定点 转动 的 动力 学 道 问题 

现在 提出 重 风 体 绕 固 定点 运动 的 如 下 动力 学 逆 问 题 。 

试 建 立 Euler 动力 学 方程 

各 一 (XeXf)， (s=1,.2,3) (4.9.29) 

根据 下 壕 第 一 积 乡 
| mm {Axi + Bri+ Crs) +t Mp(xeNat Vkst+ zxe) = 
人 as TT Braxs t+ CXaxXs™ Ce (4.9.30) 


w(K Ki) = 


其 中 x: 42，x; 为 刚 你 瞬 时 角速度 在 固定 点 处 杏 性 李 球 主轴 
-二 的 投影 ，xs，xs，%; 为 动 主 外 相对 销 垂 线 方向 的 方向 余 切 ， 它 
们 满足 运动 学 方程 
一 X3Ys 一 -YY2X6= fy Ls= Hs— XX fs 

Xi KN XX fs (4.9.31) 
这 电 4,B,C 为 刚体 对 主轴 的 惯性 引 ，MM8 为 刚体 重 县 ;retx， 
Yes2c》 为 刚体 质心 的 矢 径 ， w(xi ys…,xo) 是 菜 域 玉 {x1,**',xs} 上 
对 所 有 变 景 的 可 微 范 数 ， 使 得 方程 组 (4.9.29》 和 “(4.9.31) 的 
第 一 积分 

wx 二 Xi 十 2 一 1 (4.9.32) 

eK1s ts Ke) —es, (t=1,2,3) 
是 独立 的 旦 相 容 的 。 
所 提问 题 是 不 完全 微分 方程 组 《4.9.31) 按 给 定 积 分 流 形 

《4.9.30》 来 封闭 的 问题 。 


为 解 此 问题 ， 将 式 (4-9.30) 对 主 求 导数 ， 利 用 式 〈4.9.31) 
消去 和，;is，4， 并 引入 Epyrra 图 数 叫 ， 得 到 
xi + Brata 于 CX3Xas 一 JIBCre f) 
Axst + Bxrsts + Cxehs—= — (GF) (4,9.33) 
5 十 Baty + sh =B dF 
其 中 G(Ax1,Bxs,Cx3) 是 刚体 对 固定 点 的 动 最短; 当 cs 天 0 时 ， 
Epyran 国 数 中 = 一 0 而 当 cs==0 时，@= 二 @(wi,*…,%6) 为 满足 条 
件 中 | ,=0=0 的 任意 铺 数 ; FF(fs, fs, fe 二 boxX 0， n(xss xo, Xs) 


为 销 正 线 单位 矢 媒 ; 3(ar05y0)， 0 一- 《S 一 1 6)。 出 
9.33} 解 得 :32) 


总 = 六 {GF) (Cssds — Brads) BCCB:F) f: 
+ Mel(ree fF) (Bxsd3— Cxd2)} 十 名: 
dG (AW Crd) CA Ff 
+ Me(ref Cxed), 一 YN 让 十 四 > {4.9.31) 
i {GF) (Bed Arids) — AB(BF) fs 
+ Me(ref Ax — Brxsd,)} 士官 3 
其 中 和 一 了 C6 fa CA fs + ABS: 天 0， 下 :一 BC 中 六 中 :一 
CADf;, By—=ABGD fso 
将 2;xs 研究 作为 表现 点 在 积分 流 形 《4.9.30) 上 的 化 
标 ， 要 求 所 建立 的 方程 (4.9,34) 与 重 刚 体 绕 定 点 运动 的 已 知 
Euler 方程 相等 ， 此 时 考虑 到 在 积分 流 形 上 市, 一 中 :一 由 :一 0， 我 
们 得 到 
(B—C)xxst+ Me(zxs— yxe) AP: 
(OCA)xaxt t Mg(KXxs ZX) EB (4.9.35) 
(A—B)x,xz t Me( Vexs— NNECP; 
其 中 9: ，9a，93 为 方程 《4.9.,34) 的 右 端 部 分 ,但 不 含 中 
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古 :， 印 :。 等 式 (4.9.33) 就 是 重 刚 体 绕 定点 运 动 的 动力 学 方程 
td4.9.29) 和 运动 学 方程 (1.9.31) 存在 形 如 式 《4.9.30) 的 第 
一 和 分 的 充 要 条 件 ， 并 可 作为 解 许 多 道 问 题 的 原始 方程 。 
利用 等 式 (4.9-35) 可 得 到 重 剖 体 终 定 点 转动 方程 存在 第 四 
个 经 典 积分 的 条 件 。 假 设 给 定 方 程 〈4.9.29)》 和 《4.9.31》 的 下 
述 积分 
ws (Att wt + Cx) =0 (4.9.36) 
此 时 
站 .一 dv 包 2= Bx,, B01= (Ix, 5 二 0;=B;=0, 
A=ABC(G'F) 
Euler 动力 学 方 保 (4,9.29) 在 此 情形 下 写成 形式 
HG 


Bx; 志 一 (CC— AA}xsX] 二 Mop(AX, Xe — Cx Xi) 


Cru= (A— Bx 人 Ys 十 Me( Br —AxiXs} -ee- 


(4.9.37) 
方程 (4.9.31》 和 (4.9.37) 存在 积分 (1.9.36) 的 充 要 条 件 是 


等 式 (4.9.35)， 有 形式 

(As VA GFECN xs — Br.xe} (re fF) 

(Kars—2X)I GF) AXX Cx) ref) (4.9.38) 

《3 Xx (Gf) Br, — Av xs) (re ) 
由 此 得 知 ， 对 应 于 Euler 情形 ， 其 中 国体 质心 在 固 定点 上 ， 有 
XY 二 2 二 0， 蜀 体质 虽 的 这 种 分 布 是 存在 给 定 积分 (4.9.36) 
的 充分 条 件 。 

用 类 似 的 讨论 可 以 证 明 ， 刚 体质 量 分 布 为 

=PB， 二 We 二 0，Z 关 0 (Lagrange 情形 》 (4.9.39) 
是 存在 积分 
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上 14% 二 C3 (Cd.9.40) 
的 充分 条 件 ; 刚体 质量 分 布 为 
4=B=2C，VY 二 2 二 0，%e 了 0 (Kopanencra5 情形 》 


(4,.9.41) 
是 存在 积分 
W(X XIHA) + (NI Xa — NX) 2 一 [3 
Me 
(»= *) (4.9.42) 
的 充分 条 件 。 


4.,9.5 非 完 整 系统 动力 学 逆向 题 : 

这 里 研究 非 沈 整 系统 动力 学 的 逆 问 题 的 一 种 提 法 和 和 解法， 并 
举例 说 明 方 法 的 应 用 。 

1， 问 题 的 提 法 和 解法 

设 力学 系统 的 位 形 由 关 个 广义 举 标 49:(s 二 1,…,m) 来 确定 ， 
它 的 运动 受 有 8 个 理想 Ueraea 型 非 完 整 约束 


wa gs sb) = 0, CH=1,r 8; §=1,+,7) 
| (4.9.43) 
己 知 系统 有 “(mm 一 上 8) 个 第 一 积分 
w, (grgrt)= 6,, (v=g+ lr MAR) 
(4.9.44) 


假设 式 (4.9.43)、(4.9.44》 中 的 wa。，%, 是 彼此 图 数 独 让 的 有 
相 容 的 ， 对 其 中 的 变量 有 连续 一 阶 偏 导数 。 我 们 提出 下 述 动力 堂 
逆 问 题 ， 已 知 式 〈4.9.43) 和 (4.9,44)， 试 构成 系 统 的 运动 方 
程 。 
为 解 上 述 道 问 题 ， 将 式 (4.9.43)、(4.9.44) 统一 表 为 
oH, (qr Cr) 一 Co 【7 一 1y 1) {4d.9.45) 
将 式 〈4.9.45》 对 谋求 导数 ， 并 引 人 Epyraa 国 数 ， 得 到 
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了 ri Go, Be, ， 
Dt dt gid) 


(= 1 1) (4.9.46) 


,_ Ar De 
i A 
= f=1 三 . 
(CF 一 1 1m) (4.9.47) 
其 中 A=aet( 号 汪 ) 天 0,Ar 为 A 元 素 (5,7) 的 代数 余子 式 ， 


入 ”为 入 中 7 列 用 式 《4.9.46) 中 矩阵 第 。 列 替代 所 得 行列 
式 。 

由 式 (4.9.47) 得 知 ， 这 类 逆 问 题 没 有 单一 解 。 

2. 应 用 

现 举 例 说 明 上 述 方法 的 应 用 。 

例 质量 为 姑 的 质点 在 守 间 中 运动 , 令 二 ,8 三 2， 二 
z， 它 的 送 动 受 有 一 个 非 完 整 约束 


oa 人 一 过 (t+ =0 (a) 
已 知 系 统 有 两 个 第 一 积分 
加 二 (人 下 (5) 


4) 3 = 全 = 二 0 站 0 


试 构 成 问题 的 运动 方程。 

为 解 此 问题 ， 利 用 式 (1.9.17}。 我 们 有 
OW fw 0 
BG 66» 05， 
Da An: Ow: 


A= | 全 3 全 


Hwa Qa w+ 
| OF) BC G83 383 Es 


SG) bogi+t gd) 1 


一 31G1 Pt)» Hd} a 
| i 2 0 | 
到 {i 
一 -经 2 = 工作 
mm! + 1 二 之 信 (人 二 9) (Ce) 


其 代数 余子 了 式 为 


Au 一 一 小 全-， 内 1 一 -m4 9 Ais=m(1+ ] 
Rn 和 
A 二 fr 太一 ge 和 2: 一 : (81 4 (a) 
和 一 a 
As ,一 雪 必 EE A tm Ass=0 
央 HR 二 一 3， 故 
A'"=([ (ey) 
内 0，c 关 0， 故 Epyrag 函数 
中 :一 让 := {fy 
将 式 〈e ) 一 (了) 代入 式 (4.9.47)， 得 到 和 


一 } 
好 3 = A 号 ] A 和 入 { 人 {D1+ pp) 
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其 中 中 ,| 二 0. 方程 (8 ) 就 是 待 求 运动 方程 。 
如 果 限 于 研究 质点 必须 在 超 蝎 面 (4 ) 上 运动 、 则 可 将 
外 一 六 (全 十) 
代 人 方程 《8S )， 此 时 有 刍 ;=0， 于 是 得 到 


abed! 


人 二 一 - 
(MFO) GI +t) 


$= abpgd: (hk) 
(a i652)(G? Gi) 
- 
dt 
这 就 是 著名 的 Appell-Hame] 例 的 运动 方程 。 i| 
$4.10 历史 资料 
4.10.1 名 家 介绍 


工 .Euler (1707 一 1783) ”瑞士 数学 家 、 力 学 家 。 他 在 数学 
分 析 、 微 分 几何、 数论 、 理 论 力学 、 数 掌 物理、 天文 学、 船舶 理 
论 等 方面 做 了 一 系列 的 葛 基 性 工作 。 他 是 刚体 动力 学 的 英 基 人 ， 
提出 Enler 角 ，Euier 动力 学 方程 以 及 刚体 定点 转 动 的 一 个 可 积 
情形 。 . 

C.B. Kosanenckag (1850 一 1891) 俄国 数学 家 ,她 在 : 关 
于 刚体 绕 固 定点 转动 问题 *(1888〉 的 著名 论文 中 得 到 刚体 绕 定点 
转动 的 第 三 个 可 积 情形 ， 即 KoeareBcKkag 情 形 。 

A. M. JIanyHoB (1857 一 1918》 ”俄国 力学 家 、 数 学 家 。 运 
动 稳定 性 理论 的 黄 基 人 之 一 。 在 他 的 博士 论文 4 论 运 动 稳定 性 的 
一 般 问 题 ?(1892) 中 对 稳定 性 给 出 严格 的 数学 定义 ， 采 用 纯 数学 
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分 析 的 方法 提名 分 析 稳 定性 问题 的 丙种 方法 。 

1. B. Mermepckw 共 (1859 一 1935) ”俄国 和 苏联 力学 家 。 
在 他 的 博士 论文 + 变质 重 质 点 动力 学 (1897)》 中 提出 了 变质 脐 质 
点 的 动力 学 方程 ， 即 Meimepcxnii 方 程 。 他 编著 的 ¢ 理 论 力学 习 
题 集 y〈1914》 也 很 著名 。 


4.10.2 关于 分 析 动 力学 的 专门 问题 

本 章 $4.1 一 84.9 中 讨论 了 畴 个 专门 问题 ， 即 运 动 稳定 性 
和 小 振动 理论 ， 刚 体 定点 转动 问题 ， 相 对 返 动 动力 学 ， 可 控 力 学 
系统 问题 ， 打 击 运动 ， 变 质量 问题 ， 和 机 电 系 统 问题 ， 事 件 空 间 中 
的 分 析 动 力 掌 ， 以 及 分 析 动 力学 的 道 问题 等 。 当 然 ， 属 于 专门 同 
题 的 还 有 许多 ， 如 连续 系统 的 分 析 力 学 *'””, 单 面 约束 动力 学 ， 
扰动 理论 ， 动 力学 控制 "人 ”， 刚 体系 统 分 析 力学“ ， 非 HeTaeB 
型 约束 系统 动力 学 “5"， 相 对 论 性 分 析 力 学 “7， 滚 轮 系统 的 线路 


稳定 性 ‘等 等 。 


习 题 
1. 设 定常 完整 系统 的 运动 微分 方程 为 
a OOT By,, Cs 
df Bal OF Og: 
(a) 
其 中 z 为 广 浆 陀螺 力 ， 即 
他 
> Ts do 二 1 (Co 》 
: s=1 
而 下 为 ，4 ，? 的 某国 数 ， 且 
i Ce) 
n1=1 


其 中 瑟 咖 为 广义 速度 的 所 次 齐 次 式 。 试 证 ， 如 果 满 足 51) 方程 (a) 有 
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已 由 i1) 


平衡 位 置 gs = g's 9 ,= 0 (2) Be -站 CT (3) P- 
Pegs) 在 半 衡 位 置 有 极 小 值 ， (4) > oo 收敛 并 取 非 正 值 ， 那 么 平 
nrc2 


衡 位 置 对 华 标 是 稳定 的 。 
2。 研究 Crernog 情形 . 令 式 (4.2.46) 和 (4-2.47) 是 第 一 积分 ， 斌 
导出 


CCA-H)(4-O) 
"PCD GD VYgre 


(A BI(A—- CIB-C) 
二 人 A(2IC ~ A Ngre 


A B(A~B)(A-C) 


一 加 一 ER 


C2C— AI(2B— A}YM gxG 


-和 {4— Bt(A~C(B-C) 
A{2B— A)Mpexe 


由 此 导出 式 (4.2.48)。 并 由 ?2+ 9 人 +Y4?=1 工 以 及 式 (4.2.48) 导出 式 
(4.2.49) ;证 明 ， 此 时 而 积 积分 常数 c=0 。 
3， 投 载体 以 勺 角 速度 @ 绕 固 定 辐 > z 转动 。 被 载 系 统 为 -- 质 量 为 m 
的 质点 ， 在 以 5 为 中 心 的 Newton 引力 场 中 运动 ， 它 的 运动 受 有 相对 速度 
大 小 为 常数 的 非 完整 约束 。 试 导出 问题 的 相对 运动 动力 学 方程 。 
4, 在 84.4 例 4 中 加 上 非 完 整 约 束 入 = fa， 试 导出 问题 的 运动 方 
5、 试 用 方程 (4.5.34) 研究 8$84,5 中 的 例 z 。 
6， 试 导出 变质 虽 非 完整 系统 普通 导数 表示 的 Hamilton 原理 的 Tialder 
形式 


3 a 
| {r+ VS. (+ Ps) Gg Jas= 0 
“#0 > 


其 中 Ps 帆 式 (4.6.32) 确定 。 假设 质量 w= rn,(8:， Ey 
7， 在 虽 磁 继电器 中 有 
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taoh? 


a + 1 i 
F Wa= SE(9) +Proosp 一 而 二 


其 中 V 为 机 械 部 分 势能 ， Wm 为 磁 能 ， K, To,P,h,wo 为 常 数 。 试用 Lagra- 
nge 一 Dirichlet 定理 证 明 8 =0 为 稳定 的 条 件 是 


2iw02? 
Hl?0— Pro — 一 让 


8- 令 事件 空间 !h 加 速度 能 最 为 


>0 


SHay HbA) = tS (Kye Nntty 7 ts 
: Fa Ee 
HLH TN Ne A 
x1 » ? x1 3 
试 证 ，Tasrange 方程 (4.8.31) 可 胡 为 Aprell 形式 
Ps* _ Or ro OS ar 
Bx" 1 和 Dxs-1 Ea Ox" etl Otetl 
二】 


(s=1,,%) 
其 中 7 =Tfxrayyxni) 为 系统 的 势能 。 
9， 试 解 下 述 动力 学 得 问题 : 一 质点 在 平面 〈*,?》 上 运动 ， 给 定 运动 
性 质 为 
有 Wf(r, yp)}=0 Wo =%Y 一 4 二 Ca 
试 证 所 受 力 为 
eds Cf3f ost f3 fos ~ 2f sfofey) 


三 一 
CFfxt 了) 
Y= Ev(fS Fst fef yy — 2f rfyf ey) 


Cxfzt yfy)? 
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第 五 总 “分析 力学 方程 的 积分 方法 


在 前 儿童 中 ， 我 们 建立 了 完整 系统 和 非 完整 系 统 各 种 形式 的 
动力 学 方程 。 然 | 而， 动力 学 方程 的 积分 问题 埃 是 一 个 一 直 需 要 研 
究 的 课题 。 如 何 千 方 下 计 地 去 寻找 较 多 的 动力 学 方程 的 积分 ， 以 
及 如 何 更 好 地 利用 这 些 积分 ， 成 为 数学 、 力 学 家 们 努力 的 重要 目 
标 。 对 于 完整 保守 力学 系统 ， 已 经 取得 了 -一些 十 分 美妙 的 结果 ， 
但 一 般 的 非 保 守 系 统 ， 尤 其 是 非 完 整 系统 的 积分 理论 还 不 十 分 完 
善 ， 还 有 待 于 进一步 充实 和 发 展 。 

本 章 着 重 介绍 利用 已 知 积分 降 阶 动力 学 方程 的 方法 :Hanmi- 
lton 正则 方程 的 积分 理论 ， 即 Poisson 定理 及 应 用 , 正 则 变换 ， 
开 Hamilton- 了 acobi 方法 ; 积分 动力 学 方程 的 场 方 法 ; Noether 定 
理 以 及 积分 不 变 昌 等 问题 。 


$5.1 动力 学 方程 的 降 阶 方法 
寻找 动力 学 方程 组 的 第 一 积分 对 解决 动力 学 问题 来 说 是 很 重 
要 的 ， 而 循环 积分 和 广义 能 量 积分 则 在 动力 学 方程 组 的 第 -积分 
中 占 特别 重要 的 地 位 。 本 节 着 重 介绍 短 环 积分 和 广义 能 最 积分 ， 
以 及 应 用 循环 积分 和 广义 能 量 积分 降 阶 动力 学 方程 的 方法 。 


5.1.1 循环 积分 和 广义 能 量 积 分 


1， 运 动 方程 的 第 一 积分 
我 们 研究 一 个 动力 学 系统 ， 它 的 运动 可 用 % 个 微分 方程 


dxe 
Xd) (Rly) (5.1.) 


一 和 92 一 


来 描述 。 
定义 1 车 半数 CN ,Knst) 满 是 条 件 


-+ bp (5.1.2) 
和 =1 
财 关 系 
fx Xnyt) = C= Const,. {5.1,3) 


称 为 运动 的 策 一 积分 ， 或 称 总 次 积分 。 
2 完整 系统 的 循环 积分 
设 有 及 个 自由 度 的 完整 系统 ， 其 运动 由 方程 


: . a 6z 一 0， 【天 一 1 好) 


dt a 6g 
(5.1.1) 
来 描述 ， 其 中 2 是 广 沁 坐标 ， 其 Lagrange 汐 数 为 
立 一 也 (2 
如 果 函 数 工 不 显 含 某 个 广义 绎 标 2 《〈I 委 * 丢 2)， 即 有 
35 _ 
Bgr 


则 称 y, 为 系统 的 一 个 循环 坐标 。 


当 & 是 系统 的 循环 尝 标 时 ， 考 虑 到 方程 (5.1.4)， 我 们 有 
a aL 


0， (lr 人 En) (5.1.5) 


积分 上 式 有 
= 3.1.6) 

显然 ， 式 (5,1,6) 是 运动 的 第 一 积分 ， 这 个 积分 称 为 循环 积分 。 

必须 注意 、 存 在 或 不 存在 循环 积分 依赖 于 广义 坐标 的 选 
到 …。 注 意 到 广义 动量 定义 为 
pr ot (5.1.7) 
因此 ， 循 环 积分 就 是 与 循环 坐标 相应 的 广义 动量 守恒 积分 。 
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下 面 我 们 来 调 明 循环 积分 的 物理 意义 。 

首先 ， 假 定 特 环 坐标 2 有 这 样 的 性 质 ， 当 其 余 坐 标 qz,…， 
gs 保持 不 变 时 ，98, 改变 … 个 昔 二 相应 于 系统 平移 -- 线 眉 了 上. 取 这 
个 移动 方 疝 为 加 ox 的 方向 ， 则 有 


LL 6 之， 1， 人 8 Bit 
茎 -各 - 祷 mls 节 坟 名 二 区 ) 


= Em ;Ni 二 C1 


关 此 ， 如果 生生 标的 改 委 相应 于 系统 相 半 方向 的 T 移 那么 ， 
框 应 的 循环 积分 表示 系统 动量 在 此 方向 上 的 投影 字 恒 

其 次 ， 我 们 假定 循环 坐标 改变 -- 且 4 和 相应 于 整个 系统 绕 空间 
中 某 固定 直线 转 一 角度 4 。 取 此 空间 固定 直线 作为 轴 oz， 并 设 


XiFiCOSPi, Yi=risingr, (i=1,",N) 


我 们 得 到 
Bri _ Ox ime, HY Oy 0 
Dg! er 一 isin i, Og ™ Bw, = ri:COSYPr, Bg =0 
因此 


?7- 
9 -Em (和 入 一 天 人 =C 


这 一 表达 式 的 左边 乃 是 系统 相对 于 oz 四 的 动 量 第 。 那 么 ， 相 应 
的 循环 积分 就 表示 系统 相对 于 该 直线 的 动量 甜 守 恒 。 
完整 系统 的 广义 能 量 积 分 
广义 能 量 积 分 在 动力 学 及 许多 物理 问题 的 研究 中 起 重要 的 作 


假设 系统 是 完整 的 ， 其 运动 由 方程 
dB lm) 《5.1.8) 


dt G0 Ogx 
来 描述 。 
命题 1 若 完整 力学 系统 《5.1.8) 满 足下 列 条 件 : 
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( 1) Lagrange 最 数 不 显 含 时 间 *+， 即 
a 


= 《5.1.9) 
( 2 ) 非 势 为 是 陀螺 力 或 不 存在 ， 即 
Eom (5.1.10) 
=1 
训 系 统 存 在 广义 能 明 积 分 
> Co A (5.1.11) 


其 中 必 为 任意 常数 。 
5 证 有 明 ] 我 们 有 


dr ar ， 
7 和 一) 
将 方程 (5.,1.8) 代 入 上 式 得 
d /< OL A 
志和 一 Ll)= ,Qs 
dt (二 Drx ) je 他 
显然 ， 只 要 满足 式 〈5.1.9)、(5.1.40)， 必 有 


i da 07 LY, Ar 
(dt Og Og jdt ot 


好 
£ 
> | 
推论 1 对 于 完整 、 保 守 、 稳 定 的 力学 系统 来 涪 ， 系 统 的 机 
械 能 守恒 。 
[证 明 ] 对 于 保守 系统 米 说 ，Qs 一 0。 又 系统 是 稳定 的 2 
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赖 于 广义 坐标 。 这 时 ， 由 命题 1 知 
DI 和 大 一 2 一 (下 一 多) 一 下 二 太一 天 | 
大 = ] 5 
推论 2 如 果 系 统 是 完整 、 保守 、 兴 不 稳定 的 力学 系统 ， 则 
系统 存在 Jacobi 一 Painlevé 积分 。 


‘ 


5 证明] 此 时 Qr=0，- 人 =0, 但 T=Te+ +705 
由 命题 1 知 


和 
契 


4. 非 完整 系统 的 循环 积分 
因为 对 非 完 整 系统 来 说 ， 运 动 方程 一 般 不 具有 式 〈5.1.4) 的 
形式 ， 因 此 即便 % 是 循环 约 标 ， 也 不 能 导出 形 如 式 (5.1.6) 的 
循环 积分 。 对 非 完 整 系统 ， 循 环 积 分 仅 在 如 下 情况 中 和 才能 得 到 :， 
即 除 了 wx 是 循环 坐标 以 外 ， 在 相应 的 方程 中 还 不 存在 补充 的 非 
完整 项 ， 也 就 是 说 第 个 广 闵 坐标 的 运动 方程 可 写成 第 二 类 Ta- 
grange 方程 (5.1.4》 的 形式 。 而 这 共有 在 镀 足 特定 的 条 件 下 才 
能 实现 。 下 面 我 们 来 求 这 个 条 件 。 
幅 设 非 完 整 系统 的 广义 力 是 有 势 的 ， 系 统 受 8 个 一 阶 线性 齐 
Ger p= DB.ra,odss CB=1,, gE =H— 8) 
Ee (58.1.12) 
其 中 B.,s,。 不 依赖 于 9.:»， 并 且 工 亦 不 依赖 于 4..,。 系 统 的 运 
动 可 用 形 如 式 (3.1.89) 的 ManjIstras 方 释 来 描述 ， 即 


d 07 oF eR ss .Dos Berm, jy 

-人 —- eg, 

‘at OF, adg。 Ba ef ag, Og。 |! 
一 0， 《az 一 1 ) {5.1.13) 
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其 中 工 为 Lagrange 函数 ， 它 不 计 及 非 完整 约束 (5.1.12}). 荆 为 
工 惜 助 关 系 《5.4,12》 消去 不 独立 的 广义 速度 9 9 之 后 所 
得 到 的 函数 。 不 失 一 般 性 ， 为 使 式 (5.1.13) 在 =1 财 取 第 二 
类 Lagrange 方程 的 形式 ， 其 充分 条 件 是 满足 


DBP 8Pn 一 好 一 
Bo = (C81, gE 
一 He) {5.1.14) 
人 异 助 表达 式 


4 


ap 一 人 Bras dg 
A119 


其 中 #1 为 任意 常数 ， 可 引出 虽 数 Merp 一 MetpEtlyoeycde)。 币 | 用 式 
《5.1.14) 我 们 有 


ii 2 2 dg， | 
Et 


人 二 dg! 


Gg, ee 


一 如 .ay (Fig2s" ee 
或 


Barn ee 十 好 sing "0.) 
将 此 表达 式 代 入 式 (5.1.12)， 得 到 


[3 


dgqers= dire+ Dj Bea (gos, ,ge)dg, 《5。 1 .15) 


v=l 
这 使 是 所 求 的 特定 条 件 。 于 是 有 下 述 命 题 。 

.命题 2 如 果 在 非 完整 约束 方程 (5.1.12) 中 可 分 出 蘑 个 项 
数 的 全 微分 以 使 剩 下 的 微分 关系 中 不 包含 坐标 9， 那么 非 完整 系 
统 的 运动 方程 〈5,1.13》 对 坐标 9: 可 写成 第 二 类 工 agcange 方程 
的 形式 。 


和 
时 ， 才 在 在 循环 积 分 引 =cu 


+ 
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5、 非 完整 系统 的 广义 能 量 积分 
设 力 学 系统 的 位 形 由 邑 个 广义 坐标 y,*… ,4n 确定 ， 并 受到 名 
个 理想 一 阶 韭 线性 非 完 整 约束 
fal(q9is01t)=0, (39=1,"*, 8 S=1,",n) {5.1.16) 
系统 的 运动 由 Routh 方程 来 描述 
d 6 Or 


2 
dt 0g 06g = 07+ » 这 (s 一 ] ,1) 


B=1 0g: 
(5.1.17) 
其 中 0% 为 非 势 广义 力 。 对 此 系统 ， 我 们 有 如 下 命题 。 
命题 3 如 果 一 阶 非 线 竹 韭 完整 系统 满足 下 列 条 件 : 
( 1) Lagrange 函数 不 显 含 时 间 ; 
《 2) 非 势 力 是 陀螺 力 或 不 存在 
(3 ) 非 完整 约束 对 广义 速度 是 a 阶 齐 次 的 ， 即 


r= haf a (ks 为 齐 次 性 阶 》 《5.1.18》 
二 1 时 
那么 ， 此 系统 存在 广义 能 量 积 分 
< 6L ， 
_OlL ;I 5.1.15 
> 5 IL=h (5.1.19) 


[证 明 ) 类 似 命题 1 的 证 明 ， 我 们 有 
qd/ 8L. /dad Or HLY,_ 8L 
a (> 0g; 41 )-( HH 06; Bg: )4: 7 


将 式 《5.1.17) 代 人 上 式 有 


显然 ， 当 (17、( 2 )、 (3 ) 这 三 个 条 件 满足 时 ,考虑 到 式 (5.1. 
16)， 上 涉 右 边 成 为 零 ， 命 题 得 证 。 - Il 
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当 系 统 是 完整 系统 时 ， 命 题 3 蝇 化 为 命题 i。 


设 非 完 整 约束 方程 表 为 
B=1,' ,8 E=N— gg; 
) + 月 二 《 村 多 ;zt) ， 
era Vag dust) es | 
; (5.1.20) 
则 系统 的 运动 可 由 广义 Hanimran 方程 
A A - __6L -(- 年 9p op 
和 
g 
2 >， HP De 


EE ~ 
: dL De 六 
Boy dd) Dann a 
(Fo=1,**,s) «5.1.21) 
来 找 述 。 类 似 命题 3 的 证 明 ， 我 们 可 以 得 到 下 述 命 题 。 
命题 4 


假如 非 完 整 系统 《5.1.20》 满足 下 列 条 件 
《1 ) Lagrange 图 数 不 显 含 时 间 ; 

(2 ) 非 势 力 是 陀螺 力 或 不 存在 ! 
《3 ) grs 相对 gto 二 1,…,e) 是 一 防 齐 次 函数 ， 即 


(5.1,22) 
则 系统 存在 能 时 积分 

a 

生 gd bh (5.1.23) 


例 1 Appell-Hamel 例 


约束 方程 为 ”j= 之 (六 + 放 ) 52Lagrange 函数 


lm(is ita) mgs,07 =0 ,0=1,2) 
因此 ， 满 足 命 题 4 的 条 件 ， 故 存在 能 量 积 分 


| 
了 2 2 (2 2 2 
Fm + 十 2 (YX BSR Mb 


| 
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假设 非 完整 系统 的 运动 受 有 & 个 理想 吉 阶 非 完 整 约 东 
‘or! mm- 1) Cor) 
,a= Ps (Gi,G:, 4, ， 4 ,, £1) 

(A 
gl es $=1,e,h 


系统 的 运动 方程 可 表 为 Maggi 形式 


加 
a or .67 人 
df Bg Bg 2 ( ee ) 


(5.1.24) 


0 (c=1,"",:) 《5.1.25) 
6 gs 
可 以 证 明 ， 我 们 有 如 下 命题 。 
命题 5-2 若 高 阶 非 完 整 系统 满 足下 列 条 件 : 
(1) Lagrange 国 数 不 是 含 时 间 ; 
(2 ) 非 势 广义 力 是 辽 螺 力 或 不 存在 ; 
《3 ) 韭 完整 约束 (5.1.24) 满足 


&€ 
> 0 -Gs — dsp (5.1.26) 
C=1 DBd。 

则 此 系统 存在 广义 能 量 积分 
> Lh (5.1.27) 
s=1 ” 


5,1.2 ”完整 系统 的 Routh 方程 和 Whittaker 方程 


1. 利用 循环 积分 的 Routh 方程 
Routh 于 1877 不 提出 应 用 循环 积分 ， 将 Lagrange 方程 降 阶 
的 方法 导 ， 既 达到 降 阶 的 百 的 , 又 能 使 动力 学 方 登 仍 保 持 开 agra- 
nge 方程 的 形式 。 为 此 他 获得 了 剑桥 大 学 授予 的 Adam 奖 。 
假设 g1,…,9，(1 志 ?<n) 是 循环 坐标 ， 即 系统 的 Lagrange 
图 数 表示 为 
一 400 一 


rr 


所 一 了 (Go+0b + rs 1 st Cr， Cr ee Gn i) 
于 是 由 工 = 一 大 一 六 知 ， 循 环 积分 是 广义 速度 的 线性 式 ， 即 


Bi= ta + Aan 
(353.1.28) 
其 中 各 atii 仅 是 ri 9s 的 遍 数 。 假 定 行列 式 


OL = 省 一 ea 
085 | = 1a #0, (2, 7 一 1， 4 9 


那么 ,我 们 由 式 (5.1.28) 和 解 出 6， ee, G1 作为 Bs, Br rr1s*""， 
#5 二 的 应 数 


太一 万 (8 Br, rr ,Gn 有， 人 一 1 7) 
(5.1.29) 
现在 定义 
民 一 工 一 于 让 (5.1.30) 
:=1 


为 Ronth 困 数 。 应 用 式 〈5.1.29) 可 将 玉 中 所 有 9 2 全 部 
消去 。 取 Routh 钙 数 的 等 时 变 分 ， 有 


g dR 2 OR aR 
2 Bg 027 + 2 0) w+ 也 况 88i(5.1.31) 


其 次 取 式 〈5.1.30) 的 等 时 变 分 ， 并 利用 式 〈5.1.28)， 有 


OL,, 
dg 人 53; 十 > po og 


f=r+1 i=rt1 
a BF ” . nm 并 
-000 
j=1 i=1 fi=r+l 
> gp (5.1.32) 
=r+l1 O00: 到 人 0 


比较 式 (5,1.31)、(5.1.32》 后 ， 有 


一 4 各 1 一 


和 R 6 GR or 
dg: Ogi’” G6: 0605) 


{£2=F+1, *, 1) 


(5.1.33) 
和 
和 一 每 ， (f=1, %, +) €5.1.34) 
将 式 (5.1.33) 代入 Lagrange 方 各 《5.1.4)， 有 
和 0， (= 十 1，"， 3) (5.1.35) 


dt 80 Og; 
这 就 是 完整 系统 的 Routh 方程 。 它 的 形式 与 Lagrange 方 程 形 
式 一 致 ， 和 但 只 剩 下 %-? 个 二 阶 微分 方程 。 与 原 及 个 自由 度 的 
JILagrange 方程 比较 ， 减 少 了 7 个 工 阶 微分 方程 ， 达 到 了 降 阶 的 
目的 。 式 《5.1.34) 可 用 来 求 几 2 ,9 为 时 间 寺 的 函数 。 只 
要 把 式 〈5.1.34) 两 端 积分 ， 就 有 


gi {dt (i= 1, ,7) (5.1.36) 


2. 利用 能 量 积 分 的 Whittaker 方程 

1904 年 Whittaker 利用 能 明 积 分 将 完整 保守 系统 的 动力 学 
问题 缩减 为 带 有 较 少 自由 度 的 问题 ， 并 得 到 著名 的 Whittaker 
方程 。 . 

由 命题 1 的 推论 2 知 ， 当 完整 系统 的 工 agrange 函数 不 显 含 
时 间 振 ， 即 为 半 不 稳定 系统 时 ， 条 统 存在 广义 能 量 积分 


天 


一 (5.1.37) 

i=1 
我 们 可 取 仔 一 个 广 浆 誉 标 ， 例 如 gr， 来 代替 1 的 作用 ; 令 
%= 于， (7=2, oH) (5.1.38) 


出 


gs {5.1.39) 
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OCS Yr, 2) 一 天 (人 dr 9 
(Y=2, 9 S=1, 9) (5.1.40) 
将 土 式 两 端 分 别 对 4:, 94+ 和 gs 求 导数 ,得 
办 po » 
82 __6L 3 6L G0: 所 3 9 


0 


> r=2 

~- 二话 (5.1.41) 
和 中 2 2 (r=2, ,1) 《5.1.42》 
Oa ee (s=1, 9)》 (5.1.43) 


现在 和 用 能 量 积分 式 (5.1.37) 和 《5.1.39)， 解 出 和 ， 可 
得 到 
号 一 CO) (5.1.44) 
考虑 到 式 (5.1.40) 和 《5.1.41)， 能 景 积 分 可 写成 如 下 形式 


[2 = 

a (5.1.45) 

其 中 乡 由 式 《5.1.41) 确定 。 微 分 式 (5.1,45)， 我 们 有 
;2 682 092 

ol 0 0g, | gl G010g” 好 Gg wr EC (5.].46) 

和 HR O01 A Fo Ou% 

11 ai Do， 十 9 dodg, dg, 了 (5.1.47) 


今 


到 了 .00 = 
环 (dyy9y) = Ad (3.1,18) 
为 Whittaker 丽 数 。 对 上 式微 分 有 
了 和 2 站 2 ) 
dD (5.1.49)》 


0 0 


0 Ce 
59 G3: 59 6g109, (5.1,50) 
比较 式 (5.1,46) 与 (5,1.49), 得 
af 1 88 
比较 式 (5.1.47) 式 (5.1.50)， 得 
a 1 O80 one 
Bg i Gg; 《5,1 52) 
考虑 到 式 〈5.1.42》 和 《5.1.43)， 我 们 得 到 
af 8L ow 1 6 
Ogr TT Ogr 3. Gg; gi Og 
(7 一 2， ve 3 $=1, °°, 了 2》 (5,.1.53) 
将 式 (5.1.53) 代入 Lagrange 方程 
a 8 BL 下 oe 
oo 55 dg, 一 0， (f=2, +, 1) (5.1.51) 
得 
qd OV 7 OW _ = wre A 
lf 人 Gg» 一 个， 《7 一 2， 72) (5.1.55) 
或 


dq HF OW 


dg gr Gg 0 


-人 {7=2, **, 4) (5.1.56) 


这 就 是 Whittaker 方程 。WV 中 只 包含 g5 95 zt， gr; Gis 
其 中 9; 为 相当 于 时 间 的 独立 变数 。 方 程 〈《5.1.56) 只 有 到 一 


个 二 价 微分 方程 ， 从 而 达到 了 降 春 的 昌 的 。 


5.1.3 非 完 整 系统 方程 的 降 阶 方法 
1. 利用 循环 积分 降 阶 danmamhirwa 方程 


这 里 将 Routb 方程 推广 到 非 完 整 系统 ， 研 究 在 一 定 条 件 下 
利用 非 完整 系统 的 循环 积分 降 阶 非 完整 系统 Harapmma 方程 的 


问题 cp。 


考虑 广义 力 是 有 势 的 非 完整 系统 ， 受 有 & 个 一 阶 线性 齐 次 定 
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常 的 非 完整 约束 
8 


人 8 一 DB.rnlg., J 


oO=1 
(B=1, + py 一 和 一 ge) (5,.1.657 
当 Lagrange 函数 也 不 依赖 于 9.+s 时 , 我 们 称 此 系统 为 Naripi- 
rHg 系统 。 系 统 的 运动 方程 表示 为 


dad ii 8 + OL (eh 


df 0 dg, BG .48 Gg, 89, /7 = 
5.1.58) 
某 中 
已 
Llg,, 他 。， £1)=L(g,, Go) > ,万 。 FY jp #£), 《一 1， 5) 
go=1 
假 没 go ， gr(R 志 Ee) 是 循环 坐标 ， 即 
07 
9g 0 《zy 一 1 大) 
定义 Routh 图 数 为 
不 
R=7— >， pili {5.1.59) 
i=1 
先 由 下 加 个 方程 
Gz 
rr 4 二 1， “站 ) (5.1.60) 


将 9 解 出 ， 把 它们 表示 为 Yr: ,ge rts GB 
…，Br; 的 函数 ， 从 而 消去 对 应 循环 坐标 的 各 5$:(i 二 1,…, 有 )。 
通过 类 似 完整 系统 Routh 方法 的 步 又 ， 可 以 证 明 
入 867 久 07 
0g; Ag’ 06 有， 
以 及 


(f=R+1, oe, EE) (5.1.61) 


， oR | 
i= gp’ (1 一 1， 2 ， 碟 ) (5.1.62) 


将 式 (5.1.61) 代入 Uai ImaH 方程 (5.1.58) 中 ， 有 
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g 不 


d Rk OR ar 了 OB. 
ek 二 了 ( id 


Bene) 


dt 560， Gg, ad。 dq, 


5 一] 


DT OB, go ] 
a 


(eHN— gs G—=h+1, ,6e) (5.]1.64) 

欲 对 循环 坐标 41 gx 存在 循环 了 积分， 由 式 (5.1.14) 知 ， 
必须 着 足 
ET 


py=R21 


Oo: du 一 0， 《2z 一 ]， av Kk; =1, *", £) 
(5.1.641) 
当然 更 有 
Be DBsrare ss (ee 2 DBss ) Pi 
dg og 09, 09- /~ 


(人 一 1 Ry ohil, se, ee) (5.1.65) 
注意 到 式 《5.1.65)， 则 方程 (5.1.63》 成 为 


Fe 地 8 后 
do OB.rno ), 
dt ac。 bg 2 BG ers > 0g, 6g, ) 
=0, (os=jf1, ws》 (5.1.66) 
三 BZ 、 es 
F 面 进一步 研究 六 这 一 项 。 我 们 有 有 


了 一 了 二 I++ 一 了 7 


Ld Li 了 
= DAG + Bg,tT,V 


xsdK=1 了 二 工 
其 中 N N 
OF? Or: Or; Cr: 
A = 人 i an Bq, $ B, > z Og at 
fs 二 上 
by 
] «~ Or; Br; 
TT om 人 


8 
BGors = 六, 可 :rt 十 


s=1 
& 
-= Assrtths > os tt Bass 
T=1 
Ee 1. 0 则 
dL S es 
(4 rte > seraBrse JGo + Beal5.1.67) 


Y=1 
在 前 面 ， 的 (5.1.60) 解 出 
Gi Gal gers ey er Germs re, Oe, Bi ee, Ba L) 
(2¢=1, «0 A) (5.1.68) 
轩 为 我 们 研究 的 是 Jannsiraa 系统 ， 所 以 Lagrange 函数 工 和 


Bs 均 与 gf +8 无 关 。 假设 B,: ye 中 亦 不 含 di rr, Hr» 那么 由 
87 | 6L _87. 


pi 和 aB 
a 本 er Ey “a 
Og: Og, Be OF rn 之 、 Bg; -fs {7 Ef, 中 ) 
大 慷 碟 到 假 没 ， 我 们 有 
oz 
5 == 0, (+=]、 e000, Rx) (5.1.69) 


将 式 《55.1.68) 代 人 式 《5.1.67) 中 ,并 考虑 到 假设 和 式 
《5.1.59) 。 存 


广 NY 4 
BE Se = 0 Pt a( Gr+1s ®t EE) + > ， .yy 本 
my OG s+p - val yl 


"fe, 1) :Bss a Gr. it, Ny sD| 
XG.(Gr+1 "0 tf,, k+l 1 人 Di, bb] Bi, £} 
£ 


二 > [Aosta (qrtls * Gest) 十 2 Atyyeta grrts 
Cs 长 二] Y=1 

"0 BB,ory ol get a Gd, 
Br a grri, eb 7 Ga #) (5.1.70} 


可 见 式 〈5.1.70》 与 循环 坐标 go， …， gi 无 类， 将 式 (5.1.68) 
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代 到 式 (5.1.66》 中 ， 得 到 


d 6K kK Er BF NM eC DB 

一 一 一 十 | en 
二 Uds 89。 之 \ Ofsra 上 ,2 ( QF 
BAB,, so 1. 、 
一 0 


(5.1.71) 
这 样 ， 在 我 们 要 求 的 严 络 条 件 下 ， 利 用 万 个 循环 积分 ， 将 5 个 
HanmifpIrmn 方程 降 为 :一 上 个 。 降 阶 后 的 方程 形式 完全 同 于 隆 阶 
首 的 方程 。 这 。 一 个 微分 方程 完全 独立 于 循环 坐标 和 非 完整 约 
束 。 对 于 事件 空间 的 Hannerras 方程 也 有 类 似 的 降 阶 方法 司 。 
例 2 一 力学 系统 受 有 一 阶 线性 齐 次 定常 的 非 完整 约束 
G4=01+ GSinga + Gssings (Ca) 
系统 的 动能 为 
T= (G++ 1+:) 
势能 为 
V =g(g + 9) 
此 系统 的 Lagrange 国 数 为 
LTV G++ +g) gg+g) (C8) 


因为 约束 方程 (4) 和 工 agrange 范 数 《5 均 不 含 gr， 故 此 系 
统 是 Jannpiraa 系统 。 将 式 (&) 代入 式 (5 》 中， 得 


~ Ls : 2 - 站 
也 L291 二 (1 十 Sin2ga)2 + (1+ Sing)0 3 26¢ 92sings 


+ 2582asingz + 2626 3Singssingsd — g( gq: + qs) {cy 
0 
0 


即 9, 是 循环 坐标 。 约 束 方 程 与 立 中 均 不 含 Yi， 容 易 验 证 满足 条 
件 (5.1.64)， 故 存在 循环 积分 


一 48 一 


B61 一 六: 
盈 
261+ dsings t+ drsings = PB1 (Cay 
由 式 (& ) 解 出 各， 有 
$= 一 singi 一 gsing) (ey 
Routh 函数 为 
R= ~— B80, 


. 1 ] 2 了 三 1 本 a . 和 + . 
=31(! 让 到 sin2gsj23 mn (1 和 Tsin’g.)e: + odsSing:sings 


号 _ 没 ey a 
06 | atesingt Gsing) 


方程 (5.1.71) 给 出 系统 降 阶 后 的 方程 为 


d 3k BR /ol w/oBy: 93 
or og) 一 =0 Cf) 


将 已 知 各 项 代 人 方程 (上 )， 并 计算 得 


1 ] 了 区 . 和 9 
(1 中 到 sin2gy)2。 十 Tsingssing, 在 Bids Cosg, 


+ Cosgs)sings t+ £=0 a 


Q 十 到 sin2g) 十 了 Cssingusing。 十 本 828s(cosg: 
tcosqs)sing: + g=0 
这 就 是 降 阶 后 的 运动 微分 方程 而 91 可 由 对 式 (5.1.62、 的 积 
分 求 得 。 : 
i 2. 一 阶 非 完 整 系统 的 广义 Whittaker 方程 
设 -- 阶 非 线 性 非 完整 系统 是 Uamprrma 系统 ， 即 工 agrange 
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阴 数 和 非 完 整 约束 均 不 含 9.,a。 再 设 Iagrange 的 数 和 非 完 
束 均 不 显 含 + ， 则 此 系统 的 约束 方程 和 运动 方程 分 别 为 


era Paty,. J), (B=1,%,£; 5=%— 8g 0 一 455) 
(5.1.72) 
a 7 pb 3 or | qd Oe Wy 
di 83。 Da。 = da \ dt OG, Gg 1 
(5.1.73) 
其 中 
OR (ol1, ,6) 
令 
f= &= 他 (一 1， a e 一 1) (5,.1.714) 
并 设 
QC Go = L(G,, Ge., dv) (5.1.75) 
如 果 9r 是 骨 对 于 &, 的 -… 阶 齐 次 国 数 ， 邯 
OF 
之 35 人 4 一 92 一 0 (5.1.76) 
那么 由 5.1.,1 市 命题 4 知 ， 存 在 能 量 积分 
8 
a 一 廊 二 =» (m.1.77) 
由 式 (5.1.74) 和 《5.1.77》 可 解 出 v, 
G9,, do) {5.1.78) 
令 A {5.1,79) 


of. 
类 似 十 完整 系统 Whittaker 方程 的 推导 ， 可 得 到 
or* 687 BLl* 1 687 


dg, dG,” gs ¢. Gq,” 


(v=1, ,els og=1, %, 6) (6.1.80》 


ad Ge Go)—= Val gird, 8) (5.1.81) 


4 5 Ys 二 《5.1.82) 
由 关系 式 (5.1.76) 可 写成 
.3 一 oo=0 (5.1.83) 


将 式 (5.1.82) 和 利 《5,1.83〉 微分 并 比较 所 得 甘 系 ， 得 到 
Gy} _ De be _ 1 Oe 
Bg, 6¢.” Og 0 6d , 

. (v=1, *%, e— 1 go=], ss) (5.1.84) 
将 式 (5.1.80) 和 (5.1.84) 代入 方程 〈5.1.73》 中 ， 最 终 得 到 
LL 区 R&R aL 本 3 本 
a or 二 人 [二 : 人 )=。 

(v=1, ,ee 一 1) (5,.1.85) 

其 中 (让 】 为 用 9，9. 表达 的 而 一。 方程 (5.1.85) 是 根 

据 能 量 积分 降 阶 后 的 方程 ， 称 为 … 阶 非 完整 系统 的 广义 Whitta- 

ker 方程 。 若 系统 是 完整 的 ， 方 各 《5,1,85) 便 成 为 Whittaker 
方程 (5.1.56)。 

例 3 -- 雪 机 在 水 平面 上 滑动 。 下 篇 质 心 C 在 平面 上 的 投 影 

与 雪 机 和 平面 的 接触 点 相 重合 。 令 才 和 了 分 别 表示 殷 横 质量 和 它 

相对 质心 的 惯性 吞 。 系 统 的 位 置 出 三 个 参数 确定 : 质心 的 坐标 

2 3 以 及 委 检 对 称 轴 与 国定 轴 ox* 间 的 夹 角 9。 力 阔 数 为 


B=1 


Tr 一 于 120?， 大 一 Coftst ,。 
系统 的 Lagrange 函数 为 
Lem) 二 本 762 一 二 202 (Ca) 
约束 方程 为 
=Xtg0 (5) 


于 是 


FF 1,2 2 1 _1 
一 避 MtX (1 二 谨 29) + .70 DRO? 
能 量 积 分 为 
Ye 1 ] 
2 HL + te) + 到 十 计生 02 一 态 
由 此 得 出 
: 2 太一 及 0 da 
和 m(1+ tg0) + Jo's a Ce) 
01 + tei0) + .J07] 一 地 0: 
ze= = 士 W op—p0 (IT 十 tg26) 二 72 (a) 
je EO) tgo 人 


方程 〈5.1.85) 给 出 
d or* (2 ) (二 dy* 2 )=。 


dx 00 ”人 By dx 60 80. 
| 《了 ) 
将 式 (4 )》、(e ) 代入 方程 (了 ) 中 ， 并 化 简 得 
J 2h— 0°)0" + TC—(2h— R02)tgd + R00 
+mp0(1lttg0)=0 
积分 上 式 得 
了 2 有 2 2 
其 中 CC 是 一 常数 。 将 式 《8 ) 代入 式 (c) 中 ,得 
t=Ccosth (Fh) 
由 式 (5) 和 《及 )， 得 
y=Csing (2) 


由 式 (8&8) 和 (有 ),， 得 
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PN LE 


了 
六 此 
3 -六 8 《7 了 7》 
积分 方程 {7 )， 得 
6= acos( Fi+e] (gk) 
其 中 和.¢ 为 积分 常数 。 ， 


3 高 阶 非 完 整 系统 的 广义 Whittaker 方程 
设 力 学 系统 位 形 由 个 广义 坐标 1， …, 9 来 确定 ， 它 的 运 
动 受 有 8 个 理想 专 阶 非 完整 约束 
‘m) {er =) nr B= BIE Hs 
Qera >= alg 4: ru, 1), ( ) 


G1," ,E81 *" 72 

(5.1.86) 
系统 的 运动 方程 可 表 为 Maggi 形式 《5,1.25)。 此 该 系统 广义 力 
dr 3 /dd a OL VAfos 
EN > ol 六 月 


出 6006。 Og, 


> dt Pederg Og e+ 


yy 2 


Bg, 

{og=1, ,6) (5.1.87) 
假设 工 和 fs 中 都 不 显 含 时 间 ££， 且 满 足 式 (5.1.26)， 则 由 
5.1,.1 闻 命 题 5 知 ， 系 统 有 能 量 积分 (5.1.27)。 令 


加 二 人 ga， 20=- 认 ， (2 一 2 NH) (5.1.88) 
并 设 
(042 Gs g) =L gu gis gs Lelgs, = 人 
(5.1.89) 


类 似 完 整 系统 Whittaker 方程 ， 我 们 可 以 由 式 (5.1.88》 和 能 
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县 积分 《5.1.27》 中 解 出 
| 1 =u, 4:) (5.1.90) 


并 且 可 以 证 明 2， 方 程 (5.1.87) 可 表 为 
办 * 4 Fa LL 
. a -2 机 2 0 i = 


dg: Og; ”09。 fo dM Ogee ~ Ogirp 人 
(g=2, '*", 5) a 
现在 变换 这 一 项 。 将 式 〈5.1.88》 第 一 式 两 端 对 时 间 二 隶 
ER 有 
Pt C5.1.92) 


令 86。 为 9z 中 借助 式 (5,1.92》 替换 所 得 表达 式 ， 即 


:me 【9 一 277 De > 
Op gs oa Ys ys 1) 
TH 【 炳 、 7 ml 1 -]) {4 -]) fp ,2 7 
Ye Vio rod or Go sq 0 du ， 
‘0 1 gn, Yr): {0—=2, ", €} =2, ,1} 
. S=1, **, 17) {5.1.93) 
因此 有 
8 DP 
-和 (2, 1 es) (5,1.947 
0 go Hqo 
将 起 (5.1.94) 代入 式 《5.1.91) 中 ， 得 到 
d_ AL* aL* > 人 OL* 87* J G08» 本 
da Bgs Og, dg Og :an Ogerp fi A 
B= 0 ge 
= 人 0 (0 as £) (5.1.95) 


为 了 完全 消去 二 的 影响 ， 需 将 少 人 7 ”化 为 对 gi 的 各 阶 
导数 。 令 


"(gs et 
i Ds (t=2; "ee, 4) 5.1.96) 
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我 们 有 


ge C5.1.97) 
1 

3 da dw A 

Ga dt (9) = gy, -人 (5.1.98) 


et 
Gd) 9G) = d+ ud 《5.1.99) 


《mt -23s [sl (82 - 2777 ; 这 7 I ee 
Ga 一 -一 Cg 
《5.1.100》 


其 中 站， 4;， ER 4 可 由 武 (5。 1. gy (5.1.97)— 
《5.1.100》 诸 式 给 出 为 
Ht(G,, g;) 
(gy, gu, qs) (5.1.101) 
9 人 (gs "9 Yu: 4:) 
六 全 er) 为 (二 2 Jeaax (5.1.97) 一 (5.1.101) 
ph 加 pa 
用 vv， 3 ee me 2 Or 表达 的 式 子 ， 则 方程 (5.1.95) 最 终 成 
dU* ,~ aL* HL* 1 09w -0 
Py dgr ge 09 儿 六 2 gs -) 
(5=2, %, 6) (5.1.102) 
这 就 是 高 队 非 完整 系统 的 广义 Whittuker 方 各 程 **?。 
如 果 


7 【中 一 3) 


8 


‘dg! 00。 Og 


aL 
Gq s+ 
则 式 《5.1,102) 变 为 - 


一 0， (8= | £) 
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dy Mg 49。 区， dy Oyen \gi a 
(5.1.103) 


da 7* lL* CC qd brr /1 88 ja 


当 34=:] 种， 式 《5.1.103》 成 为 
a 0 Ol Ta Os ee 
dg das Og, 2 db:5 \G gs 
《5.1.101) 
容易 证 明 ， 对 于 Hannsrrng 系统 ， 方 各 (5,1.104) 与 (5.1.86》 
等 价 '2。 


$ 5.2 Poisson 定理 及 其 应 用 


本 节 讨 论 Hamilton 正则 方程 积分 的 某 些 性 质 。 研 究 如 何 利 
用 力学 系统 的 某 些 独立 的 第 - 积分 去 寻找 其 他 的 第 一 积分 。 对 完 
整 力学 系统 来 说 ， 这 是 Poisson 的 贡献 。 


5.2.1 Poisson 括号 及 其 性 质 


1. Poisson 括号 的 定 兴 及 其 性 质 

为 [建立 运动 方程 的 积分 方法 ，Poisson 引进 了 Poisson 括 
号 的 概念 。 

定义 1 对 于 由 任意 的 渍 个 邹 数 8(f, gi, pr) 和 (i, gi, p:) 
《9, 4%EC) 的 篇 导数 所 构成 的 如 下 表达 式 


(9, 0) 2 人 3) (5.2.1) 


dg Hp Hp, bg 
丈 为 Poisson 括号 。 
Poisson 括号 有 下 列 性 质 ，; 
(C1) (v, 8)—=-—(, 9) 
(2) (CF, ==, C=(c, ¢)=0, c=const. 
(3) (ceo, $)=c(v, w) 
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Cd Cort P22, B= CP B+ Ps, 驴 ) 
(5) COPzy VIG G2 BIT PV, $) 


以 上 这 些 性 质 容易 由 Poisson 括号 的 定义 式 (5.2.1) 直 接 推 证 。 
2， 复合 Poisson 括号 及 Jacobi 恒等式 
定义 2 假设 f(t, gi pi)， Y(t gi Pi) 和 (i, gi, bi) 对 
9, p 具有 二 阶 连续 偏 导 数 〈 即 EC?)， 那 么 我 们 称 下 式 为 复合 
Poisson 括号 


fof 0%) Of 8(9,%) ] 
Ce 0)= 工 [让 8p, ~ Op: Gg J 


3; (5.2.2) 
定义 3 ”和 如果 函数 f1(f, gi, D2) 与 f2(t, ge, Di;) 所 构成 的 Poi- 
sson 括 号 重 等 于 零 ， 那 
(az)=0 (5.2.3) 
则 称 函 数 和 .六 为 相互 内 施 的 。 
命题 1 对 于 三 个 复合 Poisson 括号 ， 其 中 每 一 个 复合 
Poisson 插 号 由 三 个 函数 /,”, V 用 循环 交换 育 数 的 方法 所 得 
到 ， 则 它们 的 和 恒 等 于 零 ， 即 
Cf CP 的)) 十 《9 (gp, FT GG, (ff, 4))0 (5.2.4) 
[证 明 ]】 因为 


/OP Fg bp ak 
2 


/0 3 8 @ 、 
-7 (6 Bpr 0 dg; )s 


二 
b= Ogs ap; Aap; dg: j= De (5.2.5) 


为 线性 微分 算 子 ， i 机 


《9， 0 -三 < 给 Der —Dow 


(5.2,6) 
同样 ， 定义 线性 微分 算 子 


. a 

= 2 Bisy- (5,2.7) 
a ; 

册 有 


Cf, Co, BFC, CG, f= (CF, 多) 一 (9 (f, 8)) 
=DD,Y —D Dy 


2 27 


88; 8 2 
DD Ba A 


i=1 1=1 
因为 g%EC:， 圭 式 第 二 项 和 第 四 项 对 消 ， 所 以 只 剩 下 史 的 一 次 
导数 项 ， 即 


Cf, (9p 及) ) 二 《9 f)) 


(5.2.8) 
式 中 A Bx 是 ff， 9 的 销 数 ， 但 不 含 全 。 
令 二 pr， 则 式 《5.2.8) 式 成 为 
(f, 《2 BO)— 9, (f, Pp))= A 《5.2.9) 
但 


5 3 00_ bi op 2 
ne 2 DA 5)= Be 
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问 祥 


所 以 式 〈5.2.9》 起 成 为 
41=(7, Be)-(%, 中)- (六 oo) (5.2.10) 
同 理 在 式 〈5.2.8》 中 ， 令 %=9， 则 可 以 证 明 


有 = 一 了 他 5.2.1 


特 式 (5.2.10》 和 (5.,2.11) 代 人 式 (5.2.8)， 得 
(7 CP, p+t CL, (8, fF)) 
ge Hp: Op: qx 


=((f, 0) p= 8, (f, 0 I 
式 (5.2.4) 被 称 作 Jacobi 恒等式 。 


of, Pp) Bp of.) bv 
夫人 纺 ” 妆 ] 


5.2.2 关于 第 一 积分 的 Poeissomn 定理 


1 ， Boon 条 人 性 
利用 Poisson 括号 的 性 质 ， 可 以 建立 Poisson 方法 的 基本 定 
理 。 假 设 Hamilton 正则 方程 为 


$= Hp? pb,= C—O， (s=1, ww， 1) (5.2,12) 


于 么 利用 Poisson 插 号 ， 可 以 把 式 (5.2.12) 表示 为 Poisson 
形式 
j=(g, H), $=(p,, H), (s=], 2) (5.2.13) 
假设 
flgs, pr B=C (5.2.14) 
是 Hamilton 正则 方程 的 第 一 积分 ， 则 我 们 有 下 述 结 论 。 
命题 2 函数 f(g,, Pp, 1) 是 Hamilton 正则 方程 的 第 一 积 


4d19 ~ 


分 的 充 要 条 件 是 满足 


2 +(f, BR)=0 (5.2.15) 


; .da Gf ，1 9/ 15 
[证 明 ] .= 莹 2 jr + B56) 


af af 8H 8A 08Y 
Se Gp, Op J 


-+ H) | 


关系 式 (5.2.15》 称 为 对 第 一 积分 的 Poisson 条 件 。 
2，.， Poisson 定理 及 其 应 用 
Poisson 定 理 ”如果 已 知 Hamilton 正 册 方程 的 不 处 于 相 巨 
内 旋 的 两 个 第 一 积分 
(看 ) 一 cl falf, qs Ps)=—l2 
那么 这 些 积分 的 Poisson 括号 也 是 互 amiltom 方程 的 第 一 积分 。 
[证明 ] 因为 和 /是 系统 的 第 一 积分 ， 由 命题 2 知 有 


Bf +f 有 一 0， +fs H)=0 (5.2.16) 


又 由 命题 1 对 于 函数 豆 , 1, f: 存在 Jacobi 恒等式 
《再 《六 FO TOF, (fas HBH))+ (fs, (H, f1))=0 


(5.2.17) 
但 由 式 《5,2.16) 已 知 
Cfz, 本 = 一 2 (5.2.18) 
DA 
( 吾 ，/ = -六 (5.2.19) 
将 式 (5.2.18》 和 “(5.2.19》 代 人 “(5.2.17)， 得 
CH, (fy, fo)+( fs, -a )+ + 8 中 =。 
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(ef fo) + (f+ f), 0 (5.2.20) 
由 Poisson 括号 的 性 质 〔〈6 ) 知 ， 上 式 可 表示 为 
fs f+ (Cf fa), HE0 (5.2.21) 


因为 记 , fi 不 是 相互 内 旋 的 ， 即 5 f2) 隆 0， 那么 (fi, ff2) 
是 某 第 二 个 函数 
(fy 一 三 (下 Qi pi) 
因此 ，、 它 满足 第 一 积分 的 Poisson 条 件 ， 即 命题 2， 改 j=C， 
是 正则 方程 的 第 一 积分 。 和 
看 来 ，Poisson 定理 是 积分 Hamiiton 正则 方程 的 重 缀 手段。 
它 提 供 了 一 各 从 已 知 的 两 个 第 一 积分 求 新 的 第 一 积分 的 一 种 
方法 。 
例 1 Kepler-Newton 空间 问题 
一 质量 为 名 的 质点 在 原点 的 中 心力 场 作用 下 运动 ， 其 对 %* 轴 
和 少 畏 的 动量 和 矩 守恒 。 求 证 ， 对 z 轴 的 动量 矩 亦 守恒 。 
令 
8 二 和 22 一 .23 一 和 
贸 动 能 
了 


故 


aT 37 . or 
和 Bw 一 及 1Y p: 一 67 WHY, Pi se = 


因此 ， 对 %* 轴 和 少 轴 的 动量 矩 守恒 可 表示 为 
f:=gp3— pds = f= 一 8 加) 一 二 291 一 Ca 
我 们 对 以 于 两 个 第 一 积分 应 用 Poisson 定理 ， 有 


(07 af _ Of. 81 - 
汪汪 /= 本 ( 帮 和 


因此 {fi f2)= fas 即 fs=Ca 也 是 第 一 积分 。 
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事实 上 ， 并 不 是 在 任何 情况 下 都 可 以 应 用 Poisson 定理 来 
求 新 的 第 一 积分 。 很 显然 ， 首 要 条 件 就 是 要 求 已 知 的 两 个 第 一 积 
分 不 处 于 相互 内 旋 。 正 因为 如 此 ，Poisson 定理 不 能 应 用 于 解 力 
学 的 著名 经 典 问 题 带 有 一 全 国定 点 的 刚体 的 运动 问题 ， 兴 体 
力学 中 的 三 体 问题 等 。 在 这 些 问 题 中 ， 正 如 在 力学 中 的 天 多 数 另 
外 的 经 典 问题 中 一 样 ， 所 有 已 知 积分 都 是 相互 内 旋 的 ， 而 不 能 利 
用 来 获得 新 的 积分 。 

定义 4 设 大 …, fr 是 动力 学 变量 9g, 五 的 函 教 ， 它 们 是 某 
一 力学 系统 正则 方程 的 一 组 第 一 积分 。 苦 不 能 再 从 这 组 第 一 积分 
中 应 用 Poisson 方法 做 出 新 的 第 一 积分 ， 则 称 这 样 一 组 积分 为 内 


旋 积 分 组 。 
显然 ， 内 旋 积 分 组 有 以 下 两 种 情况 ， 
(1) (fi;, {7 =0, (2, 7=1, ,7} 


即 六 …，j7 六 中 任意 两 个 函数 都 是 相互 内 旋 的 。 
《2》 Cfi, fi7) 三 中 (六 0 f1) 
即 从 六 … 产 中 任 取 两 个 第 一 积分 来 做 Poisson 括号 ， 新 产生 
的 第 一 积分 都 是 六 …， 广 的 函数 。 
例 2 Kepler-Newton 问题 中 的 三 个 第 一 积分 
diB3~— pig3= Cr gpi— pai Ca pr gpi= i | 
战 构成 一 个 内 放 积 分 组 。 从 它们 出 发 ， 利 用 Poisson 方法 就 不 再 
能 得 到 其 它 的 第 一 积分 了 。 | 
最 后 ， 我 们 研究 具有 广义 能 量 积 分 的 力学 系统 即 研究 
Hamilton 癸 数 如 不 明显 依赖 于 和 时 间 的 情形 : 


a 
a =0 : (8.2.22) 


命题 3 设 菜 力学 系统 具有 广义 能 量 积分 。 又 (i, pi, 9;) 二 


C, 是 已 知 的 第 一 积分 , 则 了 的 各 阶 偏 导数 -2 广 ， 纯 大，… 都 是 此 


系统 的 第 一 积分 。 
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5 证 明 ” 根据 命题 2 ， 知 
BF ， 到 
-请 + 人 (六 H)=0 
将 此 恒等式 对 时 间 求 导 ， 并 考虑 到 式 〈5.2.22)， 有 


环 :( 品 (条 可 


-如 :( 瞧 由 


可 见 ， 如 果 -是 正则 变量 的 函数 ， 显 然 34 -= C, 满足 对 第 一 
积分 的 Poisson 条 件 ， 即 它 是 运动 方程 的 第 一 积分 。 进 而 可 以 
证 明 -y7 ，- 训 7”，… 等 亦 是 系统 的 第 一 积分 。 | 


5.2.3 求 非 完 整 力学 系统 第 一 积分 的 Poisson 方法 

1. 非 完 整 系统 对 第 一 积分 的 广义 Poisson 条 件 

设 力学 系统 的 位 形 由 部 个 广 允 坐标 9 9s 来 确定 ， 它 的 
运动 受 有 8&8 个 理想 非 宛 整 芍 束 


8 二 0 [月 一 1， gg; S=1, "+*, 1) 
(5.2.23) 
此 系统 的 及 amilton 正则 方程 为 
8H ;_,_8H ,~ Of 
fs dp:? Pp: 人 Og + 之 an( Og 上 


(sS 王 1，…， UN) (5.2.21) 
其 中 44 可 在 积分 运动 微分 方程 之 前 表 为 g, 多 ,的 函数 。 (42) 
为 4 中 各 用 如. gt 痊 代 所 得 的 结果 (人) 为 3 从中 训 肝 
pr, qs! 赫 代 所 得 结果 。 容 易 还 明 下 述 命题 
命题 4 函数 f(t, Pp, yi) 为 非 完 整 系统 (5.2.23), (5.2.24) 
的 第 一 积分 的 充 要 条 件 是 
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& 如 
DA of a Bf 一 人 
pt HY 人 un 2 ,3 =0 (5.2.25) 


开 《5,3.25) 是 非 完 整 系统 对 第 一 积分 的 广义 Poissca 条 件 。 
推论 ” 当 系 统 的 Hamifton 函数 水 显 仿 时间 至， 昌 fw 对 多 
是 卉 次 的 情形 ， 妃 = C 是 系统 的 第 -积分 。 
[证明 > 令 了 = 及 ， 代 入 式 (5.2.25) 左 端 有 


8 < /fafa \ OH 
一 十 2 hc ] 
wt Ed)! : 
例 3 试 证 ， 对 AAppell-Hamel 例 ，Hamilton 函数 是 问题 


的 第 一 积分。 
[证 明 ] 系统 的 Lagrange 函数 为 


1 ,2 2 
LM ty ti) 一 8Z 


广 闷 动 量 为 
re 0 元 aL 
Pr = by BF =m 办 一 -9 = 
Hamilton 国 数 为 
H= pit pdt pL (pit p+ pi)+ me 
癌 题 的 约束 方程 为 


f =a ty) =0 
因 玉 不 显 含 #， 而 了 对 %, $2 是 二 阶 齐 次 的 ， 故 满足 命题 4 推 
论 的 条 件 。 于 是 五 =C 是 问题 的 第 一 积分 。 这 是 系统 的 能 晤 积 
分 ， |! 
下 面 研 究 danmmermag 系统 。 此 时 工 中 不 含 g.1s。 约束 是 线 
性 、 章 次 、 定 常 的 ， 即 


G8 = ,Bp gs (0, 2=1, o£) (5.2.26》 
v=1 


考虑 到 约束 (5.2.26》 而 变换 的 Lagrange 辕 数 为 了 了 。 到 广 闵 
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动量 
p,= (5.2.27) 


及 Hamilton 函数 


(5.2.28) 


0B, rare es 


yp Co=1, ,6) 


其 中 ( 芭 ) 为 如， 9 的 函数 ， 我 们 有 如 下 结 


命题 5 涛 数 / (1, ggv) 是 UasIPIraH 系统 的 第 一 积分 
的 充 要 条 件 是 


ey or vd 
PR ee 


B=] C=1 
Dee， 0B,., 4;, 88 
Zt 7 Go, jo =0 (5.2.29) 


y=1 
式 (5.2.29)〉 为 Janzsiran 非 完整 系统 对 第 一 积分 的 广 义 Poi- 
sson 条 件 。 
2， 由 已 知 的 第 一 积分 求 另 外 的 第 一 积分 
对 一 般 的 非 完 整 系统 ， 假 设 已 知 第 一 积分 / (1, p., 9:) 明显 
地 依赖 于 时 间 上 ， 它 应 满足 对 第 一 积分 的 Poisson 条 件 
《5.2.25)。 将 式 (5.2.25》 对 时 间 # 求 闹 导数 ， 


所 
条 (和 ,可 + 全 )+ 志 这 人 2 
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Rf 


B 
are aa /Bf 
症 ) 一 二 0 (5.2.30) 
B=1 (人 1 (a)= > 
假设 工 和 fi; 者 不 显 含 ， 则 及 和 14 亦 不 显 含 上 二， 于 是 有 


8 /fafa\_ 9H 60s) 二 
of ( bo: )= = 性 (5.2.31) 


6 a 
将 式 {5,2.31) 代 人 式 《5.23.30〉 中 ， 有 
of /0f TA 
6f2 A ” H)"* > Wi> yan 寺 )=0 
(5,2.32) 
因此 ， 由 命题 { 知 ; -2 一 C, 也 是 系统 的 第 一 积分 。 依 此 类 推 ， 
可 得 下 述 第 一 积分 
0, EC, v0 CO (052.83) 


于 是 ， 我 站 ] 得 到 ” 上 述 颖 论 
命题 6 对 一 般 的 非 完 整 系统 ， 其 广 又 力 有 势 。 如 果 JTagra- 
age 国 数 了 和 约束 方程 js 二 0 都 不 显 含 时 间 ， 而 /为 系统 显 仿 
# 的 第 一 积分 ， 则 - 吕 -， 对 二， 全 六 ，… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 
将 第 积分 的 广 浆 Poisson 条 件 〈5.2.25)》 两 端 对 9 求人 起 
导数 有 


or (a (Fe) 
和 i = + 二 G5 区 六 Gg (Cf 0 
+ 2 A 所 一 0 (5.2.34) 


假设 系统 的 Lagrange 畏 数 工 和 约 菏 方程 f; 二 0 中 不 显 含 g, 则 
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BH _ has) 9 5/ 
dg! Og Bg )=0 (5.2,35) 


Gs 


将 式 (5.2, 35) 代入 式 (5,2.34) 中 ， 我 们 得 到 
g DA df FA 
0 i 可 -+ > oo 工人 (0 0 


{5.2.36) 
显然 ， 由 式 《5.2.36) 和 命题 1 知 ，-2 -= C 也 是 系统 的 第 一 各 


分 。 依 此 类 推 ， 可 得 到 下 述 第 一 积分 


6f ~ Ef Lr of _r - 
Bg Ciy Dg} =C2, dd 一 人 CR (5.2,37) 


于 是 ， 我 们 有 下 述 命题 
命题 7 对 -- 般 广义 力 有 势 的 非 完整 系统 ， 如果 Lagrange 
印 数 工 和 和 约束 方程 fs 一 0 都 不 显 念 坐 标 g1， 而 了 为 系统 显 含 9， 


的 第 -积分 ， 则 -3 夺 ， 人 全 ，，… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 


下 面 研 究 darmcrarraH 系统 。 将 Hanzewrman 非 完整 系统 对 第 
一 积分 的 广义 Poisson 条 件 《5.2.29》 对 t 求 偏 导数 ， 有 


Ly 
a = 三 (和 
E € 加 A 
“> 0 


g [3 号 Py 
af 8B,. CR OB nro FH 四 
Ea 和 和 dp, 六 一 ar 天 二 


《5.2.38》 
对 JarzpImr8 系统 ， 若 志 中 不 显 含 时 间 寺 ， 则 有 
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如 - 襄 ( 襄 )- 音 ( 绽 )-0 2.s9) 
将 式 〈5.2,39) 代入 式 〈5.2,38) 中 ， 得 到 
[4 £ 
8 


p= 


[ 2 (5.2.40) 
af 、 ss 三 m0 
由 此 ， 根据 命题 5 知 ， -6 为 系统 的 第 一 积分 。 同 理 可 证 六 


2 人，,… 均 为 系统 的 第 一 积分 。 于 是 ， 我 们 有 下 述 命 古 。 


命题 8 对 于 annsptraa 系统 ， 如 果 工 agrange 国 数 工 不 显 - 
合 时 间 # ， 而 /为 系统 显 含 t 的 第 一 积分 ， 则 久生 ， 亿 大，… 均 
为 系统 的 第 一 积分 。 

同样 ， 通 过 对 产 义 Poisson 条 件 (5,2,29) 对 坐标 g1 求 偏 
导数 ， 可 以 证 明 下 述 结论 。 

命题 9 对 于 dannprras 系统 ， 如 果 工 不 显 含 华 标 94:， 且 
满足 条 件 


名 忆 于 1 
号 二 (党 亲 让 全- 史 各 
RS 全 2 六 8/ 所 1825, 0 ) 8 


Bl ‘Op ,全 Ogi0g. Ogi0g, /0p. 
| =0 {5.2.41) 


而 /为 系统 显 合 gi 的 第 一 积分 , 则 A， 名和，… 均 为 系统 的 第 
一 积分 。 

例 4 研究 匀 质 加 球 沿 粗 糙 水 平面 的 自由 运动 。 

取 球 心 坐标 *,， 以 及 三 个 二 uler 角 , 8, 9 为 广 闵 坐标 , 约 
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束 方 程 为 
一 -一 红 ( 信 cosysinp — Gsiny) 
一 —a(Psingsing — bcosy) 
系统 的 Lagrange 国 数 为 


工 二 0 Erma: + :+ 82 十 2 有 0cosb) 


4) 


(by 
约束 (a), 得 
1 
2 


= 二 74 全 全 + Pisin 29+ 男 2 十 2 由 cos6) } 

{c) 
因为 非 完整 约束 《4 ) 是 线性 、 章 次 、 定 常 的 ， 而 约束 系数 不 含 
xX。， 少 《上 且 不 含 ?); 工 中 不 含 和 ，》( 且 不 含 ?，w )， 政 此 系 
统 是 UanxpbIran 系统 。 


已 知 系统 有 第 一 很 分 


f=8cosy + Psingsing =C (a) 
令 d=$, 0, #1 二 多 2 一 区 25 一 .， 则 由 
ya 
Ce 《1+ dcosg:) 
87 ? 
Pp: = MA G2 
8 i 2 
p= 人 = HR (fasinzg。 + gs+ Fesing,) 
得 
8 pi{1 二 Sin29: ) 一 Pi3Cosg 
可 HM? SI g 
5 
dy ee 7 3 2 
.5 ppicosg 
如 一 了 asinig, 
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or 


于 是 ， 第 一 积分 《也 ) 可 表示 为 


了 一 六 COSs81 十 区 人 《2e) 
非 完整 约束 可 表 为 
.a(Gcosgising 一 党 Singi) ee 
Gs—= — Aadssingising + Gcosq) 
可 以 验证 ， 式 《ee 》 和 《7) 满足 条 件 (5.2.41)， 故 由 命题 9 
知 ， 此 系统 有 积分 她 全 一 C1， 即 


— bsing + Puindcosy -Cs 


$5.3 正则 变换 


变换 ， 是 分 析 力 学 研究 问题 的 重要 手段 。 对 于 分 析 动 力学 问 
题 中 直接 得 到 的 再 amilton 下 则 方程 来 说 ， 往 往 很 难 求 解 。 因 
此 ， 利 用 交换 的 方法 ， 使 它 变 成 一 个 较 易 求解 的 微分 方程 组 ， 是 
一 个 十 分 重要 的 研究 课题 。 止 则 灾 换 便 是 达到 这 一 日 的 的 重 炎 工 
有 具 。 本 节 研 究 这 种 变换 的 性 质 及 其 表达 形式 。 


5.3.1 正则 变换 及 其 群 性 


1. 正则 变换 
设 力学 系统 用 正则 变 捍 g1， ‘0 {ny pi, 3 ,来 描述 ， 
它 的 动力 学 方程 为 下 列 Hamilton 正则 方程 


， 0H ， OH 
好 7 一 ap, » 办 :二 一 Gg; 9 〈《S 一 1 条》 (5.3,.1) 


我 们 研究 由 变量 44，pr 阳新 变量 0:，Pi 的 变换 
Q=0,(n Pot), P=P,(9 best), (S$, 天 二 1,0, 和 2) 
{5.3.2) 
并 旦 函数 行列 式 满足 


一 430 一 


0 Dot Ps 去 0 
Dl0;, pi) Bg gs pris" Pe) 
了 于是， 变换 (5.3,2) 是 可 着 的 。 旧 变量 4;，p; 
P; 表册 
:= gq.(Qr, Prst), pr:= pr Pas), (Ss,KR= 1 ,Ny 
(5.3.4) 
在 变换 《5.3.2》 下 ，Hamilton 正 则 方 各 (5.3.1》 将 过 渡 到 一 
组 新 的 方程 ， 但 一 般 说 来 ， 这 组 新 方程 没有 正则 方程 的 形式 。 
对 积分 动力 学 方程 ， 有 特别 重要 意义 的 是 这 样 一 类 变换 ， 在 
此 类 变换 下 ， 王 amjliton 于 则 方程 的 形式 保持 不 变 。 这 时 ， 在 变 
换 (5.3.2》 下， 方 积 《5.3.1》 变 为 正则 方程 组 


on* 。 HH 5 
:= Gis Pr 0 (S=1," ,7) (5.3.5) 


{5.3.3) 


其 中 如 *= 恕 * (0;, 避 ,,2) 有 Hamjiton 苹 数 的 作用 。 

定义 1 在 2n 维 相 空 间 中 ， 和 如果 通 过 变量 变换 ,将 企 何 
Hamilton 正则 方程 组 (5,3.1)， 仍 然 变 成 Hamilton 正则 方 各 
组 (5.3.5》 (- - 般 说 来 具有 有功 一 Hamitton 区 数 丽 *) 的 变换 
《5.3.2》 称 为 正则 变换 。 

显然 ， 通 过 正则 变换 ， 正 则 方程 的 形式 不 变 。 但 是 ， 可 以 使 
方程 (5.3.5) 比 《5.3.1》 更 容易 种 分 。 

定义 1 对 变换 所 提出 的 要 求 是 针对 状态 变换 本 身 而 言 的 ， 它 
必须 对 同 阶 数 的 所 有 百 amiiton 系统 都 成立 ， 而 不 应 该 依 琥 于 
HHamilton 系 统 的 具体 选择 。 换 名 话说 ， 焉 则 变换 是 通用 的 ， 而 
不 是 专用 的 .把 -一 个 具体 的 五 amilton 系统 变 戚 另 一 个 Hamilton 
系统 的 变换 并 不 一 定 是 正则 变换 。 例 如 ， 任 何 非 正 则 变换 8, = 
QAgt, B42)， 卫 ,一 P(g, Pr,f) 都 能 将 互生 0 的 Hamilton 正则 
方程 组 变换 为 五 * 二 0 的 amilton 正则 方程 组 。 

下 面 我 们 来 寻求 ， 在 怎样 的 条 件 ， 变 换 〈5.3.2) 是 正则 的 。 
我 们 有 如 个 判别 条 和 件 。 
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命题 1 变换 (5.3.2，〉 如 果 满 足 Pfaff 方程 
> Pa; —R 


fs=1 5; 
则 一 定 是 下 则 变换 。 这 里 天 是 不 等 于 零 的 任意 常数 。 
[证 明 ] 将 式 《5.3.6》 表 为 


J 


pig.=(H* -RH —dU (5.3.6) 
= 本 


有 >， py:— DPdQ.+(H*—EH)dt=dU (5.3.7) 


s=1 了 = 


设 ds:» ps; 有 任意 等 时 变 分 09。 pls=1,",%), 则 由 上 式 得 


Ey, p8g— P60,=6U (5.3.8) 


s=1 s=1 


这 是 因为 =0。 式 《5.3,7》 还 可 以 写成 


EY $0— SPO rH*—RH=U (5.3.9) 


了 = s=1 
将 式 (5.3.8》 圣 求 导数 有 
ee ” dd i be | 
hI pdg th Dp dg DPoQ— LPB 
j= =l f= f=1 
= 名 90 (5.3.10) 
对 式 《5.3.9) 取 变 分 得 


pI pith SGdp— 3 P80,— OOP,+OH* 


f=1 +=1 +s=1 了 三 于 
一 双开 一 5 这 (5.3.11) 
考虑 到 8 与 羡 的 可 交换 性 ， 将 式 (5.3.11) 与 式 (5.3.10) 两 式 
相 减 ， 得 


kD G0p P89) — (OP,—P00) + 


=1 *=1 
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— ABH=0 (5.3.12) 
由 正则 方 称 (5.3.1)》 知 


力 


kD (0p— P09) — ROH 


r=1 


1=1 
因此 ， 式 〈5.3 3.12) 成 为 


3 OP, — 78,60,=0H* 
+=1 +s=1 


注意 到 


oe 0 30, + 
于 是 


0.=3P， PP; 二 一 00， | 
事实 上 ，Piaff 方程 《5.3.6) 也 是 正则 变换 的 必要 和 条件， 但 
其 证 明 要 用 到 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 的 性 质 以 及 通用 相 
对 线性 积分 不 变量 的 李 华 中 定理 ， 因此 上 略 去 。 其 证 明 可 参看 
[9 ]。 
此 外 要 注意 :; 式 (5.3.6) 只 要 对 某 一 对 国 数 瓦 和 豆 * 成 立 ， 
则 变换 《5.3.2》 就 是 正则 的 。 事 实 上， 如 果 在 五 之 外 ， 另 取 一 
任意 国 数 及,， 并 按 下 式 定义 县 * 
H*—H*=~Z£(H,— HB) 
则 当 以 电 冬 上 式 并 代入 式 〈5.3.6)， 我 们 便 得 到 


DPd0 -Rd prdlg= (HEH dt— dU 
5s=1 +=1 


因此 式 (5.3,6》 对 于 任何 函数 五 ; 和 与 之 对 应 的 五 也 是 正确 
的 。 
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在 式 《〈5,3.6) 中 ， 加 被 称 作 正则 变换 的 “ 价 ”， 而 忌 虽 被 称 
作 正 则 变换 的 生成 铺 数 或 与 函数 。 如 果 天 一 1， 则 这 种 变换 各 作 
单价 正则 变换 。 今 后 ， 我 们 仅 限 于 讨论 这 种 单价 正则 变 拨 ， 简 称 
-为 正则 变换 。 这 上 时， 变换 正则 性 的 判别 条 件 为 


> fdg— ,PdQ,+ (H*—H)dt=dU {5.3.13) 
+*=1 =1 

2. 正则 变换 的 群 性 

设 变换 了 将 (49,8) 一 (0,P)， 变 换 荆 ;将 (0,P) 一 (0',7)， 
则 C9 一 (0',P) 的 变换 记 为 了 :7 ， 称 为 两 个 变换 的 积 。 

若 存在 这 样 的 变换 ， 使 

Ti:T(g, fp)= (gq,p) 
则 称 Ti 为 变换 7; 的 逆 变 换 。 

我 们 称 变 换 To,(q, 8) 一 (4, 乡 ) 为 二 等 变换 。 

定义 2 ”我们 把 服从 下 述 条 件 的 变换 的 总 合 称 为 变换 群 。 

C1) 如 果 变 换 了 :，7: 属于 总 合 ， 那 么 它 的 积 立 7 也许 
于 已 给 的 总 合 ; 

《2 ) 满足 结合 律 
TFT) = (TT)T, 
《 3 ) 存在 便 等 变换 7， 以 使 
TT =TTo=T, 
《4 ) 对 任意 变 澳 了 ,， 存 在 逆 变 换 T1!， 以 使 
TITi!=TiT,=T, 

很 显然 ， 对 于 正则 变换 ， 两 个 正则 变换 的 积 仍 是 正则 变换 。 
同时 ， 巾 于 式 “5.3.3》 成立， 所 以 任意 一 个 正则 变换 的 逆 变 换 
也 存在 。 另 一 方面 ，9r 一 9，p' 一 :就 是 全 等 空 换 ， 当 然 它 仍 是 
下 则 变换 。 此 外 ， 易 验证 正则 变换 也 满足 结合 律 : 因此 ， 我 们 有 
如 下 结论 。 

命题 2 ”全 体 正 则 变换 构成 一 个 群 。 
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5.3.2 母国 数 


为 解 正 由 变换 问题 ， 必 须 在 一 般 形式 下 对 函数 芝 和 页 * 解 方 
程 (5.3,6)， 因 而 问题 是 不 确定 的 。 我 们 可 以 认为 其 中 一 个 最 数 
是 任意 的 。 将 母 函 数 避 取 为 这 样 的 函数 比较 方便 。 惜 助 它 可 以 找 
到 未 知 的 变换 。 

现在 9，，Q，P,t 共 4mnw+1 个 变量 , 它们 被 2x 个 变换 
联系 着 ， 所 以 共 中 上 只 有 22f+1 个 变 景 是 独立 的 。 选 择 怎 样 的 
2 8% 十 1 个 变星 作为 独立 变量 ， 通 常 可 以 有 多 种 方案 。 但是， 对 
于 一 个 具体 的 正 由 变换 来 说 ， 这 种 选择 决 不 是 任意 的 个 。 独 六 
谈 服 的 选择 ， 是 要 根据 变换 的 情况 来 判定 的 。 以 下 ， 我 们 上 反 过 来 
做 : 在 预先 般 定 某 2%+1 个 变量 可 以 作为 变换 的 独立 变 基 的 前 
提 下 ， 来 寻找 这 一 类 变换 的 明显 表达 式 。 

如 取 局 作为 g,，p;， 9;，P: 和 :的 函数 ， 则 


arr OU 2U 
dv = 0 dg + 3 dp, 80- 0+5 FaP, ) 


人 
ot 


于 是 式 《5.3.13〉 可 写成 
>{( ps 一 5 )a. 一 (PP 下 Jag. 一 号 dp 


-dt 


r=1 
-有 up | (H+ ee (5.3.14) 
nn 
工 第 一 类 母 函数 
记 作 Z， 有 形式 


Ua=U Cg,,0,,) (5.3.15》 
即 选 择 了， ,Ory Qi, ey 0.， tz 作为 2%+1 个 独立 变量 。 这 
种 变换 显然 是 存在 的 。 这 种 变换 由 补充 关系 式 
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DO .OOD,) 

GC bi, par, Pr) 
所 规定 。 它 保证 了 时 2 Gr O41， ，Q0s 的 独 广 性 ， 这 
些 量 便 可 取 作 独立 变量 。 这 样 的 变换 就 是 所 谓 的 自由 正则 变换 。 
事实 上 ， 只 要 有 式 (5.3,16) 成 立 ， 就 可 从 式 (5.3.2) 前 到 个 
方程 将 广义 动量 如， …， 太 用 282+1 个 量 所 4，GCs 一 1， 
… ,32) 来 表示 。 因 此 ， 依 下 于 变量 所 8， 加 的 任何 函数 都 可 以 
写成 变量 1:，g:，0Q; 的 隧 数 形式 。 

将 式 (5.3.16) 代 人 式 (5,3.114)。 得 到 


{me 0} 
+[ He-(H+ |=0 


考虑 到 dq.，dQ;，t 的 独立 性 ， 我 们 有 


尖 0 (5.3.16) 


因此 ， 由 式 (5.3,17》 第 一 式 可 以 求 得 
pr=prlgrsQert)s (sk—lsm,m) (5.3.18) 
由 式 〈5.3.17) 第 二 式 可 求 得 
P.=P,(qrs Ox, 


因此 g:=q.(O4, Pr,t) (5,.3.19) 
将 式 《5.3.19) 代入 式 (5.3.18) 中 ， 得 到 
p= p04 Pr,D) (5.3.20) 
再 由 式 〈5.3.19) 和 (5.3.20) 解 得 
QO,=0.(09 prot}, P=PD, (ges prst) 《5.3.217? 


了 于是， 已 知 母 图 数 〈5.3.15)， 可 以 求 得 正则 变换 (5.3.21) 以 
及 由 式 〈5.3.17》 最 后 一 起 求 出 新 的 Hamilton 函数 。 
为 了 保证 母 销 数 生成 的 变换 的 可 逆 性 ， 还 应 该 要 求 U 满足 
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如 于 条 和 件 


82t 
i pro za (5.3.22) 
2. 第 二 类 母 函 数 
记 作 五 :， 有 形式 
Le 
=F(g;,P,,t) — 0.P. 《5.3.23) 
了 了 =】 
于 是 
Do OU0, -0 SC EE 2: OF2 
Bg: Og’ 6 加 ， 600 7/ BP op, 
(5.3.24) 


将 式 (5.3.24) 代入 式 (5,3,14》 中， 得 


3 oF 
-各 ) 和 w+- 和) 
aF, 
+( HH )at)=0 
因此 有 
人 
站 Og » OQ; aPp EE a 十 6t (3.3.25) 
其 中 前 两 式 给 出 
p= pil(qrs Pit) (5.3.26) 
对 一 人 (oa 下) (5.3.27) 
由 式 (5.3,27》 解 得 
gr= 4 (Qi Pe,t) (5.3.28) 
将 上 式 代 人 式 (5.3.26)， 得 
B,= pOr, Presi) (5.3.29) 


因此 存在 变换 (5,3.28),(5.3.29)。 而 式 (5.3.25) 中 第 三 式 给 
出 新 的 Hamilton 畏 数 。 
为 了 保证 变换 的 可 逆 性 ， 要 求 注 足 条 件 
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3 . 
aet[ 5 天 0 (5.3.30) 


3。 第 三 类 母 函 数 
记 作 互 ,， 形式 如 下 : 
Us= Fa( pr, OE)+ Sg (5.3.31) 
s=1 
用 类 位 方 法 ， 得 到 
| OF OF: GF 
f ee 50.° Gr: 王 一 Dp.’ H*=H+-3 (5.3.32) 
此 外 ， 为 保证 变换 的 可 闭 性 ， 要 求 下 式 成 立 
f PF, 
det 5869. :天 0 (5.3.33) 


4. 第 四 类 母 函 数 
记 作 五 .， 有 形式 


UFAp PD LY, pg DPO, (5.3.34) 


了 二 


用 类 似 方法 ， 得 到 


A OF OF ,. 宫 
7 pe,? 0; “gp? H*= 玉 + py (5.3.35) 
此 外 ， 为 了 保证 变换 的 可 逆 人 性 ， 要 求 成 立 
rT 8 有 、 
qeti 5 a2. J]*? (5,.3.36) 


以 上 我 们 得 到了 期 四 类 母 函数 表达 的 四 类 正则 变换 公式 。 必 
须 说 明 ， 这 中 类 正则 变换 显然 不 是 正则 变换 的 爹 部 ,但 是 ， 这 四 
类 正则 变换 思 是 足够 广泛 的 了 。 和 前 面 这 四 类 正则 变换 的 显 式 一 
样 ， 我 们 事实 ， 上 可 以 建立 起 一 个 借 母 函数 和 价 坟 来 决定 目 则 变换 
的 一 般 公 式 ， 这 可 以 参看 文献 [9 ]。 

我 们 注意 到 ， 如 在 上 述 母 函数 Di, PP;, PF:, Fa 中 不 显 含 时 
癌 皇 ， 那 么 多 然 有 豆 * 一 爱 ， 这 时 条 件 〈5.3.13) 可 以 写成 
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> 5dd. 一 > Pdo.=dU 《5.3.37) 


=1 s=1 
这 种 变换 被 数学 家 S Lie 称 作为 接触 变换 。 
例 1 证 明朗 换 
0Q=In(sinp), P=gctep (a) 


是 正则 的 ， 并 求 出 与 该 变换 柱 关 的 四 种 类 焉 的 尽 的 数 。 
由 式 〈2 ) 知 
pdg~ PIO:={p+cectgp)dg —qcte: pdp=d(gp + qctep) 
因此 ， 该 变换 是 正则 的 ， 尽 函数 为 
Uyp+actgp (5b) 
在 第 -类 变换 下 ， 垦 函数 应 选 为 9，0 的 函数 。 
由 式 (4&4) 得 


人 
p=arccosy 工 一 人 ee 


于 是 式 (5B) 可 以 写成 


六 二 Garccos 全 1 一 gae -VYe —g: (ec 
作为 验证 ， 虹 式 “5.3.17) 得 
0 /20 BU ap 
PGg =arccos Vy 1—ge ,， Pe e yg 


对 第 二 类 变换 ， 有 母 图 数 应 选 4 ， 了 的 贸 数 ， 由 式 (4 ) 得 
p=arctg$, 0= 一 Iaw gt+P’ 
汾 虐 到 式 《8B.) 和 式 《5.3,23)， 得 
Fi=U, + QP=gp+gctgp + QP 
一 93TC tg + Pl1—inv yg: +P’) (2) 
作为 验证 ， 由 式 (5.3.25》 知 
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p= = = arctg$， 0 = 9 InV TE 
对 十 第 三 类 变换 ， 母 函数 应 移 为 攻 ，Q 的 函数 ， 由 式 《4) 得 


= 
g=e sinp 
由 成 (3.3.31》 知 . 
Ta= U3—ygp=yp+actgp—ap=e 8 cosp (6) 
用 式 (5.3.32) 来 验证 
p=- $0 图 —e ?cosp, 1 sinp 
对 于 第 四 类 变换 ， 和 母 流 数 取 为 ， 忆 的 函数 ， 由 式 《4&) 得 
g= Ptgp, Q=ln-2e 


由 式 《5.3.34) 得 
Fi=U p+ PO=P+ pin Se CF 


用 式 《5.3.35) 检验 ， 央 明 


Pi _ _ HF, osp 
Se i A 人 


在 所 有 情况 下 ， 母 函数 都 不 显 含 1 ， 因 此 
H*=H 上 

例 2 ”用 正则 变换 求解 一 平面 谐振 子 的 运动 。 

所 谓 平面 谐振 子 是 指 一 质 最 为 必 的 质点 在 势能 函数 六 一 王 凡 
:1o332+o32) 的 影响 下 在 平面 COxy 上 的 运动 。 上 叱 时 Hamilton 
图 数 为 

下 三 世 十 天 = pi p23) + ty) 
如 规定 坪 消 数 为 
| UL = mn wx ctgQ! 小 wy CtgO:) 
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它 属 十 第 一 类 母 函 数 ， 由 式 〈5.3.17) 得 


GU OU 
pr 2 一 zol3CtSD， p= gy =moyctgQ: 
re HU _ 1 2 三 _6U2 工 2 2 
LP!= 60 = pH CSC2O， 30 2 2 csc QO: 


将 所 得 p:，py 代入 式 (5.3.17) 最 后 -- 式 可 求 得 


H* = Bm WIXICSCIN + WE YCSC*O) 


=— WP + oP2 
i 
oH* ， aH* 
Pl 601 一 0， P2~= - 00: 一 0 


积分 得 

P=C., P=C;, OQ = ot tte, Qs = t+ E2 
黄 中 Ci，Cs，61，52 为 积分 常数 ， 由 初始 条 件 确 定 。 而 谐振 子 
在 0Oxy 平面 上 的 运动 方程 ， 问 到 原来 坐标 ， 是 


如 -VC -SI 下 十 El) 


yy sin(wut + 6) 


此 例 表 表 ， 在 正则 变换 下 ， 新 方程 较 原 方程 要 简单 得 多 ， 册 
原 无 循环 积分 的 系统 变 成 了 有 循环 积分 的 系统 。 


5.3.3 Mathieu 变换 和 点 变换 
1，Nathieu 变换 
对 于 正则 变换 


> prdgs — 三 Pao +(H*—H)di=dU 


f=} r=1 
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HH*=H, U=0, 则 成 为 一 特殊 的 正则 变换 ， 此 时 
i (5.3.38) 
s=1 s=1 


这 种 变换 首先 由 Mathieu 于 1874 年 所 研究 。 容 易 证 明 ， 这 种 正 
则 变换 也 构成 一 个 群 ， 并 二 显然 是 一 般 正 则 变换 群 的 子 群 7 。 
2. 点 变换 
车 单独 由 4 决定 ， 卫 由 乡 决 定 ， 那 么 这 种 变换 称 为 增 广 点 
蛮 换 ， 其 变 杨 式 为 
Oa), P=P( pre), 《3S 左 一 1 到) (5.3.39) 
如 果 0.(9) 和 已 (为 ) 是 线性 函数 ， 那 么 这 种 变换 称 为 增 广 线性 点 
变换 ， 它 的 表达 式 为 


nn 3 
ed >， 人 卫 . 一 3 Bx pr {SsS=],*"*, 1) (53.3.40) 
4 上 二 =1 


其 中 ax， Box 部 是 常数 。 
命题 3 增 广 线性 点 变换 (5.3.40》 的 系数 只 要 满足 


>》 ai (Fy 二 1 "0) ‘5.3.41) 


*=1 
则 其 必 为 正则 变换 。 
[还 明 ] 利用 式 《53.3.40)， 我 们 有 
DP,d0, — 5 pu 
f=1 +=1 
= 2 二 的 wg py, 
s=] 太 =1 7 = 上 = 
-> pedgr > Botsrt 5 prdae > Bravr 
和 7 

-2 pdg: 
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显然 ， 员 蛮 式 《5.3.41) 满足 ， 则 


》， PdQ, 有 几 d9, 一 >， prdgx RY > Pdg;= 0 
R=1 


‘=1 #=] s=1 

因 响 ， 这 时 变换 《5.3.40》 是 Mathien 变换 ， 当 然 更 是 正则 变 

换 。 上 
将 系数 Bis 排 成 行列 式 

Bt Bila Bi 

B21 Bz2ree Hug 


Bul EE 应 om 


字 


1 
gis dr? (RS= 1,* ,12) (5.3.42}) 


显然 ， 由 此 规定 的 cir，Bry 满足 式 (5.3.41)。 
车 dts = Brers 那么 条 件 (5.3.41) 成 为 


Doren (5.3.43) 
s=1 


《5.3.13) 可 视 为 及 维 空间 的 坐标 轴 方 向 的 正 交 条 件 ， 因 此 这 时 
的 变换 式 (5.3.40》 被 称 为 正 交 变换 。 
研究 一 理想 ， 完 束 ， 有 劳 的 力学 系统 ， 它 的 广义 坐标 为 9， 
…，gdu。 现 在 假定 再 另外 引信 一 组 广 交 坐 标 @ …，@， 它 和 
原 广 义 坐 标 由 可 逆 的 位 形变 换 关 系 来 联系 
人 :一 了 (gt 《S 一 1 ,HH)} (5.3.14) 


满足 条 件 


BC(f 1 nn, fs) 
O{q1s "+ ,7n) 7 


这 种 变换 称 为 点 变换 。 显 然 这 种 变换 也 构成 变换 群 ， 并 且 也 是 正 
则 变换 的 子 娠 。 它 的 母 函 数 是 
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Fi= 3 f(g ,Gat)P, {5.3.45) 
s=1 


对 BF 
pe ph 
R=1 和 (5.3.46} 
H*= 矿 一 Dfs 上 
of 
s=1 


这 种 变换 反 瞻 了 同一 系统 的 两 种 不 同 自然 正则 描述 之 间 的 变换 。 
5.3.4 无 陋 小 正则 变换 


考虑 第 二 类 母 图 数 
F,= 》 qiP， (5.3.47) 
4=1 
利用 式 〈5.3.25)， 得 到 正则 变换 的 显 式 为 
OF, oF2 _ 3 Es 
p= G0, Pr 0 6p,™9 H*= H+ =H (5.3.48) 


显然 ， 这 就 是 相 空间 的 柱 等 变换 。 
现 假 设 新 相 伦 标 《Q;,P,〉 与 旧 相 坐标 (9;;p1) 之 差 为 无 限 
小 的 正则 变换 ， 可 写 为 
Q:=49.+89, Pr=pr+ops, (3 一 1 (5.3.49) 
显然 ， 无 限 小 正则 变换 与 犀 等 变换 之 差 为 无 限 小 。 考 虚 到 式 
《5.3.47)， 则 无 张 小 正则 变换 的 母 困 数 可 写 为 . 


多 


太一 > 0P+reC(9 PP， 及 (5.3,50) 


s=1 
式 中 。 是 无 限 小 参数 。 于 是 ， 我 们 有 
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HF _ 0 nm_ 氏 : 0O0 
加 Du， Ret Da "0pP, qt ap, 
或 
有 人 人 
Bp. Pb: eg, 4 = Qap (5.3,51) 


漂 为 到 . 与 pi 之 汰 是 泡 限 小 ，Gtq,P,f) 中 的 忆 可 以 近 拟 地 以 8 
代 赫 ， 而 将 G 看 成 是 《9.8s) 的 图 数 ， 这 样 ， 式 (5.3.51》 可 
以 改写 成 
bj 一， 0 =e (5,3.52) 
由 于 上 上 式 成 立 ， 我 们 将 用 和 代替 五 :， 称 之 为 无 限 小 正 由 变换 揭 
在 特殊 情 损 下， 我 们 可 选用 二 amilton 了 畏 数 五 (g,p,£》 作为 
峡 明 数 G(g,p,，df 作为 <。 于 是 ， 由 式 〈5.3.527》， 得 
dp di bt-dp,, 6g. 一 pg- 一 入 一 怕 ， 
(5.3.53) 
王 式 表明 : 力学 系统 由 了 时刻 二 的 相 点 〈d ,下 )， 到 时 间 # 和 二 的 
相 点 〈G@P) 之 问 的 状态 变换 ， 就 是 用 互 amilton 国 数 姜 (9， 
多 1) 作为 母国 数 ， 无 限 小 时 间 虹 作为 无 限 小 参数 的 无 限 小 正则 
变换 。 我 们 把 由 五 amilton 正则 方程 决定 的 这 种 四 空间 的 相 流 称 
作 无 限 小 动力 学 变换 。 显 然 ， 我 们 有 下 述 结论 
命题 4 由 开 amilton 正则 方程 决定 的 无 限 小 动力 掌 变换 是 
无 限 小 正则 变换 。 
动力 学 系统 从 和 至 上 二 有 限时 间 内 的 运动 ， 可 以 看 成 是 几许 
多 相继 的 无 限 小 时 刻 生 的 正则 变换 表达 出 来 的 。 这 许多 持 续 的 
无 限 小 正则 变换 ， 合 成 一 个 单独 的 有 限时 间 让 一 如 的 正则 变换 。 
所 以 ， 动 力 党 系统 自 二 时 的 相 点 《gir， 办 )， 经 运动 变化 到 t+ 向 
的 相 点 《9，p)， 可 册 时 间 的 连续 阴 数 的 正则 变换 表 示 测 来 。 
肌 amilton 函数 吾 (d ,人 了) 就 是 变换 的 丰 国 数 。 
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SA5.4 开 amiiton-]Jacobi 方法 


将 于 amilton 正则 方程 的 积分 问题 归结 为 求 某 个 一 阶 偏 微 分 
方程 的 完全 积分 问题 ,这 就 是 积分 amiiton 起 则 方程 的 天 amil- 
ton--Jacobi 方法 。 它 是 分 析 动 力学 研究 最 有 意义 的 成 果 之 一 ， 
是 积分 完整 系统 运动 微分 方程 的 重要 工具 。 


5.4.1 化 零 正 则 变换 
1. 化 零 正 则 变换 
考虑 ~- 个 Hamilton 正则 系统 
: ed ; 全 五 
= gp Po jg" 
其 中 的 天 amilton 哨 数 H== Hg ns Piss past)o 
现在 求 研究 … 个 自 第 一 类 母 国 数 Sg ,a1 oo 
产生 的 正则 变换 
Cg Gr Pi pa) <—> (Oi, Ors Pi , P,) 
根据 式 〈5.3.17)， 这 个 正则 变换 的 变换 关系 式 为 


(S 一 1 《5.4.1) 


AS 


Ss . 
0 p= 0 R*= H+i py 了 【SS 一 1 ,hh) 


Pp: = Gg 3 BS 60%, » 
(5.4.2> 
显然 ,经 过 式 (5.4,2》 这 样 的 正则 变 换 ，Hamilton 正则 系统 


(5.j.1) 在 新 的 相 空 间 《GO Or, Pi, “es Pa) 内 仍然 是 正则 
系统 。 因 此 ， 如 果 能 选择 这 样 的 县 范 数 S$ ， 使 得 成 立 


H*== (5.4.3) 
那么 ， 我 们 称 由 这 种 世 函 数 生成 的 正 则 变换 5.4,2) 是 化 零 正 


则 变换 。 
如 果 我 们 找到 了 化 零 正 则 变换 ， 而 由 于 及 * 二 9， 所 以 系统 的 
动力 学 方程 在 相 空 间 (Qi On, Pi ,Ps) 里 变 得 极为 简单 。 
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此 时 ， 所 有 的 广义 坐标 @…O. 都 是 循环 坐标 ， 因 而 有 % 个 特 
环 积分 
P;= f;= const., [EE (5,.4.4) 
此 外 ， 因 为 
0O;= 2 一 0， (i=1,"" ,7) 
所 以 有 
GO 一 ci 一 Gonst.， ($=1,*,n) (5.4.5) 
妈 系 统 的 所 有 新 的 广义 坐标 QQ, ,0s 本 身 也 都 是 常数 。 因 此 ， 
系统 (5.4.1) 经 过 化 零 正 则 变换 之 后 ， 新 的 正则 变量 都 是 积分 
常数 。 
将 式 (5.4.4) 和 (5.4.5) 这 22 个 积分 代入 变换 公式 〈5. 
4.2) 后 ， 得 


6 一 03 | OS lor 
ac QO/= 1 人 
BS(gr gr bt) 
E Bay 
(一 1 到) (3.4.6} 
aS A ET ee yc 
~£; a Bo 一 本 = 
OQ:= a 
{t= ln) 《5.4.7) 


如 果 有 了 化 震 下 则 变换 的 母 画 数 s$ ， 我 们 就 可 以 建立 《5.4.6)， 
(5.4.7) 这 些 方程 。 从 (5.4.6) 这 郑 个 方程 可 以 解 出 

gi= did ya (2= 1 《5 8)》 
其 中 i，"…，0r，B1，……，B 都 是 积分 常数 。 显 然 式 (5.4.8) 
就 是 系统 Lagrange 方程 的 通 解 。 责 由 (5.4.7) 这 % 个 方程 ， 
可 以 进 … 步 决定 出 

p: = aan) 
qi1= 9 tn Brrr Bart) 

pias, ns Bi Past), (一 11) (5.4.9) 
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式 〈5.4.8) 和 《5.4.9》 结合 在 一 起 ， 构 成 了 系统 Hamilton 下 
则 方程 (5.14.1) 的 通 解 。 

由 此 可 见 ， 找 到 化 零 正 则 变换 的 母 图 数 S 是 全 部 问题 的 区 
键 。 

2 化 零 正则 变换 与 Hamilton-Jjacobi 方程 

化 零 正 则 变换 母 函数 S 需 满 足 的 条 件 是 式 《5.1,3)， 即 


m= [Hi Hg po pd) td | = 0 
ey 
注意 到 式 (5.4.2)， 则 式 (5.4.10) 
Cl O05. » DD NL 
i ot + Hlg0™ "Totus A Og? se) = {5.4,.11) 


既然 式 (5.4.11) ee ate 那么 
在 术 变 之 前 也 应 恒 等 于 零 。 所 以 ， 母 函数 应 满足 的 条 件 就 是 如 下 
的 再 amilton-Jucobi 搞 徽 分 方程 


OS OS 0S 二 
oe nH( Gi sn dg ， *, Og j= 0 (5.4.12) 


如果 我 们 能 够 找到 五 amiiton-Jacohbi 偏 微分 方程 的 某 个 全 积 
分 ， 就 能 够 得 到 化 零 正 则 变换 的 好 阴 数 ， 从 而 完全 解决 了 系统 的 
动力 学 问题 。 当 然 ， 寻 找 五 amilton-Jacopi 候 微分 方程 的 全 积 
分 并 不 是 寻 我 化 零下 则 变换 的 唯一 途径 。Whittaker 很 早 就 提出 
过 另外 一 种 设想 ?2。 根 据 这 种 设想 和 Darboux 定 理 也 可 以 给 出 
一 种 直接 构造 化 零 正 则 变换 的 方 闪 5。 但 是 不 可 否认 ， 寻 找 
Hamilton-Jacobi 方程 的 金 积分 却 是 积分 了 amiiton 正则 方程 的 
最 重要 的 方法 。 这 实际 就 是 车 名 的 了 amiltcn-Jacobi 方法。 下 
一 小 节 ， 我 们 换 一 个 角度 来 重新 证 明 ， 玉 amilton-Jacobi 方 程 的 
全 积分 可 以 给 出 Hamiiton 正则 方程 的 完全 解 。 


5.4.2 Hamilton-Jacobi 定理 
1，Hamilton-Jacobi 定理 
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Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 是 一 个 一 阶 非 线性 偏 微 分 方 


程 
Le 


OS 
"a + H (gg Og sy Bgn 


这 个 方程 的 未 知 国 数 是 S， 所 变量 是 8，…，9q，z#， 总 共 
2z+1 个 独立 变量 。 因 此 ， 这 个 偏 微分 方程 的 爹 积分 应 该 包含 
# 二 1 个 独立 的 待定 常数 ， 广 意 到 ， 在 Hamilton-Jacobi 方程 
中 ， 未 知 国 数 $ 只 是 以 各 个 仿 导 数 项 出 现 ， 因 此 若 .3 是 一 个 解 ， 
则 S++eatt 也 必然 是 解 ， 这 里 as, 是 一 个 任意 常数 。 由 此 可 抑 ， 
Hamilton-Jacobi 偏 微 分 方程 的 全 积分 -- 定 含有 一 个 相 加 常数 。 
今后 我 们 在 积分 常数 中 略 去 这 个 相 加 常数 。 所 以 ， 我 们 只 要 找到 
一 个 不 包括 相 加 常数 在 内 ， 而 另 有 郊 个 独立 积分 常数 的 积分 ， 就 
算 找 到 了 Hamilton-Jacobi 方程 的 一 个 全 积分 。 

Hamilton-Jacobi 定理 ” 设 孙 数 豆 (9 ev ,go 办 » Pn,i) 
为 力学 系统 的 Hamilton 函数 ,如 果 S=S(gis* ,gs Cs", 0n,) 
是 Hamiljton~Jacobi 方 程 的 一 个 金 积分 ， 亦 妈 : SEC2，wi， 
…，Qs 是 独立 的 积分 常数 ， 即 


多 一 和 一 《5.4.13) 
的 全 部 2 % 个 第 一 积分 有 下 列 形 式 


85 

Ba = Bs 《3 一 1 到) 《5.4.14) 
S i 

Bg. =p,, Cs=1,"",%) (5.4,15) 


其 中 8,(s 二 1,w,%) 为 新 的 任意 常数 。 
证明] 首先 ， 我 们 延明 关 系 《5.4.14) 是 系统 的 第 一 积 
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分 ， 即 证 明 它 对 时 间 # 的 会 导数 由 于 式 (5.4.13) 而 伍 等 于 零 。 
现在 ,将 式 (5.4,14) 对 时 间 求 全 导数 ,注意 到 4 依赖 于 并 ， 
得 

O25 8S ， 
"BaF + 2 di8 dx=0 


其 中 用 式 (5.4.13) 替代 而 px 要 用 式 〈5.4.15》 替代 ， 因 此 
有 


和 
Hb25 至 6? oH(, d+ : jm 
2: < 
po + , Berd me i5 ) =0 (5.4.465》 
Og 
必须 证 明 式 〈5.4.16) 是 恒等式 。 根 据 爹 积分 的 意 义 知 ， 当 将 
Stg,g,2) 代入 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 时 ， 有 


DS OS 二 | 
-+H(t,g, 9 0 (5.4.17) 
将 上 式 对 x, 求 导数 ， 有 
as 
02 忆 on(i,g,- -3 85 ee 
DiBw， (05 Bqrda, =0 (5.4.18) 
i (gz) 


考虑 到 SEC?、 可 见 式 《5.4.16》 和 (5.4.18) 重合 。 即 证 明了 
式 《5.4.16》 为 信 等 式 。 其 次 ， 我 们 可 以 类 侯 地 证 明 式 (5.4.15) 
也 是 第 一 积分 ， 为 此 ， 将 式 (5.4,15) 对 二 求全 导数 ， 得 

:0S CC BS ¢ 

Pr + 这 ga 公 


其 中 
5 
H(ig, -可 ) 


Be i 
lig 


D.9 
站 aHli,g, -A 
—p:+ + 让 5 anh, -og) BS 路 | (5. 和 .19) 
到 RL Og o( 


Ogx 
将 恒等式 (5.1.17) 两 端 对 gq, 求 导数 ， 得 到 
Qs 
2 ER 60) SS ta Cy 
Di69， k=1 a( 85 ) Ogqrdgr dgs [a 
Gqx ， 


考虑 到 SEC2， 人 =p 因此 式 (5.1.19) 与 (5.4.20) 重 


合 ， 即 式 (5.4.19) 亦 是 恒等式 。 命 题 得 证 。 | 

2. Hamilton-Jacobi 定理 的 应 用 

利用 再 amilton-Jacobi 定 理 求解 力学 系统 问题 时 ， 解 同步 
叔 如下: 根 据 开 amilton 国 数 写 出 Hamilton-Jacobi 方 入 (3. 
4.12)， 求 此 偏 微分 方程 的 全 积分 。 作 出 式 〈5.4.14)，《5.4.15)。 
这 是 22 个 和 代数 方 称 ， 解 此 方程 组 得 

gi= gfe ns 1 By), 

p= pts nr Bs Br) (Sl sn) 
这 种 积分 正则 方程 的 方法 就 叫 作 卫 amilton- 了 acobi 方法 。 


对 于 -4 = 0 的 稳定 的 Hamilton 系统 ， 即 存在 广义 能 量 积 
分 吾 二 二 const。 的 系统 ， 令 
S=—M+tW (5.4.22) 
其 中 印 不 含 时 间 1 ， 则 五 amilton-Jacopi 方程 可 以 简化 为 


(5.4.21) 


om ew 
H(ge, fn Ggi 9 cs )= nh (5.1.23) 


5.4.3 Liouville 和 Stackel 情形 


分 离 变量 方 鱼 是 积分 Hamilton-Jacobi 偏 微分 方程 的 最 常 
用 的 研究 方法 。 对 此 最 时 做 出 贡献 的 是 Liouvyille， 其 后 Stackel 
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将 Liouville 的 结论 推广 到 更 一 般 的 系统 。 
1。Sta&ckel 定理 
我 们 来 研究 % 个 自由 度 的 正 交 系统 


1 TI7 2 ~ 
Hs 8 pi—U (3.4.24) 


其 中 a''， BE ee 也 均 是 广 叉 坐标 9i， ds 的 铺 数 ， 
并 且 g* 尘 0。 此 时 ， 相 应 的 Hamilton-Jacobi 方程 取 形 


2 No) —U=h= (5.4.25) 
我 们 假设 ， 方程 a 中 的 变量 可 分 离 ， 
亦 艺 瑟 一 >， Wl ass On) 


=1 
这 时 ， p= gn) fi=Fi(gis 0) 
这 里 ， 为 简单 起 见 ， 引 人 了 清 数 广 和 瑟 ;。 于 是 ， 式 (5.4.25) 可 
以 表示 成 
5 erFi=2(U+ oi) (5.4.26) 
t=1 
很 显然 ， 将 爹 积分 代入 式 (5.4.25) 时 ， 式 《5.4.26) 应 变 
为 得 等 式 。 此 恒等式 在 任意 值 a 下 成 立 。 将 此 恒等式 对 cx( 有 一 
1 ,mn》 求 偏 导 数 ， 我 们 得 到 相对 %* 个 图 数 g(t=1,*…,%) 的 
2 个 线性 方程 


DeiFi=200, (R=1,*,%) (3.4.27) 
i=l1 


其 中 
BF 


Daux 
式 《5.4.27)〉 这 个 线性 非 齐 次 方程 组 的 行列 式 异 于 零 。 实 际 上 
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Ris = 


A= ‘det Fsrl = det 27; 3 12ny, fa fa ‘det| 92 


: CL i 
PTY 1 
=2"f fuer far det Fe 
因为 仇 是 全 积分 ， 故 知 
| 人 和 
det sydail 
因此 pall 
将 式 《5.4.27) 相对 g” 解 出 ， 我 们 得 到 
有 = 六 ;下 《5.4.28》 
此 时， 如 果 考 虑 到 式 《5.4.28》 以 及 基 系 
计 DE Tou (5.4.29) 
力 菇 数 U 取 形式 
2 > 1 6A 
这 = 一 >， (fi RR) ya (3.4.30) 
i*=1 ” 
设 i，c3,.…，as 是 某 个 任意 营 数 组 ， 在 此 组 十 
A| 关 0 


对 这 些 值 <， 函数 Fu 及 /一 ciT4t) 过 渡 到 变量 q; 的 确定 函 
数 ， 亦 即 
站 人 aa 一 pigi) Cf eT) a sa = bil gi) 

oe g"= 完 U0= 并 % 坟 A- (5.4.31) 
其 中 A= detllyakli。 

上 反 过 来 、 现 在 设 存在 %* 个 任意 函数 9:1gi) 及 绊 个 国 数 ia， 
在 选取 它们 时 ， 仅 规 一 个 限制 

A=detlr;xl| 关 0 

并 设 Hamilton-Jacobi 方 程 (5.4.25) 中 的 g” 和 如 可 用 关系 
〈5.4,31》 表 示 。 我 们 来 证 明 ， 在 这 种 情形 中 了 再 amilton-Jacobi 
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方程 中 的 变量 可 以 分 离 。 实 际 上 ， 据 关系 (5.4.29) 
i (Tn ) i (Don)-e a 


F111 
{5.4.32) 
考 虚 到 式 (5.4.31》 和 “(5.4.32)， 则 式 (5.4.25》 可 以 表示 为 


人 oe —gi— 2 evi |==0 (5.4.33) 
f= 下 1 Ea 
式 〈5.4,33》 恒 满足 ， 如 果 取 


BI \: , 
一 步 ; 一 XiPit 二 们 ($= 1,*,%) 
( Og; ) 之 人 人 
这 时 


和 | 
总 一 pit 》 rpin 《一 1 和 
『 上 | 


于 是 ， 豆 ammilton-Jacobi 方程 的 全 积分 取 如 下 形 式 


Wi a 十 > Cpr dg (5.4.34) 
i=1 i=1 


由 上 面 的 证 明 ， i 
Stackel 定理 ”个 自由 度 的 正 交 系统 (5.4.24) 为 可 分 离 
变量 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 n(n+1) 个 峭 数 
Pani) Fi(gi), C1, R= 1 ,1) 
它们 中 的 每 一 个 函数 仅 依赖 于 一 个 变量 ， 并 具有 性 质 
A=detll?:x(g:)|A0 
二 人 je U= vA 1 


2. Liouville 情形 
现在 我 们 研究 Stackel 定理 的 特殊 情形 。 设 函数 vi* 是 这 样 
的 ， 即 
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多头 二 0， 《3 下 让 一 2 (5.4.35) 
划 Pa a RIE Bis Pritl Pl 
P22 0 0 0 Q 0 … 0 
人 0 2953 DD" 0 0 0 0 


TE LDETLE LIE DEL Eh dd 


0 0 0 oom pel i 0 [0 so 0 
0 0 0 … 1 0 Yirtirl 0 


COT ELLE ELL Lb 


lo 0 0 .0 0 0 … ear 
?2 0 0… 0 0 0 
0 Ys 0 0 0 0 
愉 0 人 0 [0 "es 


一 ( —1 Yi+1+ (fl)+lg 上 | rome rate ent dn or oss emer 


0 0 DO。egi_ ii 从 TT 
0 0 0 0 Birt ir1*"* 0 


DL LEED DL EL 日 过 且 训 志 必用 和 由 办 是 本 各自 本 雪 下 惠 四 起 四 


| 0 0 0% 0 0 opp 
现在 ， 我 们 选 非 零 蚂 数 9;; 如 下 
pii=—A(g), Fii=A:(9;), (2—=2 ,rN) (5.4,.36) 


Pi 20P,di, 'B;= 中 ; (gy;), (2=1, ,A) (5.4.37) 
这 时 


OA 


B92 一 tig saa Pa PE PLE 
Ls 


了 Li- 1A;, 1 


A, _ ee 
A= Oa 9il 一 24ida。 A 
如 果 冰 数 % 也 选取 如 下 
;i= 20d;, 6 二 Di(di)， 《一 1 nH) (5.4.38) 
那么 ， 关 系 起 《5.4.31》 可 以 表示 为 


2 
8 一 ，U=4> (5.4.39) 
二 


4 > 中 
Rel 
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异 有 这 些 值 竺 及 已 的 也 armilton-Jacopbi 方程 芝 


到 3a (5.4.40) 
4 > > gx 
A=] 不 = 1 


其 会 积分 可 由 式 “5.4.34) 得 到 ， 只 要 我 们 将 式 (5.4.35) 一 (5. 
41.38) 代 人 式 〈5.4.34) 中 。 

现在 ， 我 们 直接 由 式 (5.4,.40) 求 其 全 积分 。 让 式 (5.4.40) 
可 得 3 

i 2 
5 (F461 20:—209;)= 0 (5.4,.41) 


i=1 4 


这 里 括号 中 的 每 个 表达 式 仅 依赖 于 ~- 个 变量 。 式 〈5.4.41) 可 满 
足 ， 如 果 令 


1 
可 加; -2 2 Dio 20;, ($= 1 ,NH) 
并 且 3 个 常量 fyi ?En 满足 
Rit+Asie + d=0 (5.4.42) 


这 时 
pr oAi(0 + a ra) 
四 此， 式 “〈5.4.40) 的 全 积分 为 


W= DV aB (5.4.43) 
i=1 
其 中 az( 一 1 9)》 必须 满足 式 《5.4.12)。 
这 个 带 半 个 自由 诬 系 统 的 运动 方程 的 可 积 情 形 出 Lipaviile 
求 得 ， 因 此 在 文献 中 被 称 为 .Liouville 情形 。 
例 1 求 质点 在 均 句 重力 场 中 沿 双 曲 抛物 而 运动 问题 的 金 
积分 。 
双 典 搬 物 面 在 直角 坐标 中 的 方程 为 
XY) =2pz, (p=const.) (Ca) 
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取 %,， 少 作为 广义 坐标 ， 则 质点 的 动能 为 
区 一 可 志 人 庆 十 区 2 二 让) 


其 中 作为 质点 的 质量 。 4 ) 知 
二 


扫 一 世 -一 Zz 二 一 一 x 


因此 


= (+ + 入 )2 +( 1 + 不 二 )2] 


ME (so 
2p 和) 


在 广 浆 坐 标 x,y 下， 变量 不 可 分 离 。 我 们 转向 另 一 些 变量 41 和 
gi， 令 


st Bg, y+/ tp ge p) 
一 2 | ea D 


U= maz= —- 


(b) 
则 z= 于 
Pm ( 二 d+ 5 
ee 
歼 广 义 动 量 
人 a -2 二 2 人 -各 抱 : CC 


由 式 (Cc ) 可 将 #1 和 解 为 pis pz, 91,92 的 函数 ， 于 是 我 们 可 以 
求 出 Hamiiton 了 消 数 为 


ps, gp ), mel(qg—q) 
(a pi+ gz 2 2 


Pt gr tT 2) 


如 果 取 
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megqgi 
B= A:= = gy 人 :一 2 


Bg 3 


2 二 qz; 二 二 po $s 02= 
则 此 问题 的 王 amiiton-Jacobi 方程 右 形式 (5.4.40) 
1 1 ( oy E 1 1 ( oI \? 


2 MBP) Gg) 12 A top) NO | 
日 十 有 站。 
Biro i (a) 


方程 (4 ) pe St 《5.4.53) 为 


2 (—meq: + ge + a2 Jdgs (ey 
其 中 al+az 二 0， a 是 能 量 和 常数 。 | 


5.4.4 Hamilton-Jacobi 方法 对 特殊 非 完整 系统 的 应 用 


Hamilton-Jacobi 方法 是 解 分 析 力 学 问题 的 强 有 力 的 工具 。 
由 于 数学 家 和 力学 家 的 共同 努力 ， 应 用 了 amilton-Jacopbi 方法 
解决 完整 系统 力学 问题 取得 了 巨大 的 成 就 。 但 是 , 将 豆 amilton- 
Jacobi 方法 推广 到 非 完整 系统 的 工作 ， 却 遇 到 了 极 大 的 困难, 至 
今 仍 示 取得 一 般 性 的 结果 。 但 是 ， 在 非 势 广义 力 和 约束 肥力 有 广 
广 势 的 情形 ， 可 将 非 完 整 系统 的 运动 方程 的 积分 问题 归结 为 有 条 
件 的 完整 系统 运动 方程 的 积分 问题 。 

1、 带 配子 的 方程 的 Lagrange 化 

设 力 学 系统 的 位 形 由 % 个 广 妆 坐标 91,*… ,4 确定 ， 系统 受 有 
8# 个 一 阶 非 线 性 非 完整 约束 

f algqsstsst) =0, (B=1,*, gs S 一 1 9) (5.4,41) 
系统 的 运动 方程 为 
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dp 6 加 
dF Gg 一 G4 = + A,, (s=1,""*,%) (5.4.45》 
其 中 
A:= >) As 
Bi 2 


我 们 可 以 由 式 (5.4.44) 和 (5.1.45) 将 Jagrange 先 子 4s 解 为 
广义 坐标 ， 广 义 速 度 和 时 间 的 函数 ” 


| | hp=ia(q, Git) 
将 其 代入 式 (5.4.45) ,我 们 得 到 


区 -让 =Q:， (Ss=1,%,%)} {5.4.46) 
其 中 
OQ; 一 吃 , 十 4; 二 Qs (£,9,60) 
根据 非 完整 系统 工 agrange 力学 逆 问 题 的 理论 '"?， 我 们 有 如 下 
结论 。 
命题 I 若 0; 有 广义 势 ， 即 满足 自 伴 随 笨 件 
ao __ 0: G0; .00 qd 0604 
的 Be” pgx qr dt 丈 有 
(5.4.47) 
则 非 完整 系统 《5.4.46) 有 如 下 解析 表达 - 
d BF BL 
i 377 一 87 一 0， 《S 一 1 1%) (5.4.48) 
其 中 


L'=T+ nf Oi (ts7g, ro dr 
页 一 了 


(5.4.49) 
注意 ， 因 为 Lagrange 癌 二 水 二 天 网 因此 命题 1 给 出 的 
构造 Lagrange 国 数 的 方法 并 不 是 唯一 的 。 
引进 Hamilton 国 数 和 广 浆 动 量 
> .8d:—L', ps 全 ? 
s 三 1 


(S=1,**,7) 
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则 吾 amilton 正则 方程 为 
0. 将 8 
4 二 Dp’ Pp: a Bg 和 


(s=1, 1) (5.4.50) 


方程 组 (5.4.50) 有 完整 力学 系统 正则 方程 的 形式 ， 非 完整 系统 
是 可 以 作为 有 条 件 的 完整 力学 问题 来 研究 的 ， 凤 只 要 系统 广义 华 
标 和 广义 速度 的 初始 值 请 足 非 完整 约束 方程 
folqer picsto)= fa(qinrdrl gr prnsko) ,tn) =:0, 
(B=1,°, pg) (5.4.51) 
则 式 《5.4.50) 的 解 给 出 所 研究 的 非 完整 系统 运动 的 相应 解 5 
若非 完整 系统 的 方程 能 写成 式 (5.4.50) A 则 可 以 直接 应 用 
卫 amilton-Jacopbi 方法 来 积分 
命题 2 浴 找 到 Hamilton- -Jacobi 方程 


Op {3 上 
3+H (0 git )=0 (5.4.52) 
的 全 积分 Te ,go Cs" cr) 出 非 完 整 系统 有 如 下 形式 的 
22 个 第 一 积分 
OV BT” 
Ba = B,, -0057 一 乡 ， (S=1,",1) (5.4.53》 


其 中 常数 av, 8, 应 满足 约束 方程 
fal(garrBirsto), pr (ers Brsto) ,to)=0 
于 是 ， 我 们 有 2 nn 一 g 个 任意 常数 。 
例 2 设 力学 系统 的 位 置 用 两 个 广义 坐标 fivd: 来 确定 ,动能 
? 和 势能 玉 分 别 汶 


1 
T=3(91+), V= 


系统 所 受 的 非 完 整 约束 
f=0+atg—agt+ti=0 (a) 
其 中 人 为 常数 。 
条 统 的 Routh 方程 为 
gt=4, 92=Aaf 《五 ) 
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将 (2 ) 两 端 对 二 求 导 ， 得 

ditatdt+1=0 C0) 
将 式 (5 ) 代 入 式 (c )， 解 得 1 二 一 了 pi， 二 是 系统 的 送 动 方程 
可 表示 为 
1 at 


下 


Be 
| 


可 以 求 得 二 为 


凡 LE a Ey. LS ns 
了 一 py (Gg: +o2)+ rre tgat+t i join(1 + at*) 
于 是 有 


aL 1 
Pi Bg = + me teaf 
0 zj 
pi= Bd 一 吕 十 2 ln(1+ was:) 
2 1- ] 5 
HB’= 2 pd r= 四 :一 部 aIC tgat ] 
了 = 


| ps -ntar) | 
Hamilton~Jacobi 方程 (5.4.51) 在 此 情形 下 其 有 形式 


eV 1f 6V 1 3 
B+ 3 6g ~ ZAC tgat | 


Areov 1 22y 1 
tal 6 2a ll+et)) =0 (ta) 


方 积 《4 ) 的 全 积分 为 
V=Cg+ Dgt f0), 


| 1 or 1. -|? 
f= -2) {ca tgat | 
+[D a n+ ar) | dat 
1 ” 24 中 
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共 中 Cn， D, 为 常数 。 
进而 ， 我 们 得 到 


其 中 CC，，D; 为 新 的 常数 ， 即 


Gi 3 Tc- arc tgat |df = Ca 


< 


{1 
2 一 [到 翅 Bn(l+ 0) du=D， 


的 
亦 即 
qi — Sarctgatt » onl tae) 一 CE+C: 
Po 《2 》 
gC tgat— 3 In + at:) + Di+ D, 


其 中 任意 常数 必须 满足 式 〈5.4.53) ,由 式 ( 4 )，( 6 ) 可 得 
Ci—aD;=0 | 
2. danxbraa 系统 方程 的 Lagrange 化 
设 系统 受 有 一 阶 非 线性 非 完 整 约束 
Ge 一 oph(duycoct)， (og=1,,e; B=1,*,g; =—=N—g) 
(5.4.51) 
Uannmran 系统 的 运动 方程 为 
eT)=Bs, (els,e) (5.4.55) 


其 中 “一生 起 27 


Ly 三 
工 
WB 人 (8 = DA,,i, gd G+ B.(t,9,0) 
有 = 1 e+ 月 


v=1 
同样 ， 由 非 完整 Lagrange 力学 逆 问 题 理 论 知 ， 有 下 述 结论 。 
命题 3 只 要 ®, 有 广义 势 ， 即 满足 自 伴随 条 件 
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5。 _ 09, 
GG, 上。 


《5,4.56) 


29 608, 1 号 (号 | 
49, Bg 2 di\ 0d, 00,) 


则 Qanrzmran 系统 存在 解析 表达 


d 8 ” Or 
df dg Gg 0 (c=1,°,e) (5.4.57) 
其 中 
Pp 六 1 
元 一 了 > | Del rg TG TI dT 
R=1 0 
d 3 第 
| | > DrqvdArlt, rg rg Gdrdr’ 
0 0K=1r=1 


(5,4.58) 
提 伴 随 条 件 《5.1.56〉 也 被 称 作 Helmhboltz 条 件 。 
引进 HHamilton 图 数 和 广 交 动 昌 
£ 2 


妃 一 2 ,pd—L', pe='3 (og=1,*,£) 
v=1 
则 Hamiiton 正则 廊 程 为 
. _QOH:’ 0H’ 
和 一 5， b=— Bg’ (le) (5.4.39) 


命题 4 设 找到 Hamilton-Jacopi 方程 
+ (4g 部 wr j= 
的 全 积分 V(g。, 09。,2)}， 则 非 完 人 云 动 由 关系 
Bp ol 6.4.60) 
来 确定 。 
如 果 国 数 有 -不 满足 Helmholtz 条 件 ， 但 是 给 函 数 到 - 添加 
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-- 些 按 运 动 方程 〈5.4.55) 而 变 为 零 的 项 ， 则 可 以 得 到 满足 JIe- 
lmholtz 条 件 的 国 数 。 

添加 项 可 以 按 下 述 方法 得 到 。 方 程 〈5,4.55) 的 某 广 个 方程 
用 方程 

eTL)=B, toe TB), (eo=1,%,h) (5.4.61) 
来 代替 ， 共 中 9。 为 任意 图 数 ， 满 足 “2.0 一 0。 其 余 方 程 可 选 如 
下 形式 


下 
sara L)= Bst+ > Pfe, (LL)—D,) 


7=1 
(ax 一 1yoye 一 万 ) (5.4.62》 
其 中 《31° 为 任意 国 数 ， 且 9 好" (0) 一 0。 
例 3 福 质 辆 球 在 粗糙 水 平面 上 的 自由 送 动 。 
设 球 心 的 坐标 x,y， 三 个 Euler 角 ,09,Y。 约 东方 程 为 


名 一 一 4( 由 sjingcos 风 一 有 sinw) 


家 和 Cry 
y=—a(Psingsing + bcosy) 
T =m + 7) + 六 mar($?+ 多 十 由 ?十 2 久 芒 cosb ) 
势能 为 


系统 的 Lagrange 函数 为 
IL=T 二 序 坟 (各 十 光 ?) + 部 mar(P?+ G72+ P+2Ppcos0) 
6) 
显然 这 是 qaraplrag 系统 。 将 式 (4) 代 人 人 式 (5) 有 
守 尘 ma! 人 二 人 + psin’ + (D+ $++29Ycos9) 
于 是 
esL) =Eme (P+ 9cos0) 
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er(L)=ma’ P(e ) 一 ma (gssingcosb 一 了 ggsing) 
(Cc) 
es(L)= ma 是 (wsinze 十 于 十 后 #cosg ) 
中 ,一 
Do=— ma +Peoso) psing (a) 


Ds,=ma{($ + Peoso) Osing 
我 们 来 验证 Helmholtz 条 件 (5.4,66) 是 否 浪 足 。 由 式 (4 ) 得 
oD 0 Py DP 一 


ap 十 a¥ ~ 0053116, 39 a 
可 见 ， 式 《5.4.56》〉》 中 第 二 式 没有 满足 。 
系统 的 Hanrprmrrg 方程 为 
ev(L)=0 和 
estL)=—ma(t$+Peosd) Psing (2 》 


eo(L)=ma($ + Pecos0) Osing 

在 方程 《2 ) 的 第 一 个 的 右边 添加 项 

一 半 ev(Z) 一 一 maz 号 ( 倪 + 凡 cosb) 
它 因 第 一 个 方程 显然 为 零 。 在 第 三 个 方程 的 右边 增添 项 

一 二 es()cos8 一 一 ma2 人 ($+ Peosh)cosd 

它 因 第 一 个 方程 也 为 零 。 第 二 个 方程 左边 不 变 ， 于 是 新 的 钙 , 为 
Pas, 0 Fy 

外 = —masfiCYy 二 急 cos9} 

B=—ma($+ peos0) Psind Cf) 

号 ;二 marc 二 幼 cos3) cos0] 
将 式 《 A) 代入 式 (5.4.56) 中 可 以 验证， 多), 外;, 史 4 满足 HHe- 
lmholtz 条 件 。 可 以 求 得 
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I 


Ld Tmarly:- 0:+ :+2p#eos0) 
于 是 
p= Em + peos0) 
, 8r 7 
0 
下 
力 ? 一 0 = ma (P+ $coso) 
由 此 解 出 广 浆 速 度 为 
5 了 了 
A Te A 


9 2 
2 Tmar Pe 


5 了 了 
9 ra pe prcos0) 


因此 ， 系 统 的 再 amititon 函数 为 


5 
到 = 2 ps%—L 


GE 


0 区 本 + : FN 
四 PSTTT + ps + py sjn20 —2po prcosd} 


所 以 ，Homiiton-Jacobi 方程 为 | 
Es 


6 ldma’sin’:0.\ 8% [2 00 
or OV 和 
一 2 0 Bo e056 ]= 0 
其 完全 积分 为 


了 人 
V = Tma ‘op tayt+ fl,01, 027C3) 一 主人) 
其 中 
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可 以 求 得 8,0,9。 i 


35.5 场 方 法 


Hamilton-Jacobi 方法 是 积分 完整 保守 系统 动力 学 方程 特 
别 有 效 的 浅 具 。 但 是 ， 对 二 那些 不 具有 Hamilton 结构 ， 即 动力 
学 方 释 不 能 够 表示 成 Hamilton 正则 方 特 
5 人 0 如 要 ad 
7 
的 非 保守 完整 系统 ，Hamiiton-Jacobi 方法 便 不 能 直接 应 用 .这 
是 Hamjilton-Jacobi 方法 的 缺陷 之 一 。 此 外 ， 对 非 完 整 系统 来 
说 ， 推 广 和 应 用 Hamilton-~Jacobi 方法 ， 便 出 现 了 极 大 困 难 并 
有 非常 末 刻 的 限制 。 本 节 介 绍 一 种 积分 非 保守 力学 系统 运动 微分 
方程 的 通用 方法 一 一 场 方法 :23。 这 种 方法 不 仅 可 对 完整 非 保 守 
系统 动力 学 方程 ， 而 且 原 则 上 对 一 般 非 完整 系统 动力 学 方程 的 积 
分 问题 都 可 求解 242 。 


5.5.1 求解 常 微分 方程 的 场 方法 
1. 场 方 法 
考虑 -个 一 阶 常 微分 方程 组 
t= Ki) (Ss=1,.,%) (5.5.1) 
我 们 不 去 直接 寻找 微分 方程 (5,5.1〉 的 解 ， 而 是 先 构造 一 
个 一 丛 拟 线性 偏 微 分 方 牺 ， 妇 基本 偏 微 分 方程 。 然 后 ， 从 基本 仿 
徽 分 方程 的 全 积分 来 得 到 方程 (5.5,1》 的 解 。 间 然 ， 这 里 必须 


本 


是 这 种 情况 ， 邮 了 嫂 找 藉 本 篇 微分 方程 的 全 积分 要 比 直 接 积 分 方程 
《5.5,1) 简单 得 多 。 很 显然 ， 这 种 方法 在 某 种 意 多 上 和 Hami- 
lton-jJacobi 方法 类 似 ， 但 它 并 不 要 求 方程 (5.5,1) 必须 其 备 
Hamiiton 正则 方程 的 形式 ， 因 此 应 用 范围 更 加 广 证 。 
这 种 方法 的 特点 之 一 ， 就 是 假设 将 方程 《5.5,1) 中 的 某 一 
个 变量 ， 例 如 *,， 污 示 成 依赖 于 时 间 上 和 其 余 变 量 x%2,…, xs 的 
场 国 数 
X= Xa rr Xs) (5.8.2) 
将 式 (5.5,2) 对 t 求 导数 并 利用 方程 (5.5.1) 后 面 % 一 1 个 旋 
程 ， 我 们 可 以 把 方程 (5.5.1) 的 第 一 个 方程 表示 为 


Ld 
Ou D4 
Bt 本 2 3 一 必 


我 们 称 这 个 拆 线 性 篇 微 分 方程 为 基本 偏 微分 方程 。 
我 们 感 兴趣 的 便 是 寻找 方程 5.5.3) 的 一 个 全 积分 


和 1 =pE Ks Xn C1 Cn) ‘5.5.4) 
其 中 CormsCa 是 4 个 任意 常数 。 将 (5.5.4) 代 人 方程 (5.5.3) 
可 使 之 成 为 恒等式 。 


事实 上 上， 寻找 方程 《5.5.3) 的 全 积分 是 我 们 这 种 方法 最 主 
要 的 图 难 。 但 是 ， 同 样 的 困难 也 出 现 在 映 amilton-Jaeobi 方法 
中 ， 龙 其 当 系 统 的 变量 是 不 可 分 离 的 情形 。 实 际 上 ， 寻 找 基本 人 篇 
微分 方程 〈5.5.3》 的 一 全 全 积分 有 时 比 求解 非 线 性 仿 微 分 方程 
揭 一 个 全 积分 要 简单 的 多 。 特 别 在 处 理 常 系数 线性 系统 时 ， 订 以 
找到 求解 基本 偏 微分 方程 的 一 种 系统 的 方法 民 >。 
假如 已 知 方程 〈5.5.3》 的 一 个 全 积分 (5.5.4)。 令 方程 (5. 
5.1》 的 初始 条 件 为 
Xl0) = Ye0, {oe=l,",%) 《5.5.5》 
将 式 (5.5.5》 代 人 式 《5.5.4)， 可 将 一 个 常数 ,例如 Ci， 用 
Xo 和 Ca 一 1 7 一 2 4》 表 出 。 于 是 ， 方 程 (5.5.4) 可 
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以 写成 形式 

XI=H Was Kas No Tonos C23" ,Cs) (5.5.6) 
下 泛 ， 我 们 来 证 明 一 阶 常 微 分 方程 组 (5.5.1) 的 初 值 问题 的 解 可 
以 由 式 ‘(5.5.6) 和 ww 一 1 个 代数 方程 


i 一 0， (1=2,, 1) (5.6.7) 
来 确定 。 这 里 ， 要 求 行 列 式 
det (Fe ) 


在 Xi 和 Ci(i, 5 一 2 各) 的 相关 霹 上 外 处 不 为 零 。 
将 式 《5.5,7) 对 上 求 导数 ,得 
BC7os Cor) (5.5,.8) 
将 式 (5,5.6》 代 人 式 (5.5.3》 中 ， 我 们 得 到 一 个 恒等式 。 
a 
A22¢ fe GH ON; OX 
ee 和 二 5 -OX 1 ‘oo Oxy Be Ozt 证 -= 0 
(5.5.9) 
因为 由 式 《5.5.7) 知 C7 一 0， 由 式 5.5.8) 碱 去 式 (5.5.9) 得 


WE A cp 
CHD) (和 一 六 /二 0 {5.5.10) 
沽 虑 到 
1 Os 
det (sc; Be) 


在 ws; 和 CiG。、7= 2，2)》 的 相关 域 上 处 处 不 为 零 , 故 
省 ;一 大 1 (7 一 2，…，3) 
因此 证 明了 方程 《5.5.1》 的 后 面世 一 1 个 方程 对 任意 常数 C; 恒 . 
满足 。 
下 面 ， 将 式 〈5.5.6) 对 时 间 # 求 导 并 考虑 到 方 程 (5.5.1) 
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后 面 基 一 1 工 个 右 程 ， 我 们 和 有 


ax 志 zt 

X13 + Ber (5.5.11) 
因为 式 《5.5.6) 是 基本 编 微分 方程 的 全 积分 ， 闪 此 

Oi DE vv ye 

Bi "ow 芒 ; 一 入 1 二 (5.5.12) 


将 方 必 (5.5.11) 代入 式 (5.5.12)， 我 们 最 后 得 到 
i 二 丰 ， 
即 方程 (5.5.1》 的 第 一 个 方程 也 满足 。 
四 此 ， 只 要 能 求 出 基本 绵 微 分 方才 (5.5.3) 的 一 个 完全 解 ， 
便 可 出 式 (5.5.7) 和 (5.5.6) 求 出 方程 (5.5.1》 相 应 的 解 , 当 
然 ， 最 后 我 们 更 通过 式 (5.5.7》 这 如 -- 1 个 方程 ， 利 用 初始 条 
件 (5.5.5) 消去 任意 常数 Ci 一 2 3)。 于 是 最 终 解 决 了 依赖 
于 站 个 任意 初始 常数 Ya(x 一 12) 的 常 微分 方程 组 (5.5.1) 
的 初 值 问题 。 
2. 应 用 
例 1 考虑 上 uler 方程 
H(AatDlr+t+abr—=0, x(1)=, (1)=8, 1<t<o0,ab 
(4&)} 
其 中 44,8,9,8 是 给 定常 数 。 
令 场 动量 办 = 坯 ， 则 我 们 可 以 将 为 程 (4 ) 表示 成 等 价 的 一 
阶 常 微分 方程 组 
红 一 起， 太一 坊 (Z 二 了 3) 一 4BX (2b) 
假定 系统 的 场 动量 力 可 以 表示 为 Pp 二 w(t,x)， 我 们 可 以 写 出 基本 
仿 微 分 方程 为 
f+ 4 tatb) + abx—0 (cc) 
为 了 找到 方程 (c ) 的 一 个 全 积分 ， 我们 邻 
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w= f(Dx+ falt) 
将 其 代 人 方程 (5c )， 比 较 含 * 的 项 和 自由 项 ， 得 


ft ff =0 (a) 
tfit+ ftf i (at b=0 (e) 
积分 方程 (4 )， 得 
Cat*— bts 
六 二 CE 二 
闪 中 性 是 任意 常数 。 将 其 代入 方程 ( e )， 并 积分 得 
一 DE 
0 
Ci 一 大 Dis 
P=u(t,x)=% cat + -Cp Cf) 


将 初始 条 件 代入 式 ( 了 )、 将 万 解 为 <、B 和 CC 的 国 数 ， 然 后 再 代 


回 式 ( 六， 得 
tbl’ Cl(R—ar)+ oh--B 
看 一 了 (了 全) 一世 Ce 15 机 一 六 1 (gg) 
根据 式 《“5.5.7)， 我 们 右 
PN ar+b 
ge 本 72 [x Hoa (ph-.-ant (ab— 8)t°) = 让 


ww 
Ci (CH — 
获 
{rb— BE (8--ao)r 
于 Db—a 
将 式 ( 加 } 代 入 式 ( 8 )、 最 后 得 到 
Bb— Bt+L(H— #1 
ee ot Ey 


可 以 验证 式 ( 坟 就 是 Euler 方程 满足 给 定 初始 条 件 的 解 。 | 


(th) 


5.5.2 完整 系统 的 场 方法 

1. 完整 系统 运动 方程 的 标准 形式 

设 完整 系统 的 位 形 自 w 个 广 闵 坐标 9:(s 二 1,…,n) 来 确定 ， 
#411— 


系统 的 运动 方程 可 表示 成 第 二 类 Lagrange 方程 的 形式 

d 87 6 i 

dz Bg, dg; =0,, {s= 1 ,1) (83.5.13) 
其 中 了 为 系统 的 动能 ， 避 .为 广 浆 力 。 


我 们 可 以 将 式 (5.5.13) 表示 成 显 式 ， 得 


ee ,dk, bp 
> Ar:Gx it >》， > CR, 173 SI + > Gt “a 
= 1 A=1m=1 二: 
oT l 
i 部 (Ss=1,%,n%) 《5.5.14》 
其 中 
Ny 
Or;: Or; Dr: Or 
Ad 一》 Mi 去 ， 吾 ;一 2) mm: 本 
2 te 09， 人 Gg 研 
nn DR 
~ /0B: 8B, ， i De 
人 ,和 ( Bgs Bax -jj 7 一 了 > ( of ) 
‘GAs 6A a OArm 
CR,113 3] 一 (S$ Bm 十 Be ) 


(RSI =1, ,2) 
考虑 到 行列 式 |A4r| 二 detiidwsj| 隆 0,， 因此 式 《5.5.13) 可 以 表 
示 为 


Gt Ai} 3 了 Ch,rms sdadm 
=1 m= 1 =1 
< a 07 DA . 
2 x +0,— 2 bo; 人 > pr } 
ee 《5.5.]5》 
其 中 
NE >=] al | 
= 1 As dA; 
十 是 可 以 将 完整 系统 的 运动 微分 方程 表示 为 
G1: = E(t Gr Gt), (Ss,k= 1 1) (5.5.16) 
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令 Xi, Xnrk = ks (SS 下 一 To 4) (5.5.17) 
则 式 (5.5,16) 可 表 为 


Ni Nunrks Cark— Brat his Xatr), (大 S 一 1 1) 
《35.5.18》 
这 2 区 We 鼎 程 的 标 
准 形 式 。 显 然 ， 它 具有 方程 (5.5.1) 的 形式 ， 因 此 可 以 间接 运 


i 显然 ， 这 里 并 不 要 求 完 
2， 场 方法 的 应 用 
问 样 ， 令 
YX:—=u(t ,X44). {A=2,'%*,27) 
我 们 可 以 得 到 大 本 偏 微分 方程 为 


-这 下 Os Nr-a 于 和 » Bf, 4) 一 Xa+1 一 0 
£= 


(5.5.19) 
其 方 程 (5.5.19) 的 完全 解 表 示 为 形式 
XI 二 =H(t Nas Cua), {4—=2,, LH C=, 2N) (5.5.20) 
令 运动 的 初始 条 件 为 
YXafK0) 一 和 py {A=1,, 2%) {5.5.21) 
将 式 〈5.5.21》 代 人 式 (5.5.20) 中 ， 可 将 常数 Ci 用 so 和 其 
余 常 数 C4 表 出 。 这 样 , 式 《5.5.20) 可 写成 


XI=1(t, Xa Nan C4) (5.5.22) 
于 是 ， 我 们 有 
0 (A=2,", 27) {5.5.23) 
OC 4 
这 里 ， 要 求 行列 式 
Of 中 
es (3e Do) 


在 Ya 利 CAB,sA=2,, 2 x) 的 相关 域 上 处 处 不 为 零 。 大 此 ;内 
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要 能 求 出 基本 偏 微分 方程 〈5.5.19) 的 一 个 完全 解 〈5.5.20)， 
我 们 便 可 由 式 (5.5.23) 和 (5.5.22) 求 出 相应 完整 系统 的 解 ， 
它 包 含 22 个 任意 常数 。 


5.5,3” 非 完整 系统 的 场 方法 

1. 非 完 整 系统 Routh 方程 的 标准 化 和 场 方法 

设 系 统 的 位 形 册 % 个 广 头 尝 标 gs{s 二 1,"…,%) 来 确定 ， 在 系 
统 的 运动 上 受 有 8 个 HeTtaeB 型 理想 非 完整 约束 

felqdrrdrst)=0, (HS=1,r ,pS=1,%,%) (5.5.21) 
系统 运动 方程 的 Routh 形式 为 
d a dl 是 


共 中 4 为 不 定 张 子 。 下面 ， 我 们 设法 消去 木 定 冬 子 4s。 同 上 小 
节 ， 我 们 将 式 (5,5.25) 展 开 为 显 式 ， 得 
G1 — 三 4 3 Dom sg, 


77 守 1 大 =1 


i -1 fy 3B, , O76 ~ 4s , 
村 4 人 0 + dg 2 Bf ds 


中 


于: 
+ 5 Ada), ([=1,°",%) (5.5.26) 
将 式 《5.5.24》 对 有 时间 二 求 导 ， 得 


bd 

af: ., 08 D 
志 (和 六 )+ 个 一 0， (Y=1,", 8) 
i=1 


6f 
(5.5.27) 
将 由 式 (5.5,26) 解 得 的 9 代入 式 (5.5.27)， 便 得 


a as fs 
2 | 天 A 7 ,0g1 9 二 


Of! Ogs 


J 购 
站 


琉 


+ km dda+ T+ 


ij=1 s=1 Ed lx=1 


由 此 8& 个 代数 方程 ， 可 解 得 不 定 莱 子 ， 记 作 

ap Ap(gen dt), (B=1,", 8) (5.5,.28) 
将 式 (5.5.28) 代 人 式 (5.5.26)， 可 将 Routh 方 程 (5.5,26) 
-表示 为 


Gr (Fy Grr dr) {sR=1,"* 1) (5.5.29) 

分 X= Xntt—= fk, 《S ,天 一 1 天) (5.5.30) 
0 (5.5,29) 可 表 为 

Antr: KoA V(t Ts Nnts), (RS—i,er ,gg) (5.5.31》 


Es - 阶 常 微分 方程 可 称 为 一 阶 非 完整 系统 动力 学 方程 的 标 
A i 
fsxXisXnkt) 二 0， (B=1,.", 8) (5.5.32) 
文献 [C30 证明， 方程 (5.5 .25) 可 作为 关 个 光束 系统 ， 称 之 
为 约 化 系统 的 力学 问题 来 研究 ， 只 要 知 始 值 满足 约束 上 方 牺 (5.5. 
24)， 那 么 约 化 系统 的 解 就 给 出 非 完 整 系统 的 运动 。 同 样 、 方 程 
《5.5.31) 可 当 作 其 个 完整 系统 力学 问题 来 研究 。 它 和 式 〈5.5. 
18) 有 同样 的 形式 ， 关 此 只 要 求 出 基本 篇 微分 方程 (5.5.19) 的 
一 个 完全 解 (5.5.20)， 我 们 便 可 由 式 (5.5.22》 和 (5.5.23) 
求 出 相应 的 约 化 系统 的 解 ， 它 包含 2% 个 任意 常数 。 然 厂 ， 将 非 
完整 约束 对 运动 初始 条 件 的 限制 


FalXi xnos 0d) =0, (B=1,*,8) (5.5.33) 
加 在 相应 约 化 系统 的 解 上 ， 便 可 求 得 相应 非 完整 系统 的 解 ， 它 包 
含 2% 一 g 个 常数 。 


例 2 研究 一 单位 质 玫 的 质点 在 平面 上 的 运动 ， 二 
国 数 和 约束 方程 分 别 为 
一 好 5 一 


Ltg), f=gtald -age+i0 (Ce) 
问题 的 Routh 方程 为 
CGI 一 1 人 一 8 
容易 计算 得 


于 是 有 
ed i 
a1 二 1 + a da 


令 Nl 二 qtrX2 汪 gayX4 二 919Ny 二 2， 则 标 谁 己方 积 为 
1 , at 


和 一 Xi 和 一 Ai 一 一 1 ) 
基本 偏 微分 方程 (5.5.19》 给 出 为 ” 
人 
{i 
令 其 完全 解 为 
Xi=2= f+ fol) rat falt)xat fd) x (a) 


将 式 (4) 代 人 方程 (c)， 并 比较 自由 项 ， 含 x2,x3,xi 的 项 ， 可 以 
得 到 


加 二 全 f= 0, a le f+ f2= 


fTFa 1+as: 
积分 之 ， 得 


A + Cs( 直 二 二 )+ Ca arc tgat 


242) + ln 1+at’) 
f= C2, fs=C3t+it, fs=t,—C2t 
令 运 动 的 初 条 件 为 
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Ye(0) 一 Yony (a=1,2,3,4) 
将 其 代入 式 {4 )， 消 去 C1 后 有 
中 
(一 Gs W200— Caxan — Cr) + Cs(z L -Arc tgait 一 喜 ) 


€ S 二: 1 2 
+ iAarctgat 十 -2 让 InCTT 二 CE) + ln(1 十 GE 天 )》 


tt 2 
FCOax2 t+ (Cyti)xst (C1— Cat) rs te) 
关系 (5.5.23) 战 为 
O2t Ou 他 天 
人 
即 1 
z+ Barctgat- 革 本 十 4 一 区 4 一 0 
1 
Xt+ sarctgat+ X=0 
一 wd0 十 - aln(l+tat) XI 一 0 
由 此 解 得 
中 一 Xan 十 uf 十 也 一 让 arc tgat — ln(1 + at’) 
1 i 
Xs 一 %an — Farctgat Cf) 


1 Ke 
光一 和 0 一 ln 人 1+ oF) 


将 式 ( 了) 代入 式 (e)， 得 

Xt= rt Wat plnl + at:) 一 二 arctgat (8) 
解 ( 放 , (8) 为 相应 约 化 系统 (3) 满足 初 条 件 的 解 。 闫 系 (5.5,33) 
给 出 为 


Xt — X20 0 (hp) 


和 解 (了 ),(g8) (2 表示 了 非 完 整 系统 的 运动 。 | 


2、JanxpIrnxr 方程 的 税 分 

应 用 Routh 方程 虽然 可 以 解决 一 般 一 阶 非 线性 非 完整 约束 
系统 力学 问题 。 和 但 是 ， 不定 乘 子 的 引入 使 方程 数 日 多 于 系统 的 自 
由 度数 日 ， 给 求解 带 来 了 一 定 的 困难 。 工 程 实际 中 相当 多 的 非 完 
整 系统 是 Uarxfpmra 系统 ,而 danzmran 系统 运动 方程 数目 等 十 
系统 的 自由 庶 数 自 ， 并 切 构 成 独 并 干 约束 方程 的 自治 系统 。 

研究 一 力学 系统 ， 其 位 形 店 天 个 广义 坐标 gi(s 王 1,…,%) 来 
确定 ， 它 的 运动 受 有 如 个 HeTaen 弄 理 想 非 完整 约束 

Gara—= aldsrr fst), (B=1,*, BI EN gol, €) 
(5.5,34) 

其 中 广义 坐标 4&err(Y=1 8) 不 出 现 于 约束 睛 程 中 。 设 广义 力 
是 有 势 的 ，H Lagrauge 国 数 工 不 显 含 4.1:;:， 则 系统 的 运动 方 
程 为 


人 


(zc 一 1， 6) 《5.5.357》 


2 ) 为 和 中小 -用 起 (5.5.34) 赫 代 所 得 表达 趟 。 


共 中 ( 击 


式 (5.5.34)，(5.5.35) 构成 dangpIrHH 系统 ,由 方程 (5.5.35) 
看 出 ， 它 是 关于 yo(c=1,s) 的 二 阶 常 微 分 方程 组 。 因 此 ,可 
先 求 出 方程 (5.5.35) 的 解 ， 得 到 g, 二 go (8,9.0,9.o)， 然 后 将 共 
代 人 式 (5.5,34) 并 积分 而 求 得 gz.-p=9erettdoygnoy， 其 中 有 
2e+g 个 任意 常数 goo,960s 94:2)o。 而 (Gov 应 满足 约束 方程 
《5.5.34) ,如 

《lsrp)n 二 中 890oyGuoyt) 《5.5.36) 
将 方程 〈5.5.35) 展开 为 显 式 。 假 设 由 此 可 解 出 广义 速度 
人 一 /90 有 (Core) 《5.5.37) 

令 =q,y Wito™ eo 
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则 《5.5,386) 可 化 成 一 阶 方程 组 

Rtas er f ox Kets td), (ab 一 le) (5.5.38) 
如 访 XI=H(E, x4), (A=2,*, 2 e) 

将 其 对 + 求 导数 并 利用 式 (5.5,38) 的 后 面 2 一 1 个 方程 , 得 到 
基本 偏 微分 方程 


Oz bn CU 
3 二 2 etat 一 Cd] Xi+1=0 
i 


{5.5,.39) 

车 共 完 全 解 表 为 形式 
XI1=H{E, TC ), (4=2 ,2 El, 2) (5.5.40) 
令 1 的 初始 值 为 

Ya (0 一 Yo， (ax 一 1 ，2e) 《5.5.41 ) 
将 式 (5.5.41) 代入 式 《5.5.40)， 可 和 将 一 个 常数 ， 和 如 Ct 用 %oo 
和 其 余 当 数 C4 表 出 ， 这 样式 (5.5.40) 可 以 写成 

x KooNas CD) (4 一 2 2 50 一 1 2 6) 


(5.5.42) 
于 是 有 
5 =0, (AS=2,*, 25) (5.5.43) 
其 中 要 求 
det (FED) 0 (A,B=2,.. 2 6) 


只 要 能 求 出 上 方程 《5.5.39) 的 一 个 完全 解 (5.5.40)， 便 可 由 式 
(5.5.43) 和 (5.5,42) 求 出 解 


wa 一 多 ff 和 0 y (a 7 一 ] 2e) (5.5.44) 
将 解 (5.5.44》 代 和 人 约束 方程 (5.5.34), 则 有 
Gas Oa(Ko ld Kun) Kerolt, Tu0) ,E) (5.5.45} 


运动 的 初始 条 件 必 须 满足 约束 方程 ， 邵 
(G1 8) oF (NO Kn), Xara OX) 0 (5.5.416} 
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将 式 (5.5.45》 积 分 ， 得 到 
站 
oo 一 (qt Gals) sore (bs xa) hd 《5.5.17) 
如 


于 是 ， 式 《5.5.47) 和 〈5.5.44) 一 起 构成 dammarra 非 完整 系 
统 的 解 ， 其 中 包含 2% 一 g 一 2。+ 8 个 独立 常数 *ooy (gera)。 
例 3 Appeii-Hamel 例 。 问 题 中 的 Lagrange 销 数 和 约束 
方程 分 别 为 
= 六 ( 宫 十 区 1 22) 一 0.82, i (GD 
令 gd 一 3，82 5 区 8 二 
则 趟 《4 》 可 表示 为 
首先 ， 建 立 darzPlraH 方程 为 
2 Led RC 


= ky 


—m(Fgt-g) a -h(i) }=0 


设 襄 关 0， 由 此 解 得 


i ep 《656) 
好 Bi 
令 I=, Ns MX3 一 信 ，X4 一 到 
财 方 程 (8 ) 可 写成 
区 一 9 区 一 Xi， 一- 一 请， 二 一 一 有 {c) 
1 + (1 + 千 ) 


其 次 ， 建 立 基 本 偏 微分 方程 (5.5.39) 并 求解 。 令 
Xa Mg(E, Ks Tas Ks} 


则 基本 偏 微分 方程 “5.5.39) 给 出 
一 480 一 


DY AO Ow Oa 8x . 加 
Ox Ox at 11 eye) 14 
Ea 8 
注意 到 
X=Ax3, (4= ) 
则 有 
Gu 86 De sgA 全 
st 十 Ba, 1 Tr A ol 区 | a 0 CCA) 
可 Bs 
令 其 解 有 形式 


X=#= ff.(£) + (和 十 fsb) x t falt) 
将 其 代 人 方 班 CGE )， 并 比较 自由 项 ， 含 xxz 和 % 的 项 ， 得 到 


Pt ffat ft lf) 
1 1 

fat fa fst fs)=0, fst fs fi+ fA4)=0, 
f+ flfst fsA)=0 

积分 之 ， 得 

1 & 

Ji= 二 CC 人 一 3 | 
p> 

|; + 了 (Ci+ COP 


Ca a 
fT TOA?’ /THO CA 


oe OY 
TH ECA 


A I Er 
Xa BITC HCAN tt 1ta/b 


(1 一 Cd4) 
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『 
i + (Ct CE lt Ct Crst Cre 


仿 初 始 条 件 为 xu(0) 一 Xeon 一 4 2,3 ,47， 则 有 
CI X30 Car — Cero — Caio 
代入 上 式 ， 得 
1 


eri —- Cxie— Cn™— Cra 


8 A ~ 
Tra (Cd) 本 十 了 (Caz+Cad4) 下 | E 
十 Cs%i 十 人 3Ys 让 Cuxs} (Ce) 
第 三 ， 出 式 (5.5.43》 有 
ee (A=2,3,4) (ff) 


5C2 一 0， 
在 《 广 ) 中 解 出 x1，x:，x%;:， 并 根据 初始 条 件 消去 C2，Cy, Cu 
知 可 取 CC 二 0 二 C4 二 0。 解 得 


有 


:二 + Xt 
A 


Nan 
2t1+ a ) Xo (&) 


仑 ,二 Nzn 十 Xinf CO—. 


er 
(1+a*/0°) X30 


Ns= %40 一 


将 式 《8E)， 代入 式 (6 ), 得 
Es (J) 


代入 约束 方程 ， 得 


ey 
A { pb wa ( X30 1 十 a Db 
和 分 之 ， 得 
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bo 人 
gt( 放 一 答 ) [wig] (7 
解 《8)，()， (2) 为 Appll-Hamel 例 的 解 ， 其 中 有 5 个 独 
立 的 常数 。 | 

由 在 面 的 例子 ， 可 以 看 到 ， 场 方法 积分 非 完整 动 力学 方程 右 
如 下 优点 : 

《1) 通 几 村， 利用 场 方法 ， 原 则 上 可 求解 一 般 非 完整 动力 
学 方程 的 积分 问题 。 它 没有 象 了 amilton-JacopPi 方 法 的 那样 的 
限制 。 

(2 ) 灵活 性 ， 基 本 偏 微分 方程 可 建立 在 任何 一 个 场 毕 标 
EA 也 可 建立 在 任何 一 个 场 动 量 Yo 入 ，Xzn 上 。 对 具 
体 问 题 可 选 -- 个 较为 方便 的 yo。 

《3 ) 利用 场 方 法 的 主要 困难 在 于 求 基本 偏 微 分 方程 的 完全 
解 。 但 是 ， 只 要 求 出 完全 解 ， 不 用 任何 进一步 积分 ， 便 可 直接 得 
到 系统 的 运动 。 

人 空间 中 非 完整 非 保 守 系 统 的 参数 方程 也 可 攻 场 方法 
进行 积分 : 


$5.6 Noether 定理 


动力 学 系统 的 守恒 定 竺 在 力学 研究 中 起 着 重要 作用 ， 甚 至 在 
系统 的 运动 丛 分 方程 不可 积分 的 情况 下 ， 菜 个 空 但 晤 的 存在 也 可 
以 使 我 们 对 所 研究 系统 的 局 部 物理 状态 有 所 了 解 。1918 年 德国 
著名 女 科 学 家 A&. 玉 , Noetber 提出 了 一 个 定理 04， 揭示 了 力学 
系统 的 守恒 量 与 其 内 在 的 动力 学 对 称 性 的 潜在 关系 。 近 些 年 来 ， 
Noether 定理 不 新 受到 物理 学 和 力学 研究 者 的 高 度 重 视 ， 并 被 进 
行 了 各 种 形式 的 推广 -27?。 本 节 将 对 分 析 动 力学 积分 理论 中 下 
重要 地 位 的 各 种 形式 的 Noether 定理 作 一 概括 介绍 。 
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5.6.1 变换 群 
我 们 研究 带 % 个 自由 度 的 力学 系统 ， 它 在 每 一 时 刻 的 位 置 由 
广义 坐标 91,… ,4s 来 确定 。 我 们 把 系统 的 运动 研究 作为 示 点 在 
扩充 的 n+ 1 维 空间 中 沿 曲 线 的 运动 ， 这 里 1,…,9s 和 和 桂 间 二 是 
示 点 的 坐标 。 在 这 个 空间 中 研究 坐标 变换 ， 形 如 
t= f(ygis rr dar Hiss Ar) = folt,g,4) 
qs= fit Gn ds Hr) = fi (fy, a) 
《7 一 Ts) 《6.6.1?》 
这 里 函数 f;(i 二 0,1,，;R) 依赖 于 广 闵 华 标 4; 及 + 个 独立 参数 
aa(2&=1 xz)。 方 程 (5.6.1》 对 每 一 组 ao 确定 2+t 维 空间 中 
点 了 (i,g) 到 点 P*( 疗 ,g*) 的 变换 。 我 们 息 定 疡 EC GE 一 1 ， 
4)， 并 且 变 换 的 Jacobi 行列 式 满 足 


7 了 =| 这 | 0 
gr 
那么 ， 变 换 (5.6.1》 存 在 逆 谈 换 
t= fet*,g*, 4), gi= f(t*,g*,a), 《3 一 Ti) 到)》 
《5.6.27 


它 将 点 P*( 玉 ，g*) 变换 到 点 P(i,g)。 

考虑 到 假设 ， 变 换 (5.6.1》 连续 地 依赖 于 * 个 参数 <.(x 一 
1; ,YY)， 当 它 满足 55.3 中 变换 群 定义 的 4 个 条 件 时 ， 变 换 
(5.6.1》 组 成 变换 和 的 有 限 群 ， 称 之 为 Lie 群 。 

设 取 参 数 a 确定 群 的 恒 等 变 换 

一 (GE 一 六 (0)， 《7 一 Two) 
为 了 简化 起 见 ， 设 a?,= 二 0。 如 果 研 究 足 够 接近 于 零 的 值 Aa。， 
那么 变换 (5.6.1) 为 
i*= fi gq Aq) gt= fi(f,q, Aa). 

展 成 Tayl'r 级 数 并 限于 相对 Aa 的 线性 项 ， 我 们 得 


r 


t= f(g,0) + D, SIAao 


r=1 
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go= fAt,g0) + 2) EiAas 
=1 
其 吕 
2&2 一 . dfilt,g, G) 
Ba 


记 。。=A4。， 得 变换 


， 3 (2=031,°", 1) 


A=0 


” 


到 
f=t+ 了， less gt)—gilf) + > Ess (5.6.3) 


T=1 c=1 
显然 ， 此 变换 与 恒 等 变 换 相关 一 无 限 小 。 式 《5.6.3) 实 现 了 无 限 
小 群 案 换 。 借 助 于 无 限 小 变换 ， 系 统 地 研究 连续 群 的 构造 ， 首 先 
由 挪威 数学 家 S.Lie 采 用。 可 以 指出 ， 任 向 的 有 限 的 群 变换 可 以 
作为 重复 无 限 小 变换 无 限 多 次 的 结果 来 研究 。 但 是 ， 如 果 给 出 无 
限 小 群 变换 ， 那 么 并 不 经 常 得 到 形 如 “5.6.1〉 式 中 的 有 限 变 换 。 
我 们 研究 连续 群 的 例子 。 
例 1 三 维 坐 标 系 的 所 有 可 能 的 平行 移动 的 总 合 
i*=$, Vi= Xt A, {R=1,2.3) 
其 中 x 是 直角 坐 奈 ， 构 成 平行 移动 的 群 Cx。 
例 2 江面 上 直角 坐标 系 的 所 有 转动 的 总 合 
一天， YY 一 YCDSC 一 ysSina， y*= Xsing + veose 
构成 平面 上 转动 群 C,， 无 限 小 群 变 换 有 形 
f=t, x =x—ey, y*—=y+ex 
例 3 从 一 个 任意 的 惯性 谷 标 系 向 另 一 个 相对 第 一 个 以 常 速 
度 运动 的 坐标 系 的 所 有 可 能 的 过 渡 的 总 合 
tf, t= Xt nt (k=1,2,3) 
其 中 x 是 直角 坐标 ,构成 Galilei 群 。 


5.6.2 作用 量 的 变 分 


1， 作 用量 与 变换 群 
设 Lagrange 国 数 为 
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TZ=L(i,gy ee gard Go) = L(t,g,0) 
则 由 2.2.1 知 ， 积 分 
1 
s=| Lo,g,0)at (5.6.1) 


叫 作 时 间 区 间 Ci，#3Hamilton 意义 下 的 作用 量 , 这 里 立 及 瑚 赴 
任意 的 时 刻 。 显 然 ， 由 方程 给 定 的 每 条 曲线 Y， 相 应 于 确定 的 值 
SS。 六 此 ， 我 们 记 作 


fz 
sy)={ Lt,9.G)dt 
£1 


我 们 研究 比 式 〈5.6.1) 更 一 般 形式 的 变换 群 6.， 其 函数 广 
还 包含 广义 速度 j;， 有 


1 =f+ At, g(t*) gi(i) + Agi, 人 一 1 yz) 
(5.6.5) 
或 展开 式 为 
=i+ D, es? (i,g,0) (5.6.6) 
a=1 


r 


gs) gt) + Y) ef? (t,g,0) 


m=1 
是 无 限 小 群 变换 ，:。 是 无 限 小 参数 ， 我 们 认为 <。，Ag;，A# 都 具 
有 一 阶 小 s。 
变换 式 《5.6.5，〉 将 渴 线 7 变色 邻近 的 曲线 Y*， 它 由 方程 
= gs(E*), (f=1,. ,1) 
确定 。 在 此 变换 下 ， 积 分 os 6.4) 相应 于 积分 


seo 人 L(g*,G*) dit* 


这 里 [ 政 ， 絮 J 是 与 原 变量 中 的 区 间 {#1， 素 ] 相 应 的 积分 区 间 。 
2， 作 用量 的 变 分 
现在 的 问题 是 计算 积分 (5.6.4) 式 的 变 分 A5， 有 即 差 
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公 1 
SY) -SO = Lr,gt,g*) di*— { Lo,g, da 
be “而 


的 相对 * 的 主线 性 痢 分 ， 亦 即 精 确 到 一 只 小 晤 。 
由 式 (5.6.5》 知 


de 一 dt atAD=all+-CapD ] ] 


和 
505-500= [Ler atgr agdt Ag) 


CE L(t,g 9 |at 
展开 为 Taylor 级 数 并 限于 相对 。 的 一 阶 项 ， 我 们 得 到 


L(ti+AIIG+ Ag G+ AG)= L(t, 


本 


+ 允 亲 s+ 2 A 


f=1 
这 时 


a 867 
SCY*) SG [z (AD+ 和 4 


mf OL BL 

本 aw Agi+ Bd: SF :) a 十 
(5.6.7) 

党 虚 到 等 时 变 分 89， 闻 ， 即 

dq=g (gi), Od = (ti) — g(t), (£=1,*,n) 
以 及 等 了 时 变 分 和 非 等 时 变 分 的 关系 《2.2.16〉 和 “(2.2,18), 即 

Ag;—04: + GAt, Ad:—dG; +t oA 

我 们 可 以 将 式 (5.6.7) 表示 为 


[本 or( 侣 宇 避 4 
t=1 , 
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” or. 4 i 
+ 全) At 人 


=1 三 | Og: r= 

{5.6.8) 

根据 Hilder 定义 ， 无 论 完整 或 非 完整 系统 ， 全 部 等 时 变 分 都 采 
用 交 挨 关系 


09;=— (89), ee C5.6.9) 
将 式 (5.6.9) Pou (5.6.8)。 并 特 理 得 


AS= ff a (re -如 ov) 
了 Da 一 全 - 卫 0; og | la (5.6.10) 


此 式 便 是 Hamilton 作用 量变 分 AS 的 基本 公式 。 用 式 (5.6.6) 
来 代替 表达 式 中 的 At Ad， 则 上 式 变 为 


Ad 6 如) 
一 > .| 一 - -一 (5.6.11) 
世人 di 0g: $7 
其 中 
杀人 一 人 (2= 1 ,h) (5.6.12) 


5.6.3 作用 量 与 Lagrange 方程 的 关系 


1. 作用 量 与 Lagrange 方程 的 关系 

为 了 更 明确 地 引 和 人 对 称 性 的 概念 ， 我 们 先 考 察 作用 量 与 系统 
运动 方程 的 关系 。 

对 于 完整 保 尘 系统， 系统 的 Hamilton 原理 可 以 表述 为 : 
条 件 

《1) 积分 域 不 变 ， 即 At=0 

(2 ) 坐标 的 变 分 在 积分 域 的 边界 上 等 于 等 ， 即 
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69 二 0，G 二 1s,%》 当 t= 及 1 二 嫩 时 

满足 的 情况 下 ， 沿 真实 轨道 的 了 Hamilton 作用 量 的 变 分 为 零 。 即 
AS=05S=0 

由 式 (5.6.10)}， 我 们 由 于 amilton 原理 有 


全 6L qa 8L - 
上 Ca Og; es G6: er: 出- 


考虑 到 积分 域 是 任意 的 ， 华 标 约 变 分 是 独立 的 ， 豆 得 到 完整 保全 


系统 的 Lagrange 方程 
d orL D7 
”0 (一 1 (5.6.13) 


对 于 完整 非 保守 系统 ， 系 统 的 也 amilron 原理 在 同 完整 保守 
系统 同样 的 条 件 下 ， 要 求治 真 实 轨道 成 立 


As+ 人 A f= ss+ 1 dyadt=0 


£1 天 
东 中 FF= >,080 是 非 保守 广义 力 0: 的 虚 功 。 同 样 考 虑 到 式 
f=1 
(5.6.]0〉 和 积分 域 的 任意 性 以 太 坐 标 变 分 的 独立 性 ， 可 以 得 到 

完整 非 保守 0 工 0 方程 

- 电 - 二 DO 221, 1) (5.6.14) 

2. 两 个 不 同 作用 量 对 应 同一 上 方程 的 条 性 

为 今后 的 描述 ， 特 别 要 注意 Hamilton 作用 量 (5.6.4) 中 
Lagrange 好 数 的 选取 。 它 31 向 于 给 出 的 运动 方程 组 是 非 单 值 的 ， 
亦 即 存在 不 同 的 国 数 工 ( 纪 4,2)， 它 们 引 向 同样 的 运动 方程 ， 我 们 
有 如 下 结果 ， 

命题 1 如果 积分 


?3 


S=| ZGbgg)d 及 sf Lh,gd)df 


1 


引 向 同样 的 运动 方程 组 ， 那 么 工 及 工 ， 应 由 关系 
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Lt.g.9)=IT(t,g,0) + —;,- A(t,9) (5.6.15) 


相 联 系 ， 这 里 4(8,9) 是 及 gi(i 一 1,"…,n) 的 任意 函数 。 
[证 明 ] 记 Jagrange 函数 的 状 为 ,一 L=*, 假 设 由 


£] 
(5.6.14)， 则 对 任意 函数 2 
ad 00 09 


S -| Ldf 和 s=) Lig 可 导出 同样 的 Lagrange 方程 


到 < 一作 《一 1 他) 《5.6。.16》 


dt 6 Og: 
对 所 有 灾 好 应 但 满足 。 
展开 式 《5.6.16)， 有 


3 之 Ba ju+ 工 ALD 


ge ， 《2 一 1 ,%N) 、 
既然 是 恒等式 ， 邯 么 fr 的 系数 应 等 十 零 ， 亦 即 

O29 一 i 

Be 
因此 函数? 应 有 形式 


p=Ad,g) + 2 GBilt, gq) 
i=1 


i 《5.6.16) 过 渡 到 关系 


BB; BBs\. OB: 04 
三 Boge 一 a 入 区 8 ~ 二 0， 


(2,=1 ,1) 
由 于 华 们 是 恒等式 ， 故 


6B;: 03 _ 0B: B84 .. 
Bg dg Bog tt 
0 = 


这 些 条 件 表明 , 表达 式 A(t,g)di+ > Bi(t,g)dg; 用 是 村 个 函数 
4 一 4(f,9) 的 全 微分， 亦 即 和 
= 全) 
下 而 证 明 充分 性 。 通 过 直接 计算 容易 证 明 o 一 -4 At 人 
使 得 工 及 工 允许 得 到 局 样 的 运动 方程 。 为 此 只 要 证 明 


ts 启 ( 到 )- 刀 : (型 -=o， ne 
(5.6.17) 
我 们 有 
Wr 网 1 )= Br 
ot a )= 二 (六 5 本 人 Beh) 
人 


故 恒 等 式 (5.6.17) 得 证 。 
5.6.4 对 称 变换 ， 准 对 称 变换 ， 广 义 准 对 称 普 换 
TI、 对 称 变 换 
我 们 先 来 确定 和 作用 恒 的 不 变性 定义 。 我 们 把 作用 量 称 为 变换 
群 6G; 的 不 变量 ， 如 果 对 群 的 每 一 个 变换 ， 始 终 成 立 
| Li,q,Ddt =| Lt ,gr dts (5.6.18) 
特别 地 ， 式 《5.6.18〉 对 无 限 小 群 变换 (5.6.5) 也 是 正确 的 , 当 


然 是 精确 色相 对 本 : 的 线性 项 。 
定义 1 刀 果 了 arnilton 作 甩 量 是 无 也 小 群 变 换 的 不 变量 ， 
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人 


妈 对 每 一 个 无 萎 小 群 变换 ， 始 终 成 立 
AS=0 (5.6.19) 
则 称 无 限 小 变换 为 对 称 变换 。 
2.。 准 对 称 变换 
现 设 工 , 是 某 个 另外 的 工 agratge 图 数 ， 对 变换 〈5.6.5》 精 
确 到 一 阶 小 量 漠 足 条 件 


ty 堵 
frag 0 =) Ler,g*, gdi* (5.6.20) 
tt - :? 


这 里 有 非 通常 的 不 变性 ， 我 们 称 之 为 崔 不 变性 。 因 为 不 同 于 式 
(5.6.18)，(5.6.20》 的 左边 和 右边 有 不 同 的 Lagrange 函数 。 
如 果 由 式 (5.6,20) 玛 定 的 Lagrange 函数 于 可 以 得 到 与 工 一 
样 的 运动 方 称 ， 那 么 我 们 称 式 (5.6.5) 为 淮 对 称 变换 。 由 命题 
1 知 ， 在 这 种 情况 下 ， 有 关系 
, d 
Lt g GL(i,g9,90) + Hr At, 4) 
于 是 式 《5.6.20) 可 以 表示 为 
| Bae 8， 人 ) + dt* ={ Lg 


| te ge) dt* 


一 


好 tz 
1 Le di*—({ Lg,9) dt= 一 
E (5.6.21) 
式 (5.6.21) 的 左边 在 变换 《5.5.5) 证 是 一 阶 无 限 小 量 ,因此 右 
边 应 为 同 阶 无 限 小 最 。 因 此 Ai 可 用 米 代替 *?。 显 然 ， 精确 到 相 
对 的 一 阶 小 可 以 认为 A?i( 拉 ,94) 一 Attz yz) 。 于 是 ,我们 有 下 
定义 2 ”如果 吾 amilton 作用 量 是 无 限 小 群 变 换 的 准 不 变 
量 ， 即 对 答 一 个 无 限 小 变换 《5,6.5)， 姥 终 成 立 


$2 
加 a. 
< 一 号 (AD)dt (5.6,22) 
当 


== = 


则 称 变换 (5.6.5) 为 准 对 称 变换 。 

容易 看 到 ,如 果 准 对 称 变换 应 用 于 完整 保守 系统 的 Lagrange 
方程 的 菜 个 解 ， 郊 么 这 个 解 可 变换 到 同一 方程 的 某 个 另外 解 。 

利用 式 〈5.6.7)， 并 考虑 到 积分 区 域 的 任意 性 ， 我 们 有 下 述 
命题 。 

命题 2 ”对 于 无 限 小 群 变换 〈5.6.5)， 知 其 满足 


aL SS ria "OL a d 
HW MTZ og M+ 0 +L) 


da 和 
= 44) (5.6.23) 


则 式 (5.6.5》 为 给 定 系 统 的 准 对 称 变换 。 


利用 式 (5.6.11)， 取 Ai=- 》， eic"， 并 考虑 到 积分 域 的 


Q=1 
任 喜 性 及 *- 的 独立 性 ， 我 们 有 下 述 命题 。 
命题 3 若 无 限 小 群 变换 (5.6.6) 满足 + 个 方程 


为 加 
a 。 An OL-,) a 87 OL ze 
于、 | U0: gr J*! 


i Coa=1,*", 1) (5.6.24) 


则 它 是 给 定 系统 的 准 对 称 变换 。 

显然 ， 在 式 (5.6.23)，(5.6.24) 的 右边 为 堆 的 情形 中 ， 作 
凡 量 是 给 定 变换 的 不 变量 ， 此 时 式 (5.6.5) 与 (5.6.6》 是 对 称 
变换 。 有 些 文献 将 准 对 称 变换 也 称 为 对 称 变换 ， 即 对 称 变 换 是 指 
以 上 的 两 类 变换 。 

3. 广义 淮 对 称 变换 

为 了 研究 非 保守 系统 ， 不 仅 要 郑 虑 系统 的 琴 amilton 作用 
景 ， 还 要 考虑 到 系统 非 保 守 力 的 虚 功 。 为 此 ， 引 人 广义 准 对 称 变 
换 的 概念 22。 
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假设 作 上 用 在 系统 上 的 非 势 广义 力 为 
0;=0:(t,9,7) 
类 似 式 (5.6.20)， 不 交 性 的 要 全， 即 沙 条 件 


| agp Lili*,g* ,dart S06 gs dt 

" . "5.6.25) 
对 变换 (“5.6.5〉 精确 到 一 阶 小 恒 满 足 ， 并 且 由 式 (5.6.25) 确 定 
的 工 agrange 图 数 工 , 可 以 得 到 与 - 样 的 非 保守 系统 的 动 力学 
方程 ， 那 么 我 们 区 变换 《5.6.5) 为 广 信 蕉 对 称 变换。 同样 容易 
大 到 ， 如 果 广 义 准 对 称 变 换 应 用 于 完整 非 和 保守 系统 Lagrange 方 
程 的 某 个 解 ， 那 么 这 个 解 可 变换 到 同一 个 方程 的 某 个 男 外 解 。 

定义 3 浇 对 于 变换 (5.6,5) 的 每 -- 个 变换 , 系统 的 Hami- 
iton 作用 量 都 是 广义 准 不 变 昌 ， 即 


ty 
a 
4As=—) Li AND + ze ;04g; 二 (5,6.26) 


成 立 ， 则 我 们 称 其 为 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 
对 于 广义 准 对 称 变换 ， 容 易 证 明 有 以 下 判 据 。 
命题 4 对 于 无 限 小 变换 〈5.6.5)， 苦 满 中 


ft Ag a A + 工人 (Af) 
Qi(Agi—g:Af) = —- CA) (5.6.27) 
:=1 


则 变换 为 给 定 系统 的 广义 准 对 称 变 换 。 
命题 5 对 于 变换 (5.6.6)， 若 其 满足 


df Br fd or Br 本 
df [ Léo 村 到 Ddi; | df 8di pg: -0:]s; 
一 一 -名 (=r) (‘5.6.28) 
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划 变 换 为 给 定 系 统 的 广义 准 对 称 变 换 。 
4.、 例 
例 4 研究 数学 皖 的 小 振动 ， 其 乓 为 ， 质 量 为 mm， 工 agra- 


nge 水 数 工 一 二 mpz(g%2 一 如 92) ,这 里 及 = 也，9 是 摆 对 负重 线 的 
倾角 。 
我 们 导出 运动 方程 为 
BR =0 
《1 》 对 于 交换 
fet+e, Fe*(f*)—=o(f) (ww) 
借助 命题 2 ， 我 们 可 以 判断 它 是 否 为 对 称 变换。 这 里 At=。， 
A¢ 一 0， 式 《5.6.23) 的 左边 等 于 零 ， 因 此 变换 (4 》 是 村 称 变 
换 ， 而 Lagrange 函数 是 变换 的 不 变 重 。 
《2) 变换 
=, 9 下 (不 ) 一 信人 十 上 (5) 
对 给 定 的 问题 来 说 不 是 对 称 变 痪 。 因 为 式 (5.6.23》 的 左边 等 于 
VR?， 显 然 不 会 是 某 个 函数 对 时 间 的 令 导 数 。 
我 们 来 看 看 ， 如果 应 用 这 些 变换 来 解 方 程 ， 将 发 生 什 么 。 系 
统 的 解 是 
v= Asin(Ri+ cw) 
其 中 和 4 及 a 由 初始 条 件 确定 。 将 变换 ( 4 ) 应 用 于 这 个 解 ， 有 
多 市 一 ASinLR(l* —e)++ oo] 
中 我们 得 到 方程 的 另外 一 个 解 
to AsinChi* + oI) 
其 中 a&j=a 一 hs。 
营 应 用 变换 (5)， 则 
p= Asin(Ris+ a)+e 


显然 ， 这 表达 式 不 是 系统 运动 方程 的 解 。 
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5.6.5 Noether 定理 及 其 逆 定 理 


1，Noether 定理 

定理 1 设 给 定 的 有 限 群 人 ;的 无 限 小 变换 〈5.6.6) 是 完整 
保守 系统 的 准 对 称 变换 ， 那 么 此 完整 保守 系统 存在 7 个 线性 独立 
的 第 一 积分 ， 形 如 


Ei 
Lss+ > ， 
r=1 


Cs (Cal) 
(8,6.29) 
这 里 ET Gs (一 
5 证明 3 因为 给 定 无 限 小 变换 〈5.6.6》 是 准 对 称 变换 ， 有 
{2 
d 
As+1 -一 CAN 下 一 0 


考虑 到 式 (5,6.11)， 雇 及 Ai= >,，ei" ， 我 们 有 


a=1 


fz rr | ， 疗 HL 二 
二 - 们 [eev 二 束 ao 
md ar 8、 1 
= 这 - 吕 )eja=。 
因为 积分 域 是 任意 的 ， 而 ee 彼此 独立 ， 因 此 对 完整 保 守 系统 的 
真实 轨道 ， 我 们 有 


d dO 
di [ze Bg i114 ]=°, (=1,",7) 
FS 
或 
A OL je 
er > Og: tC (=1,,7) 1 


定理 1 就 是 英名 的 Noether 定理 。 在 + =1 的 情形 ， 第 一 积 
分 有 形 
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3 全 + Ai=AC (5.6.30) 
i=1 


某 些 作者 在 文献 中 把 满足 对 称 变换 ， 而 不 是 准 对 称 变换 作为 
条 件 的 定理 1 称 乙 为 Noether 定理 。 这 有 时， 我 们 证 明 的 定理 可 
以 称 之 为 广义 Noether 定理 。 

例 5 质量 为 久 的 质点 在 均匀 力 场 中 治 直线 运动 , Lagrange 
图 数 有 形 


1 人 
= 二 Rx 
Ze, 


其 中 R=const. 
元 限 小 变换 纪 玫 2X* 一 %+e 是 蕉 对 称 变换 。 因 为 由 式 
《5.5.23) 有 


ch= 一 二-(A7) 


即 Ai= 一 * 丰 , 按 定理 1 ,我们 有 形 如 《5.6.30) 的 第 一 积分 ， 
即 
. mi— Rt=C 1 
2. Noether 逆 定 理 
研究 带 Lagrange 坪 数 工 = 工 (0 人 的 力学 系统 , 它 的 Hess 
行列 式 
187| = | 
这 时 存在 矩阵 R= hl 的 道德 阵 及 ~ 5 一 | 志 沁 。 因此 


2 hes = Drs 
1=1 
假设 已 知 完整 保守 系统 的 ”个 线性 独立 的 第 一 积分 
DD" (1,0,0) =C,, 《CC 一 jy) (5.6.31) 
我 们 设法 寻找 相应 的 无 根 小 准 对 称 变换 
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=t+ >, er (fg,9) (3.6.6) 
go) =git) + 2), ef? (dd)， (=1, ,nN) 
a=1 
对 于 完整 保守 系统 来 说 ， 其 任意 轨道 必须 满足 
Gl OL aL 


0 og ge 
因此 
ni 
_d Br 87。 加 
>( df Gd; Og; a 9 nt 
(5,.6.32) 
这 里 7 一 < 一 Gisn, (8 一 ] yr, ns aA, ,ry) 


羡 
在 式 〈5.6.31) 两 端 对 时 间 求 导 ， 并 与 式 (5.6,32) 相 用 ， 


d Rd br OL 
-本 于 人 52 一 Og: )55=0 


(a=1,,7) (5.6.33) 
显然 ， 这 些 关 系 泊 任意 轨道 慎 福 足 ， 将 它 表 为 展开 式 ， 得 


oD 一 6D: ， 亡 bD* . 
ee a 一 人 
之 dg; ©! 和 用“ 
02 志 27 . O27 ,» Fo Se 
= 下 二 -0 
名 Df00G: Boog G90g: 4 Da: 
很 明显 ， 洛 任意 软 道 ， 所 有 3; 的 系数 应 为 老 ， 邵 
aD" 人 HL . : 
-~ 一 一 一 一 人 一 了 J 1 ,ps 一 1 ve 
89; 0600 Ts 人 
解 上 面 方程 组 ， 我 们 得 到 
$7 = Dh 0 ($=1] "13 A=1,""*,r) 
j=1 i 
(3.6.34) 


现在 令 万 "一 了 二 了， mie’ (5.6.35) 


=1 
nn 大 eS: 
那么 有 | -> 1), (=1, .7) 


(5.6.36) 
如 果 :< 也 用 式 (5.6.34》 单 值 地 确定 ， 当 函数 "已 知 时 ， 那 
么 是 2 能 求 册 条 确 到 任意 国 数 2" 二 4“(t,4,4)。 这 意味 着 ， 选 内 
体 的 阴 数 4a 二 1,…,?)， 我 们 得 到 确定 的 谁 对 称 变换 。 特别 
地 ， 置 4° 二 0C4= 二 1,*…，+)， 我 们 径 到 
¢=L"(D"- 允 证 是 (cx 一 1: 和 sy) 
SR (5.6.37) 
将 式 (5.6.35) 代入 式 (5.6.33〉 中 ， 根 据 命题 3 可 知 ， 求 出 的 
殉 限 小 变换 是 准 对 称 变换 。 因 此 ， 我 们 得 到 下 述 定 理 。 
定理 2 ”如果 已 知 完整 保守 力学 系统 的 ” 个 线性 独立 的 第 一 
积分 ， 那 么 由 式 〈5.6.6)，(5.6.34)，(5.6.36) 确定 的 无 版 小 
变换 是 系统 的 准 对 称 变换 。 
显然 ， 由 定理 2 求 出 的 变换 是 非 单 什 的 。 
推论 ”如果 已 知 完整 保 守 力 学 系统 的 ” 个 线性 独立 的 第 -- 积 
分 (5.6.31)， 那 么 系统 存在 乌 式 (5.8.6)，(5.6.34),(5.6,37) 
确定 的 唯一 的 无 限 小 变换 是 系统 的 对 称 变换 。 
我 们 称 定理 2 为 Noether 定理 的 逆 定 卉 。 
应 用 定理 2 的 推论 ， 我 们 米 研究 一 个 例子 。 限 于 +=1 的 情 
形 ， 而 末 知 的 变换 家 为 形式 
E+ At, gi (1*) = g(t) + Ag: 《5.6.38) 
其 中 Af Et, Agi— 04 +oAt, Hq 
例 6 研究 例 4 数学 摆 的 小 振动 。 显 然 ， 系 统 有 第 一 积分 
ml P+ 03) = 
表示 摆 的 机 棋 能 守恒 。 这 里 ，D =mi(? + 局 9?)。 
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由 式 (5.6.34) ， 有 


由 式 〈5.6,37)， 有 
和 一 (请 一 -全 各 ) 一 (9 十 和 0 一 292) 一 一 2 
这 内 ， 利 用 式 (5.6.38)， 我 们 求 得 
At-= 一 2s，Ae 一 上 有 十 见 At 一 0 
这 样 ， 在 给 定 情形 中 ， 变 换 谍 =i 一 2:，P*( 殷 ) 二 9( 直 ) 是 系统 的 
对 称 变换 。 


5.6.6 力学 中 蕉 本 守恒 定律 的 推导 


利用 作用 车 中 被 积 应 数 的 类 型 ， 异 助 于 Noether 定理 ， 可 找 
到 完整 保守 系统 的 乱 笨 轨道 保持 为 常数 的 函数 ， 亦 即 守 伍 定 符 。 

1. 能 量 守恒 定律 

我 们 研究 当 力 学 系统 的 Lagrange 了 荡 数 不 明显 依赖 于 时 间 ， 
即 工 = L(g,9) 的 情形 ，Noether 定理 给 出 什么 。 

对 二 的 独立 性 意味 着 ， 积 分 (5,6.4) 在 通常 意义 下 ,相对 于 
无 限 小 变换 

=iie, gtt*) =g(t), (2=1,"* ,Np) 

是 不 变 的 。 事 实 上 ， 式 〈5.6.23) 的 左边 等 于 零 ， 因 此 A4 二 0。 
由 式 (5.6.30)， 我 们 得 到 运动 方程 的 第 一 积分 有 形 


LC 《5.6.39) 
这 个 关系 ， 众 所 周知 ， 称 作 广 义 能 量 积分 或 者 Jacobi-Painlevé 
积分 。 

对 于 稳定 系统 ， 式 (5.6.39》 给 出 有 适当 的 机 械 能 守 便 定律 。 

2， 广义 动量 守恒 定律 

设 工 不 依赖 于 坐标 Yo ”ye ， 亦 即 它 们 是 循环 坐标 。 在 此 请 
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形 中 ， 无 限 小 变换 
i* 二 $, pi 2 一 0， (A=I,, ;tor+1 ,+ ,%) 
使 作用 晶 为 不 变 的 ， 因 为 在 这 种 情形 式 〈5,5.23》 左边 等 于 零 。 
利用 式 《5,6.29)、 我 们 得 到 ? 个 第 一 积分 
-二 。 或 ps. 二 Cs， (=1l,* ,7r) (5.6.40) 


亦 即 ， 由 Noether 定理 得 到 :相应 于 循环 坐标 的 广义 动 蜡 在 系 
统 运动 时 保持 为 常数 。 容 易 证 明 ， 系 统 的 动车 守恒 以 及 动 明和 矩 守 
再 都 可 由 对 循环 坐标 的 等 式 (“5.6.40》 而 得 到 ， 因 上 比 有 下 里 的 结 
论 。 

命题 4 如果 广义 坐标 4: 是 这 样 的 ， 使 系统 象 整体 一 样 在 方 
疝 dg: 上 移动 ， 而 所 有 外 力 在 这 方向 上 的 投影 之 和 和 等于零， 那么 
按 Noefher 定理 ， 由 艺 相 对 于 无 限 小 变换 

1*—i; gi =0g:, 17ly gti=gi+s 
的 不 变性 ， 引 出 系统 动量 在 方向 dw 上 的 动 旱 守 乌 定律 
i (8.6.41) 


命题 7 如 果 广 义 坐 标 gi 是 这 样 的 : 使 dc: 相应 于 系统 绕 
某 个 轴 的 转动 ， 而 相对 这 轴 的 外 力矩 之 和 等 于 零 ,那么 根据 Noe- 
ther 定理 ， 由 Lagrange 函数 相对 于 无 限 小 变换 
t=i; gi—=gi, LtFl; gi=gite 
的 不 变性 ， 得 到 系统 相对 于 这 轴 的 动量 扎 守 恒定 律 ， 形 如 
Sn [5.6.:12}) 


5.6.7 Noether 定理 的 推广 形式 


1. 广义 Noether 定理 
设 力学 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 坐标 91,… ,gs 来 询 定 , 并 受 有 

8 个 一 阶 非 线性 非 完整 约束 
fa= fal(t,qg,d) =0, (B=1,*, 8) (5.6.43) 
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根据 六 ppell-HeracB 定义 《1.4.10)， 广 六 坐标 的 变 分 6g 必须 
满足 


3 fs og;— (5.6.447 


对 一 阶 非 线性 非 完 整 系 统 ， 我 们 有 广义 Noether 定理 和 5。 
定理 3 设 对 给 定 的 非 完 整 系统 ， 无 限 小 群 变换 (5.6.6) 是 
区 谁 对 称 变 换 ， 司 时 这 些 无 限 小 变换 你 油 吓 站 ppell-deraeB 
定义 ， 则 些 非 完 整 系 统 存在 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 ， 形 如 


OL . : 
了 二 到 Cs Ca ls) 


:=] 
(5.6.15) 
其 中 二 人 一 
[证明 如 果 无 限 小 群 变换 (5.6.6) 是 广义 准 对 称 变换 ， 则 


£2 a 
st fd. hy | 
ee 3 A) + 2 Qidg: Jat=0 


f=1 


考虑 到 式 (5.6.11)， 我 们 有 


’ 之 £ | df (Le: > dg: eT A ) 
jad Bl 8 
二 (6.4) 
因为 无 限 小 变 澳 式 (5.6.6) 满足 起 ppell-HeTaes 定义 ， 故 
> Of a Fe 一 0， (R= ,ee ,rs B=1,°,g) 
i 84 
| 《5.6.47》 
引入 ILagrange 乘 子 我 们 有 
rr 3 BA，- 
2 * 2 2 一 (5.6.48) 
三 冯 二 B= f=1 0g: 


一 冰 02 一 


将 式 (5.6.16) 和 (5.6,48) 相 加 ， 有 


12 


(et 庆 旺 He 
tl =1 


ls OE i 
2 2 0 


B=1 
的 为 税 分 焉 是 任意 的 ， 而 5, 彼此 独立 ， 所 以 对 于 序 研 究 的 大 完 
再 系统 的 实际 轨道 ， 我 们 有 
有 即 
IT.és+ 世人 6 二 1 一 人 (a= 1 ,+) 中 
当 & 二 1 于 ， 定 理 1 进化 为 如 下 推论 。 
推论 1 只 要 无 限 小 变换 乓 生成 函数 和 后， 厨 以 及 规范 荫 数 
人 满足 


3 [et CC) — to(£.9.0) =0 (P=1,",£) 
i=1 


(5.6.19) 
> et (Da pe 
i=1 oF: 人 Pe 4: Oe 


+ py 十 帮 ( 下 人 这 ) 二 
1=1 


(5.6.50) 
则 非 完整 系统 存在 守 人 重量 


CL 

这 和; fs; js "A—=C=const. 
{5.6.51) 

是 非 线性 非 洁 整 系统 Noether 定理 的 一 种 特殊 形式 ， 共 

中 我 们 称 式 (5.6.49)、(5,.6.50) 为 广义 Noether 等 式 ::, 由 推 


一 503 一 


论 1 ， 我 们 可 以 得 到 非 完整 系统 经 典 的 守恒 量 。 例 如 
(1]) 取 名 =0， 名 =1，4= 一 0， 则 广义 Noether 等 式 退 化 为 


他 n 
Ofs, _ 了 BL ee 
过 06: {i= (B=1,", 8)s Dt 下 
Ei 人 
宁 恒 量 成 为 

2 

一 AOI. 

= 7 Ls 


由 此 ， 我 们 浊 然 可 以 得 到 关于 广 半 能 明 积 分 的 判定 定理 , 即 § 5.1 
的 命题 3 。 
《2 ) 假设 广义 力 有 势 ， 即 0Q;: 二 0。 取 $=1， 其 余 弓 =0 
(天 1)， 并 且 鱼 :=4 二 0， 则 广义 Noether 等 式 成 为 
ar 0 外 


O01 本 Og1 " 
守恒 定律 (5,6.51》 成 为 
i 
Og1 
显然 ， 这 就 是 相对 于 循环 坐标 gi 的 循环 积分 或 者 说 广义 动车 穿 


恒 律 。 
当 系 统 是 完整 非 保守 系统 时 ， 定 理 3 退化 为 下 述 推论 。 
推论 2 设 对 完整 非 保守 系统 ， 无 限 小 变换 (5.6.6) 是 广义 
准 对 称 变换 ， 则 此 系统 存在 ?个 线性 独立 的 第 一 积分 ， 形 如 


Lss+ > ， 训 而 + =C。 (Ca 一 ly) . 
(5.6.52》 
其 中 = 一 G59。 
这 就 是 完整 非 保守 系统 的 广义 Noether 定理 。 当 =1 村 ， 
是 Djukicc 利 Vujanovicca272 推广 的 Noether 定理 的 形式 。 
2， 广 义 Noether 六 定理 
对 于 非 完 整 系统 ， 同 样 可 以 由 已 知 的 第 一 积分 ， 来 寻求 相应 
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的 无 限 小 广义 准 对 称 变换 。 
假设 蕊 知 非 完整 非 保守 系统 的 > 个 线性 独立 的 第 一 积分 
Dt gD) (cx 一 1，esy) (5.6.53) 
对 于 所 研究 的 非 完整 系统 来 说 ， 其 任意 轨道 必须 满 是 


£ 
dd. OL DT 一 @; 一 之 ne 


dt Og; Gg: 他 ， 
SR ) 
因此 
2 g 
Ee Ee AP Ofa Nza 
> df 0g ~ Og: 人 六 《2 Bg; )5 =0 


《5.6.51) 


dd =/d 8 ar 2 Of a Nze 
“2 = 84 一 50 Ci 之 2 的 全， 


00; 
f=1 
(a=l1,*" ,7) 《5.6.55) 
将 上 式 直 示 为 展开 式 ， 有 
D7 罗 ap’ 7 i 
+ 
Ot re Og; jl 0 gh ( BOG 
OL . BL a 
> Be 
89;64， 3508 Dg; Qi(t,g,0) 


在 
。 Of s(t,g,0) < 
0 5 J 0 
很 明显 ， 沿 任意 轨道 ， 所 有 9; 的 系数 应 为 零 ， 即 


(I= ms KA=1,",r) 
解 上 面 的 线性 方程 组 ， 我 们 得 到 


— 805— 


_ -1DD* 
1= > 万 ) (z 一 1,。 ss 父 一 1， ?#) 
人 
(5.6.55) 
二 上 aL --。 bp 
令 D’=Lé;+ > ， Bg, Ss +4 (5.6.57) 
t=] 
那么 
ER 
于 一 大 人 ( 盖 下 (gly) 
i=1 。 


《5.6.58) 
显然 式 (5,6,56)，(5.6.58》 和 成 (5.6.34)，{5.6.36) 在 形 
式 上 完全 一 样 ， 国 此 求 出 的 无 限 小 变换 《5.6.6》 是 不 唯一 的 。 
对 于 非 完整 系统 来 说 ， 其 广义 坐标 的 变 分 必须 满足 Appell- 
UeTaeB 定义 《5.6,44)， 即 必须 满足 


0 
> fe < i 一 0, {a=1,* rs B=1,,g8) 


i= 


式 和 式 《5.6.57) 代 人 式 (5.6.55)， 并 整 坦 有 


he a < BL = “rd pr or i 
at 2 0 -2 Os rr 
(a=1,",7) (5.6.59) 
入 据 命题 5 知 ， 我 们 求 出 的 变换 是 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 于 是 
我 们 得 到 如 下 定理 。 


定理 4 ”如 果 已 知 受 一 阶 非 线性 非 完整 约束 “5.6.43》 的 非 
保守 系统 的 > 个 线性 独立 的 第 一 积分 .那么 出 式 (5.6.6)， 
5.6.56)，(5.6.58) 确定 的 无 限 小 变换 ,只 要 满足 Appell- 
UeraeB 定义 ， 必 是 系统 的 广义 准 对 称 变换 。 
这 就 是 非 完 整 非 保守 系统 的 Noether 逆 定 理 。 它 在 形式 上 
与 完整 保守 系统 的 Noether 定理 中 相应 的 公式 一 样 , 但 现在 求 出 
的 变换 必须 满足 appell-Heraca 定义 这 个 限制 。 如 果 去 掉 这 个 
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限制 ， 我 们 便 得 到 完整 非 保守 系统 的 Noether 遂 定 理 。 

推论 ”如 果 已 知 完整 非 保 守 系 统 的 > 个 线性 独立 的 第 一 各 
分 ， 那 么 由 式 (5.6.6)，(5.6.56)，(5.6.58) 确定 的 无 限 小 变 
换 ， 必 是 系统 的 广 闵 淮 对 称 变 换 。 

例 7 Appeli-Hamel 例 。 

考虑 一 质量 为 x 的 质点 ， 在 重力 作 开 下 的 运动 ， 所 受 有 非 线 
性 非 完 整 约束 为 

f=i~a(t + y=0 

半 统 的 Lagrange 函数 为 


也 一 壮 必 (条 十 和 十 32) 一 888Z 


令 et 
刚 [ 3 mg: 十 乡 :二 88 ) —meg 
有 Se 
现在 取 旨 二 0， 全 一 方向 ， 借 一 广 各 ， 鲁 一 二 后 
Se 
02 3 
则 
3 
By - 6 ， ey a 
> > 六 —41é3) 一 eg (G1 + 09) i? 
i=1 t=1 
Te ld 
ta td) dd td ==0 
3 
df A 
六 < — 653) 
t=1 f=1 


=ag1(g i + 分 ) 


i dg ,#4 
一 CCC 十 人 3) se se 0 
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即 我 们 引进 的 无 限 小 变换 满足 Appell-dHeTaes 定义。 假 设 此 变 . 
换 是 广义 准 对 称 变换 ， 则 


ar Or cra or or ,1 
Ot 0 Od 0 bg 0 
d 
= (a=1,2) 
ea A a a ee 
即 由 ~ FMB sm dt Gg2 + gs) 
放 2 一 一 入 ia -90 
Gs 
于 是 有 
1=— mgt gt) + mg 12 一 —m 
工 此 ， 系 统 存在 守重 量 
3 
2 及 or ea a rs 
+ 2 Gd $A =C, (2=1,2) 
ed | 
有 
mG + +t) + mggs =C 
和 
二 i 6 i 好 1 = 
mg( 一 ) tm ( 人 ) 和 六 Cs 
即 G1/ G2 = C3 
其 中 C= Cm =const. 
由 这 两 个 第 -积分 ， 我 们 立即 得 到 系统 的 运动 辑 线 。 代 回 原来 的 
直角 坐标 为 


CirCEFI x A) = CE YY) = Cz —2) 
其 中 zo, yo 和 是 系统 在 f 一 0 时 的 位 置 坐标 。 
下 面 我 们 来 应 用 非 完 整 系统 的 Noether 逆 定 理 。 对 Appell~ 
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Hanmel 系统 ， 显 然 成 记 
3 


,Of HL ; 
2 f=0, MT 中 =0， (i=1,2,3) 


好 系统 存在 广义 能 时 积分 


1 ee 1 
(ito + 9 ) + THB = 志 C= Sonst, 


所 以 
二 
Dd to ls) 9 Meg 
dd 
) Bj 2 Bg 2 Gg ™ 2 
-pn 
O01 Ha OF2 ss Ogs Ts 
oa:L 。 
故 有 O08; = 6;, (f=1,2,3) 
> 1 
hi hii: ($=1, 2, 3) 
i 3 
出 二 hs; ,有 9 我 们 求 出 . 
i=1 
这 1., ag 1. = 1 
Ssh § od hads 
的 于 二 
将 上 面 结果 代入 所 = (DD 一 杞 -8 后 一 1), 有 
r=1 
] 2 1 
GL + 到 mg9s 一 7 ] 
人 
取 i= (+o +t G+ omg 


则 一 0。 考 虚 到 式 《5.6.12)， 有 
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; bi 1 
ly Sg Ee 


tl 


A 
Lz hag 


容易 验证 (t=1, 2, 3) 满足 APpell-deraea 定义 ， 故 所 求 广 
义 淮 对 称 变换 为 


i* =#, gt 全 一生 人 一 9 二 本 
这 恰 是 前 而 为 求 第 一 个 守恒 量 而 引进 的 无 号 小 准 对 称 变换 。 1】 


$5,7 力学 系统 的 积分 不 变量 


仿 所 周知 ， 守 恒定 律 在 力学 与 物理 学 中 起 着 重大 作用 。 特 中 
是 由 PoincargE'2 首先 引出 的 所 户 积 分 不 变 昌 有 具有 重要 价值。 
Poincaré 为 了 研究 天 体 的 运动 ， 尤 其 是 三 体 问 题 中 产 近 的 和 双 
浙 近 运动 的 稳定 性 ， 广 泛 应 用 了 积分 不 变量 。Chazy 借助 积分 厅 
灾 景 理论 在 三 体 癌 题 中 得 到 新 的 结论 。Wilkins 的 研究 借助 积分 
不 变 昌 给 出 了 研究 流 时 和 赵 尹 运动 的 重要 结果 。 积 分 不 变 遇 在 统 
计 物 理学 ， 基 子 力 学 及 微分 方程 的 定性 理 诊 中 获得 了 应 用 。 


设 有 常 微分 方程 组 
hy “ee, Kn £), (z 一 1，…，3) (5.7.1) 


它 可 耳 究 作为 允 维 空间 中 避 有 坐标 x1，-…, zs 的 点 的 运动。 如 果 
研究 这 样 的 - 些 点 ， 它 们 在 初始 时 刻 占据 天 维 区 域 Ds， 那 么 在 
后 续 时 刻 它 信也 将 占据 思维 区 域 Du。 方程 (5.7.1》 的 其 个 解 组 
沿 这 个 区 域 计 算 的 到 重 积分 ， 如 果 在 任何 时 刻 保持 自己 的 值 ， 按 
Poincare 的 定义 称 之 为 上 阶 积分 不 变量 ， 

如 果 积 分 不 变 明 对 初始 条 件 的 任 选区 域 具有 不 变性 的 性 质 ， 
那么 称 它 为 绝对 积分 不 变量 。 如 果 积分 区 域 应 是 封闭 的 ， 那 么 相 
应 的 积分 不 变量 则 做 相对 积分 不 变量 。 


= 一 LO 一 


5,7.1 Poincare 一 阶 线性 相对 积分 不 变量 


1， 存在 Poincaré 线性 积分 不 变量 的 充分 条 件 

始 果 把 带 关 个 自由 刻 完 整 保 守 系 统 的 运动 解释 为 相 点 在 28 
维 状 态 空间 中 的 运动 ， 则 可 由 下 amilton 正则 方程 来 描述 。 

定理 1 在 227 扒 相 空间 (gi, ,qs 力 **， 2p) 对 由 HHammi- 
lton 正则 方程 
oH 
Gg; 
决定 的 完整 保守 系统 的 运动 来 说 ， 存 在 如 下 的 相对 线性 积分 不 变 
量 


六 四 == 一 (zt 一 1， obit 3) (5.7.2) 


n= 5 pdr (5.7.3) 
f=1 


[证明 i al 作用 量 从 一 个 真实 轨道 过 渡 到 
另 一 个 真实 轨道 的 等 时 变 分 。 每 -个 轨道 我 们 用 某 个 参数 “来 
确定 ， 它 依赖 于 由 点 的 初始 位 置 ， 亦 即 冉 广义 坐标 2 及 广义 动量 
户 的 初始 值 给 定 的 系统 的 初 值 状态 。 我 们 有 


£2 tr nn 


t A 

of za I >( 旗 Be + jg -gr ) 
又 对 等 时 变 分 来 说 ， 变 分 和 微分 运算 成 立 -交换 关系 

ee 
9; 一 dE Dos 
又 券 弄 到 
or a 05 ， d /aL 

6 = Bg 0g: )— df (3 jaez 
因此 

了 2 到 好 

OL ~ aL 

0) 7 = 2 “2 04:| 
加 r=1 2=#z :=1 f= 三 友 


相 工 (站 - 告 器 ora 


因为 这 些 锅 近 委 道 是 真实 的 ， 那么 当 沿 它们 运动 时 ,满足 Lagra~ 
nge 方程 ， 故 这 时 


sf rd = 5 | 一 忆 昌 0g: 图 
在 开 ET 
或 者 过 湾 到 广义 动 统 


fs 闻 中 
sl Ld = > pdqg: | -5 pq, | (5.7.4) 
“A i=1 12 f=1 f=£1 
因为 
d= da 
于 是 式 《5.7.4) 可 写成 
8 . a 好 
区 Blt, dr = 2D pidg: | 5 pidg: | 
£=1 t=ta :=1 2 二 £1 
或 者 
E23 扩 和 
0 古 ( 志 = 5 pgr | -ptg: | (5.7.5) 
t=1 ffs tl 天 二 后 
Ls 
Bl, =) Ld 
上 


我 们 想象 相 点 的 初始 位 置 的 封闭 轮廓 Cr， 它 依赖 于 参数 4。 二 
以 Ce 上 的 每 个 点 作为 始点 建立 要点 的 轨道 ， 正 好 得 到 某 个 管 形 
胃 道 。 每 个 时 间 # 值 相应 于 答 形 轨道 的 某 个 截面 《机 守 的 攻 涉 
财 纶 廊 )。 为 了 使 系统 初始 状态 的 轮廓 是 封 亲 的， 参数 “ 应 是 另 
一 套数 的 周期 孜 数 ， 即 初 值 2, 与 终 值 < 应 重合 

Xl 二 XX, 
这 时 
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dz 


中 sad =| P(E, «) =0 


at 


因此 ， 由 式 《5.7.5) 知 
Pu > tig — fi3 p09:=0 
i=1 i=1 


这 里 工 与 人 分别 代表 相应 十 时 刻 二 及 fs 的 管 形 轨 道 截 面 的 对 六 
轮廓 。 六 此 ， 对 任意 时 秘 有 


姑 
站 中 >， 名 ;607 = 一 COsSt。 | 
r=1 


我 们 所 得 到 的 积分 不 变量 称 为 Poincaré 一 阶 线性 相对 积 分 
东 变 最 ， 或 者 Poiacare 线性 积分 不 变量。 
注 财 ， 有 些 书 4") 将 Poincare 线性 积分 厅 变 景 记 作 


Li= 中 pray (*) 


. 1 = 三 1 
事实 上 这 和 式 (5.7.3) 是 一 回 事 。 这 是 因为 ， 引 进 参数 <%， 由 
J:= g(t, CC)， (2—=1, ", 为》 


在 计算 《〈*) 式 时 a 代表 的 是 状态 空间 微分 ,时 间 变 量 是 不 变 的 ， 
即 (*) 式 可 表 为 


n Ea 
r= Ep Ep a 
i=1 i=1 
而 券 虚 到 


故 式 (5.7,3) 成 为 
l= pg = 站 志和 aa 
f=1 f=1 
在 本 章 中 ， 我 们 均 采 用 符号 “8”， 不 采用 符号 “4”"， 以 便 不 与 一 般 
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微分 的 概念 相 混 消 。 

2， 奉 在 Poincare 线性 积分 不 变量 的 必要 素 件 

前 面 已 证 明 ， 对 卫 amilton 方程 组 ，Poincaré 积分 不 变量 
是 存在 的 。 下 面 我 们 证 明 相 反 的 结论 。 

定理 2 如 果 微 分 方程 组 

9 4&， 的 gb) i=, ,1) 

(5.7.8) 

具有 Poincaré 线性 相对 税 分 不 变 显 五, 那么 它 一 定 有 开 amiiton 
于 则 方程 的 形式 。 

[证 明 ] 歼 实 上 ， 在 此 情况 下 ， 有 


让 天 
寺 后 dp: dd 
o= 二 = ro dit } br 4 


借助 分 部 积分 法 有 
『 zy: ‘dg; dg: 
jp = 


或 者 根据 方程 (5.7.6) 
中 > Pig: — YBp;) = 0 
1 二 工 


由 于 积分 轮 诗 是 任 训 的 ,那么 被 积 国 数 乃 是 基 个 国 数 一 产 (加 9， 力 》 


DPiBg — O80p) = OH g, p) 
i 三 ] 
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即 


人 I 


由 定理 1 和 定理 2 可 知 : 微分 方程 组 (5.7.6》 为 Hamilton 
正则 方程 的 充 要 条 件 恒 是 存在 Poincaré 一 阶 线 性 相对 积分 不 变 
量 (5.7.3)。 

5.7.2 高 阶 积分 不 变量 

1， 高 阶 积分 不 变量 

我 们 变换 表达 式 (5.7.3)。 因 为 


09, prg: 一 > 《GO 力 ;十 让 507)》 


i=1 i=1 
位 Pa pgi=0 
i=1 
因此 
中 并 oz 二 一 也 
t=1 
故 


TB Dp: —g,0p:) (5.7.7) 


应 用 Stokes 定理 ， 有 


中 -Per vdx + F(x, war={f 1 -J)axd Vy 


这 里 “是 由 封闭 轮 廊 C 限制 的 任意 曲面 。 于 是 , 式 〈5.7.7) 变 为 
= 用 2 > 0pbg: = 什 了 dpidg: (5.7.8) 
“oF=1 "gi=l 


最 后 的 积分 我 们 记 作 YT， 并 称 之 为 二 阶 线性 绝对 积分 不 灾 景 或 一 
阶 积分 不 变量 。 


Cartan"1 借 功 干 他 建立 的 外 形式 方程 证 明了 存在 更 高 阶 的 ， 
一 直到 2# 阶 的 积分 不 变 景 ， 有 形式 


Te 人 ye | >， Pognd padgrird pindqir (5.7.9) 
2k fis 
《天 一 2， CN R) 
Te 一 人 人 > Opidgid pid Dp dgir 
四 
(P=2, "ee, 1) {3.7.10) 
奇数 阶 不 变量 是 相对 的 ， 炳 数 阶 不 变量 是 绝对 的 。 此 外 ， 如 有 果 沿 
计算 I 的 轮 谭 是 对 天 的 积分 区 域 的 边界 ， 则 有 
Tim 了 am-ly 【2 一 和) (53.7.11) 
在 此 以 及 上 一 小 节 确 定 的 积分 不 变量 也 称 和 做 万 有 积分 不 安 昨 
或 通用 积分 不 变 景 ,因为 它们 不 依赖 于 Hamiiton 函 数 了 (i, 9， 才 ) ， 
因此 对 任何 Hamilton 系统 都 是 对 的 。 
2、 Liouville 定理 


-jap padg2"""d Prd 


也 是 积分 不 变量 ,在 统计 物理 学 中 有 重大 价值 并 被 称 作 Liouville 
积分 不 变量 ， 它 表示 对 任意 财 刻 相 空间 的 体积 的 不 变性 。 

定理 3 (Liouville 定理 ) 了 Hamilton 正则 方程 所 决定 的 相 空 “ 
间 的 状态 变化 保持 相 体 积 不 变 ， 即 


7 =)/- fpi0g:3 p09 dg, (5.7.12) 
| 
是 绝对 积分 不 变量 。 
在 证 明定 理 3 之前， 我 们 先 讨论 培 阶 积分 不 变量 的 理论 。 设 
T=) {Me oxidwendr (5.7.13) 
按照 状态 方程 


一 516 一 - 


x 

(下 
在 %:+L 维 空间 中 变化 ， 现 在 来 看 着 若 要 使 了 是 积分 不 变革 ， 则 
4 必须 满足 什么 条 件 。 

假设 式 05.7.14) 的 通 解 为 | 

Xi = Nik, Cy, rr, Cm)s {2=1, 1 (5,.7.15) 
其 中 ,am 为 积分 常数 。 对 每 一 个 运动 来 说 ，%4， …， cam 不 
变化 ， 与 时 间 无 关 。 于 是 ， 我 们 可 将 了 用 Jacopi 积分 表 示 如 下 

T= ER OX, Lay Xm) a 


Ol, Cz, oe, Cm) 
上 式 < 的 积分 距 不 是 时 间 上 的 国 数 ， 积 分 的 区 域 是 任意 设 定 的 。 
因此 ， 有 积分 不 变量 的 充 要 条 件 是 


由 『、 O(N, Kas oo Km) 
Ma 0 (5.7.16) 


-= Xs ooo, Nm? zy 《z 一 1 boa #7 ) {5.7.11) 


Qlxv, Ns aae3 Tm) --—— 
了 DBKal 区 2 rm) 3 


dbx pc DBXi Oxa 
因为 od (2 Ba 之 Bk Oa 
所 以 
3 BOX! Bx Ox , Pxm 
KE1 Dxx Dali Bai Dal 
2 
OKI OXxx HX HE 
df rs 本 一 一 一 + 人 
到 之 Oxk Pas Ba2 Ha: 


yo Bx ds Oxm 


Oxx 0s Om Bm 
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CITTTTETTETTELE LD LL 


Bo Oxx Hom Om 
Di Ox2 ， 的 企及 OX 
Ga1 Dawl fl xx Dal 
Bx Drs ,5 9Xe Om 
十 。* 十 OX; Ou; OX Os, 


OX! Oxz, Owe 
Bam Ham ~ 5 cm 


- 瞄 ) 僵 je 人 


X; 
=( i ) (6.7.17) 
f=1 
由 式 (5.7.16), 有 
Mf 
J T+ +M -0 (5.7.18) 


将 式 (5.7.18) 代入 式 《5.7.17) 中 ， 有 
站 Es 
J e+ xd( 二 全 )7= 


bi 
6 OM _ 
2 有 一 (5.7.19) 


因此 ， 我 们 有 如 下 命题 。 
命题 1 常 微分 方程 组 (5.7.14) 具有 纺 阶 绝对 积分 不 变量 
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(5,7,13) 的 充 要 条 件 是 ， 函 数 届 谐 足 式 (5 ,7.19)。 

对 十 Hamilton 力学 系统 的 相 积 分 (5.7.12) 来 说 ,与 式 
(5.7.13) 比较 可 知 

1952 一 273，37 一 1， 而 式 《5.7.14) 成 为 


Xi= i 9 a (2Z=1, +, 7) 
二 二 全 =f_。 一 。 (Ee=t 1 2 
将 这 些 代 人 式 (5.7.19)， 有 
2nm 2 
之 由 2 (52) 2 ( ee) 
-)- 


i=1 
即 满 足 式 《5.7.19)， 因 此 出 命题 1 ， 我 们 证 明了 定理 3 。 

由 定理 3 ， 还 可 以 导出 统计 力学 的 林 本 定理 一 Liouvi]e 
定理 :>， 它 是 我 们 用 相 空 间 和 概念 处 理 统 计 物 理学 问题 的 基本 依 
据 。 

例 1 谐振 子 的 运动 用 方程 

9+wg=0 
来 描述 。 求 其 解 ， 我 们 有 
§ =C.sinwt + C2cosowt 
这 里 C1 和 C2 是 依赖 于 初始 条 件 的 沼 数 。 

在 计算 积分 不 变量 时 ， 可 引出 参数 不 直接 对 初始 条 件 而 是 对 

另 一 些 由 初始 条 件 确 定 的 量 的 依赖 关系 。 因 此 ， 我 们 选 

C=pcosa, C=bpsing (&) 
这 里 在 计算 五 时 2=p 而 计算 I 时 ?由 0 到 po 变化，5 一 
const.， 人 由 0 到 2 变化。 


此 系统 动能 有 形 为 工 二 于 dt， 因此 
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一 -一 上 二 ADC ICOSoE -一 人 sinoeoEy) 


Qs 
于 面 来 计算 积分 不 变量 
27 8 2 
了 一 | BOF = | a Sede 一 GO | 《COSCMCOSc 
二 


bsinasinoi} (bcosacosof — sinosinwi)dr =abwpi x 


而 


Po 2T 
Op, 9) 
1 =| | (o ey deda 
0 9 
椒 中 
CR 
Bo, cj baw 
因此 


Ao 27 
了 3 -| { wwbpdoda =abwpdT 人 
0 0 


5.7.3 正则 变换 与 积分 不 变量 
if，Poincare 定理 
定理 4 二 阶 绝对 积分 不 变量 了 = 人 并 bz89: 在 坐 祭 的 


“Di=l1 


正 财 变 换 下 是 不 变 的 ， 即 
时 ,0880 = 5S) aPL6Ou {5.7.20) 
Di=!1 “D i=1 


证明] 因为 积分 区 域 总 是 相 人 空间 中 的 任意 二 维 此 面 、 那 
么 为 表征 相 点 在 曲面 上 的 位 置 ， 我 们 选 两 个 参数 人 及 vz， 以 使 
让 一 0 0), pi;= prtt, 站) 
我 们 有 有 
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如 《 pi 3 人 
Bd p89; = fe -dly 


加 样 
5PaCe= 7 Oe 
因此 ， 式 (5.7.20) 成 为 
下 > 一 dattlzy == 全 过 te ady (5.7.21) 
Di= DR= 
因为 积分 域 忆 是 任意 的 ，tt, v 作对 和 和、 因此 式 (5.7.21) 
仅 当 JacoPi 行列 式 之 和 相等 才 是 可 能 的 ， 即 


Hpig) 人 Po On 
> O159) 二 (zt yy (5.7.22) 


斌 究 虫 怀 消 数 rng, 0, 确定 的 正则 变换 ， 我 们 有 


OU ee _60 
bi= jg Ti™ 60; 


这 时 


a pi 二 O20 Og i O24, HOF 
2 Og;Dge Of 和 Gg:O0r Ou 


ap: OOq HU, 900 
Bo OFiOgr Hv . 二 Og: OO Bo 


将 所 得 表达 式 代入 式 (5.,7.22》 左边 ， Po 
并 在 每 一 行 中 提出 公 因子 ， 得 


> NE > 全 De Or) 


Ol, 2) Dg (1s,v) 
sn Be 


T9604: asoy | 
这 等 式 右边 的 第 - -个 和 等 于 零 ， 人 tr lds 
序 ， 而 赔 时 位 二 其 中 的 行列 式 当 交换 这 些 指 标 位 置 时 改变 入 


2 


于 是 
二 a [a i) a 有 fr a » ;1) 
We pis gi -= 和 了 ASE 


jl tm ;AS1 DO;DCk O(n) 
类 似 在 

SO 

这 (800) es LE -BOsv) 
因此 


OP) Po 
二 G60) 之 Ct | 
定理 4 又 称 为 Poincare 定理 。 这 个 证 明 的 想法 是 伐 用 
Gojldsteins29 的 ， 那 里 引用 了 疡 (2 力 , 1》 这 个 母 图 数 。 用 回 样 
的 方法 可 研究 由 另外 类 型 的 苹 国 数 实 现 的 正则 变换 。 显 然 ， 考 虑 
到 式 (5,7.8》 知 ， 害 理 4 央 明 ， 一 阶 Poincare 积 分 不 变 景 
(5.7.3) 在 正则 变换 下 也 是 不 变 的 。 
2， 例 

例 2 计算 例 1 的 谐振 于 的 积分 不 变 晤 在 谷 标 的 正则 变换 下 

的 性 质 。 作 为 母 函 数 ， 我 们 取 已 一 六 aogzctgO， 这 时 


OU, 1 
Rr 0 人 法 和 二 =aogetel 


由 此 得 
4 7 28 sing， p= 248P cosO 
写 出 简 谐 振 了 的 Hamilton 了 消 数 
五 一 了 十 了 = 了 0 二 = pp 
其 中 c ==aw? 是 恢复 力 移 系数 。 写 出 变换 后 坟 amilton 芍 数 
OU 


H*=H+ “a = H=wPcos:0+ oPsinO= wD 
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这 时 amilitonr 正则 方程 为 
* fH 5 6 天 _ 
QO= pp 一 2 一 .一 00 0 


由 此 得 出 
P=const.，Q=wt+7, 并 且 卫 一 让 ， 这 里 巨 是 振子 的 总 能 
莉 。 常 数 玉 及 7 与 常数 Ci 及 C2 用 关系 
五 = 去 a: (CHC) 7 一 3 arctg , 
相 联系 。 因 此 ， 例 1 中 关系 ( 4 》 表 示 为 


六 一 了 dozpx(coszc 十 配 sin2w)j Y=—arctg(btga) 


计算 积分 不 变 昌 


re》Pao- wm 六 : ‘de 


加 ”ieop3(cos2c 十 esjn2ce 3 J 
二 201 一 52tg2aycos2a Oo 
,ax 
-| a = abwpi a 
2 4， 
类 似 地 
站 0 37 
Pb, 
Em 
0 0 


5.7.4 关于 积分 不 变量 的 唯一 性 定理 


1947 年 ， 中 国学 者 李 华 中 证 明了 无 论 是 相对 的 还 是 绝对 的 
任意 阶 通 用 积分 不 变量 的 唯一 性 。 他 指出 ， 任 何其 他 的 通用 积分 
不 变 旱 仅 和 上 和 询 积分 之 一 相差 一 个 常数 内 子 2。 尤其 重要 的 是 关 
于 一 阶 积分 不 变量 的 本 华中 定理 。 

定理 5 李 华 中 定理 ) 营 
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4 = SCA, | Prodg: 好 如 PO dP (5.7,23) 
1=1 


是 通用 相对 积分 不 变量 ， 则 
I’ =el, C8.7.24) 
这 里 ec 是 常数 ，7, 是 Poincaré 线性 积分 不 变量 。 
[证 明 2 为 简单 起 见 ， 认 为 上 =1。 这 有 时， 从 天 的 不 变性 


‘df, 
知 ， a =O 盈 


i 中 ca q, P69 + B(i. g, p)8p)=0 (5.7.25) 


对 忒 《5.7.23)〉 来 说 ， 积 分 是 沿 相 平面 (gq, 如 ) 上 的 封 卫 回路 选 
取 的 。 应 用 Hamilton 正则 方 穆 ， 可 得 到 其 遂 解 有 如 下 形式 
4 =qglt, Go, p3), P=pli, go, po) 

其 中 go, ps 是 当 二 时 4g, 思 的 初 值 。 假 设 

go=4do(0), po= pro) 
是 由 初始 条 件 的 封闭 轮廓 所 确定 的 银 数 ， 便 得 镜 任 意 时 刻 封闭 轮 
廓 的 参数 方程 

d=g(t, a), P=pli, «) 
积分 1 中 的 cg, 吉 用 这 些 国 数 代 杰 厂 ， 在 式 〈5.7.25》 对 积分 后 
下 求 导数 ， 然 后 改变 对 # 的 导数 和 变 分 的 顺序 ， 得 


dB 
[等 ‘8g+ A 3 + 8p+.B0 di 全 ]= 0 
对 上 式 左 边 分 部 积分 并 利用 积分 轮 廊 的 封闭 性 ， 有 


(dA dg dB _Ap 1 
中 tA a +t df db+ Bed) 


= (4 0- 84 -9 +-3 88 一 8B- | 


- 约 莹 :( 关 -各 ) 痊 ]s 
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我 们 记 
a (5.7.26) 
洲 虑 到 Hamilton 方程 
一 旺 
一 
最 后 得 
ao4 _ 8H 8B aH 、* Ne 
$I( Gi 7 6 joa+( ai -oj 一 《全 7 了 9 


因为 等 式 5.7.27》 对 任意 封 妆 的 积分 轮 麻 是 对 的 ， 那么 被 积 表 
达 式 是 某 个 谓 数 的 变 分 ， 亦 即 
a 他 
D 加 、 ot Bf. Op 
由 式 (5.7.26) 


《5.7.28》 


Bz HA 0 
a Hpat Gg0t 
因此 式 (5.7.28) 变换 为 
0 az 86H, % Ho 
0t 8p 0g ar 8p | 


即 


B44 “OB St 
Op dg Se 


主 是 ， 我 们 有 
(Aep) 923 
6p dg 
因此 存在 这 样 的 消 数 多 (tq, 办， 使 
89b=(4—cp)dg -Bop 
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这 上 
ASg + BoPp=cphg t+ 
因此 
了 1 一 Pag + B88) =o Bog 十 Pop=e1, 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 当 * 1 了 时， 虽然 证 明 本 身 变 得 比较 复 杂 ， 
但 证 明 的 思路 仍然 是 这 样 的 。 让 


5.7.5 Poincaré-Cartan 积分 不 变量 
我 们 研究 Hamilton 作用 量 的 非 等 时 变 分 A| df。 对 于 比 
a 


” 较 的 真实 轨道 ， 它 们 带 不 阿 的 初始 条 件 ， 即 初始 肘 刻 和 终了 时 刻 
以 及 初 阅 人 举 标 和 终了 坐标 部 是 不 国定 的 ， 而 是 参数 “的 朱 数 : 
1 =i,(a), gi=qi(%); isis(), gq};=gi(2) 
(一 ] oe", 4) 

应 用 分 部 积分 法 ， 有 

sl) {2 [43 

AS= 4| LAt=| Ldt+ LAt | 
{1 


ii(g) i 


因为 邻近 轨道 是 真实 的 ， 那么 重复 5,7.1 中 的 计算 ， 我 们 得 到 
| Ldf = (pg,| -pidg: | ) 
在 i=1 t=42 :=4 
+ 工 | Ats—L | At 
1i=fy z= 


利用 非 等 时 变 分 和 等 时 变 分 间 的 关系 “2,2,16)，、 有 


Ai| = Og | + oAtr) Ads (R=:-1,2) 
£2 Lf= i 


以 及 Hamilton 峭 数 的 表达 式 下 = pit 一 工 ,可 将 Hamilton 作 


r=1 
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用 最 写成 
| a par| -| At | 


=fs 

SE | 可 A 

最 后 ， 研 究 在 初 值 «1 与 终 值 s 相 重 合 条 件 下 相 轨 道 对 参数 % 的 

依赖 性 。 选 Hamiiton 作用 量 非 等 时 变 分 由 %, 到 xz 的 区 间 的 积 
分 ， 我 们 得 到 


#4 


Pn (Spag HA) fi (Ppan Ha)=0 


或 者 
f(D pag HAt) oonst. (5.7.29) 


所 得 积分 称 为 Poincare-Cartan 积分 不 变量 。 存 计算 它 时 研究 
在 扩充 的 相 突 间 中 的 管 形 轨道 。 该 空间 除 广义 誉 标 9: 及 广义 动 
基 pf; 以 外 还 有 时 间 t 作为 坐标 ， 而 沿 其 积分 的 环绕 管 形 轨道 的 
轮廓 不 一 定 是 同时 状态 的 轮 高。 是 然 ， 如 果 积 分 是 沿 同时 状态 的 
轮廓 进行 ， 那 么 Poincare-Cartan 积分 不 变量 (5.7.29) 蛮 为 
Poincaré 线性 积分 不 变 甘 〈5.7.3)。 

类 似 5.7.1 节 ,我 们 也 可 证 明 一 个 逆 命 题 . 设 一 阶 微 分 方 程 组 

号 


dp: 
一 人 =0O; (i, gi pn, Sf =P;(h, ai! Pi? 
(2, j=1, *, 4) (5.7.30) 
县 有 Poincaré-Cartan 积分 不 变 是， 那么 它 一 定 凤 有 Hamilton 
正则 方程 的 形式 多 。 因 此 ， 我 们 有 如 下 结论 。 “一 
定理 6 相 空 间 的 状态 方程 
dqr dp 
“07h qi, Pi}s Pi gi, Pi) 
(2, f=1, *", 4) 


D2 


是 瑟 amilton 正则 方程 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 Poincarc-Cartam 
各 分 不 变量 


I = f(T biAg:— HAt) 


i=1 


5.7.6 没有 积分 不 变量 的 动力 学 方程 
让 本 章 5.7.1 和 5.7.5 可 知 ， 如 果 力 学 系统 的 运动 不 可 以 异 
助 Hamilton 正则 方程 来 横 述 ， 亦 即 如 果 作 用 在 它 上 面 的 力 不 是 
保守 的 ， 那 么 一 般 来 说 表达 式 中 并 pa; 或 中 (并 和 ay 一 Ai 
j=1 f=1 


不 是 不 变量 ， 而 是 依赖 半 时 间 的 。 
我 们 研究 这 样 类 型 的 两 个 例子 。 
例 3-21 设 一 个 自由 诬 的 力学 系统 的 运动 是 衰减 振动 ， 可 用 
微分 方程 
+2nG+ kg=0 (a) 


来 描述 ， 这 里 &>2>0。 此 方程 的 解 为 
=e -at(Cisinoi+ Cacose 芍 ， 其 中 轿 一 下 -二 (5) 
局 例 1 一 样 引出 积分 常数 C: 及 C; 对 参数 P 及 a 的 依赖 关系 


CI 一 PCOSC， 人 一 玉 00S] 刀 以 《 》 


动能 形 为 


故 广 义 动 里 为 
| P= 本 -一 9 一 ge” nrC (ucosof ~—nsinwt) 
—C(wsinnt +ncoswt)) 


现在 计算 中 zag， 我们 有 


一 -< 028 一 - 


P8049 = nade” Const, (Cay 
例 45” 如 果 力 学 系统 的 运动 用 方程 
好 一 2 .38 十 天 一 0 a) 
描述 ， 这 里 &>Hz>0， 有 解 | 
2 二 e” (Cisinot+Cacosoi)， 基 中 四 = 素 一 本 (5b) 
容易 得 到 
中 pag= raboni e 2 Fconst, Ce) 


显然 ， 例 3 结 暴 《d ) 与 例 4 结果 〈* ) 的 差别 仅 在 因 池 
e -2 或 e294 。 因 此 、 当 时 间 无 限 增 大 时， 中 p69 在 例 3 中 减 


小 到 零 ， 而 在 例 4 中 无 限 增 大 。 所 以 ， 系 统 相 轨道 管内 部 分 布 着 
由 初始 条 件 的 小 变化 所 引起 的 所 有 干扰 相 轨 道 ， 在 例 3 中 缩小 为 
一 点 ， 而 在 例 4 中 无 限 扩 展 。 这 是 与 下 面 事实 相 联 系 的 ， 在 例 3 
中 的 训 减 振动 是 稳定 的 ， 与 此 则 时 在 例 4 中 带 有 增 大 振幅 约 振 动 
力 是 不 稳定 的 运动 。 


$5.8 历史 资料 


5.8,1 名 家 介绍 


S.]D. Poisson (1781 一 1840) ”法 国 数 学 家 、 力学 家 、 物 
理学 家 。 主 要 贡献 在 弹性 理论 ， 流 体 动 力学 ,外 弹道 学 ,静电 和 五 
铁 理 论 ， 仿 微分 方程 理论 和 概率 论 等 方面 。 在 刚体 运动 学 方面 有 
Poisson 方程 ， 在 分 析 力 学 方面 有 Poisson 括号 ，Poisson 定理 
等 。 

C. G.J. Jacobi (1804 一 1851》 德 因 数学 家 。 椭 同 函 数论 
的 创始 人 之 一 。 在 分 析 力 学 方面 ， 他 改进 和 发 展 了 Harnilton 的 
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工作 ， 建 立 了 一 变 解 动力 学 答 分 方程 的 方法 ， 即 Hamilton- 
Jacopi 方法 ; 给 出 了 最 小 作用 量 原 理 的 Jacopi 形式 等 。 

J 了 , Jiouvilie (1809 一 1882) ”法 国 数 学 家 。 创刊 并 疏 编 
《Tournal de Liouville? 这 个 十 岂 世 纪 最 著名 的 数学 杂志 了 捞 四 十 
. 年 ， 对 纯 数 学 和 应 用 数学 做 出 过 重要 焉 献 ， 主要 工作 涉及 数学 分 
析 ， 尤 其 是 微分 方程 理论 ， 代 数 ， 几 何 ， 数 论 。 此 外 ， 对 数学 物 
带 ， 天 体力 学 和 理论 力学 亦 有 贡献 。 在 分 析 力 学 方面 ， 他 建立 卫 
关于 瑟 amilton 正则 方程 决定 的 相 空 间 的 状态 变化 保持 相 体 积 不 
变 的 车 名 Liouville 定理 。 
| FE. 工 . Whittaker (1873 一 1956) ”英国 数学 家 .物理 学 案 。 

在 理论 力学 、 光 堂 和 电磁 学 等 方面 发 表 许 多 论文 。1904 年 出 版 
《分 析 动 力学 >，， 本 书 很 好 地 总 结 了 本 人 世纪 以 前 分 析 力 学 的 成 就 ， 
在 剑桥 大 学 多 次 出 版 。 读 书 1924 年 被 译 上 成 德 交 ，1937 年 被 详 成 
俄 文 。 

. R. Noether (1882 一 1935) ”德国 数学 家 。 主 要 贡献 在 
高 等 代数 ， 群 论 和 不 变量 理论 。 她 在 (不 变 灾 分 问题 》(Invariant 
Variationsprobleme，1918) 中 提出 车 名 的 Noether 定理 ， 损 
示 了 动力 学 系统 的 守恒 量 与 其 内 在 的 动力 学 对 了 称 性 的 玉 在 关系 。 
近年 ，Noether 定理 被 推广 到 物理 学 和 力学 的 多 种 领域 虫 ， 形 成 
了 一 个 热点 


5.8.2 ”关于 分 析 力 学 方程 的 积分 理论 

在 分 析 力 学 方程 的 积分 理论 方面 ， 本 章 永 要 讲述 了 七 个 癌 
题 ， 动 力学 方程 的 丙种 降 阶 方法 ，Poisson 定理 及 其 应 用 ， 焉 则 
变换 ， 互 amilton-Jacobi 方法 ， 场 方法 ，Noether 定理 ， 力 学 系 
统 的 积分 不 变量 等 。 

当然 ， 略 于 分 析 力 学 积分 理论 的 还 有 诸如 ILagrange 括 
号 中 ，Levi-Civita 定理 及 其 推广 :33， 已 知 半 数 积分 动 力 学问 
题 的 解 及 其 推广 2223， 根据 已 知 积分 确定 作用 在 系统 上 的 力 55， 
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具有 对 动 其 为 线性 的 积分 的 系统 ， 具 有 对 速度 平方 的 积分 的 系 
统 :0， 有 时间 积分 定理 的 推广 ”20， 局 部 能 量 积分 55 等 。 


习 总 


:， 试 证 明 $5,1 中 的 命题 4。 
>， 应 用 Whittaker 方程 和 循环 积分 米 解 对 称 陀螺 在 光滑 水 平面 上 的 运 
一 。 
3 一 力学 系统 受 有 --- 阶 线性 齐 次 定常 的 非 完整 约 来 
时 = 由 + Cesing + gsings 
系统 的 动能 为 


i 
T= (d+g2 tg + 4) 


势能 为 
t= gg + 97) 
试 这 求 特 坏 积分 ， 并 利用 循环 积分 降 阶 运动 方程 。 
4。 设 某 系 统 的 Hamiiton 国 数 为 
THe/fnte, fAf (gis Pi)s gs Pa) es 9ns 为， 对 
试 证 明 函 数 f(g PD)，fe(fi gz pa) fn《fn-ii gn pn) 痢 是 第 … 积 分 。 
5。 试 证 对 Hamilton 呐 数 为 
全 
> 和 fx(gxs PED 
Hlgo, $2) =*>1 
加 
> ， PrCqns Ps») 
太一 
的 方程 组 来 说 ， 国 教 f(g Pr) 一 JI(gr, Ps)9r(grs Px) 是 第 一 积分 。 
6. 试 证 变换 


Qa= gape Pain( (二 jp383] 人 = 1 中 


是 正则 的 ， 并 求 第 四 类 变换 的 母 函数 Falps, Ps, 1), 
7. 变换 
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车 | 三 VEN cose， Ki EN sing, = —») 
实现 了 由 直角 坐标 向 广义 坐标 的 过 渡 ， 求 广义 动 其 的 变换 公式 
pri = pei ,DP, pis Das Pes t) 
确定 变换 的 正则 性 ， 并 求 出 母 沿 数 7。 
8。 在 平 走 上 运动 的 质量 为 所 的 质点 与 两 个 固定 中 心 工 和 互相 开 作 用 。 
所 和 及 之 间 的 距离 为 2c。 相 互 作用 势 等 于 


Pe (AKA A 
区 沪 A + J 
其 中 Ne 
是 引力 中心 到 质点 的 距离 ， 而 71 和 ?7: 是 常数 。 试 求 Hamilton-Jacobi 方 


程 的 全 积分 。 
9， 蕊 和 襄 某 力学 系统 的 Hamiiton-Jacohi 方程 的 全 积分 为 


S= -ul (fa (a dg, 


共 一 1 
十 > ， 人 区 = cs)jFsfgr)d9s 
S= 了 本 


试 求 该 系统 的 Hamilton 谓 数 。 
10。 试 用 积分 artprrrg 方程 的 场 方法 求解 Jarmxtprraa 雪 杰 的 惯性 运 . 
动 ， 此 系统 的 Lagrange 函数 为 


工 = 于 (本 +y? ) + 
约束 方程 是 ee 
3 = xtgP 

11， 试 用 非 完 整 系统 的 广义 Noether 定理 求 均 质 球 在 相 糙 水 平面 上 运 
动 的 第 一 积分 。 

12， 试 还 明 $5.6 定理 3 的 推论 1。 

13。 没 涡 数 f(g gn， ,pn) 是 某 Hamirton 系统 的 第 一 积分 。 
在 境 广 相 宅 间 中 选取 一 初 娩 所 问 路 C1,， 使 它 位 于 上 述 第 一 积分 所 决定 的 某 
张 柱 分 曲面 上 ， 由 Ci 生成 一 芒 答 ， 在 此 省 管 上 任 取 一 环绕 流 竺 的 闲 曲 线 
C， 试 证 明 
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ed 


了 7 一 中 Ty pAq1~ (H+ fA] 
t=1 
的 值 与 《在 流 管 上 的 选取 充 关 。 
14。 设 国 数 flqi, “0 das Pls Ye pn) 是 某 Hamiilton 系统 的 第 -和 分 ， 
试 证 
7 = 人 ge ad 
2 


各 


是 绝对 积分 不 变量 。 
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第 六 章 ”分 析 力 学 的 张 量 方法 


张 曙 分 析 ， 起 初 被 称 作 “ 绝 对 微分 学 "， 它 是 在 和 物理 学 的 
相互 促进 中 发 展 起 来 的 ,已 经 有 百 午 源 史 。 自 Einstein 发 表 著 
名 的 广义 相对 论 论文 以 来 ， 张 量 分 析 在 理论 物理 、 力 学 等 领 成 中 
得 旬 了 广泛 的 应 用 ， 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 。 

张 量 分 析 获 得 成 功 的 主要 原因 有 两 个 ， 张 量 分 析 把 完 长 的 公 
式 变 得 简洁 、 紧 凌 ， 从 而 突出 了 现象 的 几何 特性 和 物理 特性 ， 张 
量 运算 具有 不 随 坐 标的 选择 而 变化 的 性 质 。 正 是 由 于 这 种 不 实 
性 ， 张 量 分 析 才 被 引入 到 分 析 力 学 中 。 

撒 述 系统 (定常 的 或 韭 定常 的 运动 的 各 种 形式 的 分 析 力 学 
方程 具有 突出 的 缺点 ， 它 们 对 于 《水 包含 时 间或 包含 时 间 的 ) 华 
标 变 换 群 不 是 不 变 的 。 利 用 张 县 形式 写 出 力学 系统 的 运动 方程 可 
以 避 开 这 个 人 缺点。 这样， 一 方面 可 以 使 所 得 方程 对 坐标 变换 群 具 
有 不 变性 ， 另 一 方面 还 可 得 到 运动 方程 的 最 紧凑 的 形式 。 


$6.1 张 量 分 析 的 某 些 结论 


5.1.1 张 量 的 基本 概念 …'” 


定义 1 设 了 是 % 维 内 积 空间 ，{gi,7 三 1,"…，R} 和 人 {87 全 
1 …,4 是 芝 的 两 组 极 大 线性 无 关 组 ， 且 满足 
TE 1l, $ 一 了 
Bi*g 1 i {6.1.1) 
则 称 {g 汗 为 人 多 一 组 协 变 基 ， 好 为 生 的 一 组 记 变 基 (或 与 {gi 
对 偶 的 基 ;。 对 任意 zaE 信 ， 有 
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各 一 好 ;车 = wig (6.1.2) 
其 中 ww 称 为 矢量 如 的 逆 变 分 量 ，1; 称 为 如 的 协 变 分 最 。 式 中 使 
用 了 Einstein 求 和 约定 ， 即 重复 的 指标 表 示 求 和 。 本 书 采 用 这 
征求 和 约定 ， 无 必要 时 不 再 另 作 说 明 。 
定义 2 对 于 任意 止 整数 + ，? 重 线性 函数 
PD: XXX K—>R: (Vi 0) D0 0) 
(6.1.3) 
称 为 在 六 上 的 了 阶 张 量 (第 六 章 , 第 七 章 中 的 民 表 示 欧 氏 空 间 ) 。 
+ 重 线性 是 指 : VYv;、vi; EX，%、BEIR， 且 满足 . 
Pov, 0; 1 BVT s+ Vs) 
二 人 (二 有 和) (6.1,4) 
如 果 对 任 杰 的 ww， 光 ，zr 抵 和， 有 
es eV) LV, ,vv (6.1.5) 
则 两 个 * 阶 张 量 相 等 
记 
Bi = P(g "i,) 


号 i We 6.1.6) 


LD 滞 症 


ne 
定义 3 $i.i, 称 为 名 的 协 变 分 最 ，0; .1'*'1”* 称 为 ® 
的 洋 合 分 景 , B11"ir 称 为 @ 的 逆 变 分 明 。 
张 量 的 各 种 分 量 之 癌 并 非 彼此 独立 ， 它 们 通过 一 种 称 为 “ 度 
景 张 里 ”的 张 明 分 景 相 联 系 。 
定义 4 记 


一 要 一 《6.:i.7) 
称 gi; 为 度 晨 张 量 的 协 变 分 量 ，8 为 度量 张 最 的 逆 变 分 曼 。 显 


然 ，gij 二 gj @'!== gi 


由 式 (6.1.1》 和 式 (6.1.7》 知 
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gig’, 8' 88; (6.1.8) 
1 ，8 一 天 


1 | (6.1.9) 
€ 站 0 了 了 大 
将 式 (6,1.8) 代入 式 《6.1.6)， 得 
dd 
pie Se 2 i 
ji (6.1.10) 


pd id 
EA a 
作者 类 推 . 
册 此 可 见 ， 张 量 的 各 种 类 型 的 分 量 ， 只 要 给 定 了 一 种 ， 共 余 
的 便 可 确定 。 
如 果 对 任意 的 Uv，-…，vw,E 疼 ， 张 最 旬 的 值 
了 (Di pr) 一 0 《6.1.11》 
则 称 吧 为 专 张 量 ， 且 记 为 0。 
定理 1 设 吕 、 入 是 仔 意 的 +? 阶 张 县 , < 是 任 一 实数 ， 如 果 
接 式 (6.1.11) 定义 零 张 量 ， 且 引进 “加 法 ”和 各“ 数 乘 ”运算 ; 
对 YU ar 三 
(B+ vB + Ev) 6.1,12) 
《2 四 ) VV) = DV, ,Vr) 6.1.13» 
则 全体 * 阶 张 景 析 成 一 个 矢量 空间 ， 称 为 站 上 的 ”> 阶 张 量 空 阿 ， 
记 为 图 )。 
{证 明 2 因由 式 (6.1.12)》 定义 的 “加 菇 ”和 运算， 对 任意 的 
” 阶 张 基 画 、 各 、 .92， 满 足 
下 二 灿 = 讶 十 四，( 生 十 亚 ) TQ= 久 TT(W+Q) 
三 十 和 一 由 ， 中 上 (一 下 ) 一 0 
而 由 式 (6.1.13) 定义 的 “ 数 乘 ”运算 ， 对 任意 的 > 阶 张 景 鱼 、 
理 ， 和 任意 的 wx、8E 妨 ， 满 足 
《C 十 有 站) 加 一 4 各 二 
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XB+ P=rPp+aew 
a{ BB)= (48)P, 1:P=P 

朋 这 两 种 运算 的 结果 仍然 是 ?人 阶 张 量 。 因 此 ， 在 式 (6.1.12) 的 
“加 法 ”和 式 (6.1.13) 的 “ 数 乘 ” 定 义 下 ， 全 体 ? 阶 张 量 构成 
矢量 空间 。 

定义 5 设 了 ESA(X), WED,(N), 知 下 定义 的 映射 
“多 ” 称 为 张 量 积 : 
(TAT DIT TBP, Lp 


(6.1.14) 
其 中 DIED V4) = Dv 0 EV Ur) 
只 了 Dr 人 (6.1.15) 


按 经 上 典 的 说 法 ， 张 最 积 就 是 所 谓 的 并 琵 。 
显然 ， 由 定义 5 可 得 到 如 下 一 个 定理 。 
定理 2 = 由 多 亚 的 分 量 是 再 和 亚 的 相应 分 品 的 业 积 ， 
例如 OF) = bili gp (6.1.16) 
对 于 篇 单 张 晤 @ wtS…Va,， 定 义 值 
UD RAV 0) = HD) (Ur) 
YoUVrEN (6.1.17) 
定理 3 {ggei,D gr}, {g dg Rg} 
418 1DmOgir} 是 .了 F(X) 的 2' 组 茜 , 每 一 基 有 %' 个 简单 张 监 四 ， 
[ 到，(T) 是 
[证 明 ] 我 们 只 对 和 eg… 深 gt 进行 证 明 。 
1 " 设 ee 网 
0 
即 册 是 零 张 盟 。 根 据 前 述 零 张 其 的 定义 (6.1.11)， 有 
eitvirg Gg, (8 1 gr) 
i Bld 0 
上 式 说 明 ，g85 Cg: 是 线性 无 关 的 ? 阶 张 量 组 。 


0 如 果 @ = 号 四 必 @ur， 挫 中心，…，wr 和 EX， 则 称 张 其 为 篇 单 瑟 是。 
一 :38 


2° 对 任意 的 EFS ,( 及 )， 有 
Dvl ,0 ) = 人 BUI gr ) 
=yl CBE) 
= ii 
一 多 (DEC 
-一 birgn m0, (0 ,UV ) 
即 全 可 以 由 张 量 组 gi 名 … 避 gi, 线性 表示 ,因而 gi 的 昼 信 gs, 是 
全-(X) 的 一 组 基 。 | 
综 上 所 述 ， 任 意 一 个 + 阶 张 量 虽 均 可 表示 成 
P=6 "ig dg, 
和 根据 定理 2 ， 度 量 张 量 工 下 以 表示 为 
工 一 58 一 8 (6.1.18) 
1 阶 张 最 就 是 矢量，04 阶 张 量 就 是 常数 。 


6.1.2 张 量 的 性 质 
设 有 另 一 组 协 变 基 {gi,i 一 1,…,n}。 将 gi' 在 g: 上 分 解 ， 有 


下 (6.1.19) 
由 8&1; = 8 = A gr'g! 
= A*, Al, gu 《6.1.20) | 
同样 ， 将 新 逆 变 基 {g ,二 1 ,2w} 在 {8 上 上 分解， 有 
8 =B’; ei (6.1.21) 
岗 ge' "=g''g’ = BB!g*g! 
=BLBig*! (6.1.22) 
由 gi -gi 二 681， 得 
本 全 五 =07, (6,1.23) 


好 敌阵 (41.) 与 (Bi) 互 为 逆 稚 阵 。 
新 的 协 变 基 {g' 诱导 出 ,( 久 ) 的 2' 组 新 的 乘积 基 ， 一 
{ee ， gO…@g'}。 张 量 吕 在 新 
一 8540 一 


基 下 可 表示 为 
二 一 we WR; 


Fe 
= 一 甸 "2 7 Cog Og, 
1 


CTITETELETTIETTETIELITLILET TELTELI 


i FAA ‘gi 1000 0g " (6.1.24) 


将 式 {6.1.21)、(6.1.19) 代入 式 《6.1.6),， 可 得 中 的 新 
介 分 量 之 间 有 如 下 关系 : 


0 

i ir 
Ee OE (6.1.25) 
Lo 一 4， ; a0. A in 


与 矢量 类 似 ， 张 量 也 有 形 如 趟 (6.1.24) 的 实体 表示 和 形 如 
式 6.1.6) 的 分 量 表 示 两 种 表示 方法 。 


6.1.,3 绝对 微分 
设 系统 在 状态 空间 中 质点 的 位 置 由 矢量 


r=r(g’) (6.1.26) 
表示 。 取 访 变 基 矢 量 为 
站 三 
Bi Bg {86.1.27) 


显然 ，{gi,% 二 1,…,1} 将 是 随 点 变化 的 局 部 协 变 基 *3。 
因 守 ;是 矢量 ， 故 可 令 


Dg， 
-和 《6.1.28》 
共 中 {18 开 一 1 是 造 变 基 ， 因而 
了 《6.1.29) 


定理 4 如 下 关系 成 让; 


17Der gi dg 
roa= 坟 ( Sik 十 C8 . | 


a 0g" Og* (6.1.30) 
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1 C6.1.31) 
Oeil Og _ Og: 
ig{ .Tet 0 i 
(3 Bg ~ Og :) (6.1.32) 
其 中 了 5 称 为 第 二 类 Christoffel 符号 了;;,x 称 为 策 一 类 人 Chri- 
2 
[证 明 ] 由 式 (6.1.27》 和 (6.1.28) 和 


1 
i 
i 2 


es Or r 

一 0000 一 ni;gr=] 1k 
fg: O27 
= FT} gg 


By’ 9g'0g’ 
由 求 偏 导数 次 序 的 可 交换 人 性， 得 


1 龙 
了 二 = 一 [| 


因而 有 
PS&ix DervB8t》 Og: gr 
dg og 00 MR dg! 
= gti gi ng 
Ti Tks 
辣 理 可 得 
Dg; i 
Ge =T i 十 了 
Ogi: A 
各 ve jk 
由 以 上 三 式 可 推出 
人 ] f dpis PS 8) 
i a t gg’ ~ oqt 


式 《6.1.32) 可 由 上 式 及 式 6,1.28〉 直接 得 到 。 
将 “3 和 在 着 变 基 上 分 解 ， 有 :27 

DE (6.1.33) 

需 注意 的 图 ， 瑟 和 不 是 张 量 分 量 ， 亲 为 当 坐 标 系 由 { 转换 
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为 {9} 时 ， 有 
Og? Og' 


ee gog Bg + A A? .Br Ee (6.1.34) 


不 服从 张 旦 分 量 的 转换 关系 〈 困 -8 人 7 全 5 一 般 不 为 零 ), 式 
中 


这 由 式 〈6.1.9)、(6.1.23》 和 (6.1.27) 即 可 得 到 ， 
把 定义 在 质点 上 的 任意 估量 a( 六 在 瞬时 了 押 变 基 或 逆 变 基 上 
分 解 ， 有 
ut) =u (tg (gt =u (tg (gt)) (6.1.35) 


从 而 
dutt) de dgi(f 
5 -2 Bit) + 4 (FD De) (6.1.36) 
因 
A(t) dg: do; or 
a!) se Ti (8.1,37) 
et lee’ {£) do’ 
he 
da 7 
={ 和 -1 Ty se (6.1.38》 
D ? 了 
记 DS {6.1.39) 
di di dF 
da Dr 
则 J (6.1.40) 


了 称 为 矢量 分 车 si 对 参数 i 的 全 导数 ， 亦 称 为 绝对 时 数 . 
类 似 上 面 的 推导 ， 我 们 还 可 得 到 
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da Da ， dst: 3 Ee , 
- - 避 g(t 一 mdr )e 6.1.41) 


加 后 称 为 分 性 Ww 的 绝对 导数 。 
由 式 (6.1.39)， 有 
Dw =de’ + Ti;utdgi (6.1.42) 
Da 称 为 欠 量 分 太 zt' 的 绝对 微分 ， 亦 称 为 全 微分 。 
将 式 〈6.1.35》 对 2 求 俩 导数 ， 得 


Bu Ou :Og: 
Bg’ Og er: * Ggi 
at 全 本 
=( 0; + 2 fr jg = Vg (6.1.43) 
~ Owi 
其 中 Vs = og + Ti 


称 为 逆 变 分 坚 w 对 坐标 4! 的 协 变 导数 。 


3 6.2 基本 动力 学 量 和 运动 
学 量 的 张 量 表示 


6.2.1 速度 与 加 速度 


1. 定常 情形 
设 质点 的 位 置 由 矢 径 >=r(d5 志 示 , 即 系统 是 定常 的 ,其 中 9 
是 广义 坐标 。 取 协 突 基 舌 量 为 


Bi 二 dg: (6.2.1) 
网 [1722 
Ls (6.2.2) 


出 式 “6.1.40》 知 
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j= gt ) (6.2.3) 


式 《6.2,2) 和 (6.2.3) 分 别 是 质点 的 速度 和 加 速 罕 的 张 量 
表示 。 


2. 非 定常 情形 
对 王 非 定 当 系统， 质点 的 位 置 可 以 用 矢 径 
r=r(g’,t) (6.2.4) 
表示 ， 则 
.Or ar _Br 
于 一 -7 大 十 一 HE = gigi+ GE (6.2.5) 
dg: Gr ,Or 
一 全 :二 人 去 togi f+ di 《6.2.6》 
矢量 g: 是 坐标 六 . 和 时 间 上 的 阔 数 ， 故 
de: bg; ,; Bpge 一 17 上 Og: 
di 人 ot i of 
A2 
i A 
= gr+ Hg (6.2.7} 
; or Or or 
记 mi 二 Gr = gi (6.2.8) 
= (6.2.9) 


由 于 对 每 一 个 时 刻 £ ，g: 《或 中) 是 系统 构 形 空间 的 基 ， 而 
志方-，-5 左 是 构 形 室 间 中 的 关 明 ， 所 以 可 将 它们 展开 成 吕 (或 
gf:) 的 线性 式 ， 

rT ie Tg (6.2.10) 


Or 了 r " 
oF = 了 I ig;= 1g {6.2,.11) 


由 式 (6.2.10) 及 girg’ 一 0 ， 知 
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a Or 
Ti=g Tr i (6.2.12) 


Dy -ELfaa Ga; gn\ 
命题 1 Ti*= Co -G+ 
[5 证明] 将 式 《6.2.8) 的 两 边 对 了 求 偏 导数 ， 


Ba Or Br or Br 
Gg’” 66g Bg* A ‘Ogi0g* 


‘6.2.13) 


Aa; or or pr _ fr 
Gg* Gqr0g’” 6 + Dg’ Ggrdt” 


Br Or 
由 gu 一 Bg "8377， 得 
PDEA Or Or Or Hr 
Of Og Gg " Ht0g’ " dg* 


(aa Om | 4) — (2 Or 2 ) 
(or Bg* Ogi6t * Og* 


i 


.Or Or 
~ 6g Ggt 


利用 命题 1 ， 可 将 I 写成 
ri (Ga <) 


一 了 7 


2 SA Bo + 《6.2.11) 
委 式 《6.2.11)， 系 数 7'; 为 
D2r Be 
Ti ga Bi 1" = pg,, (6.2.15) 
1/, 0 _ 64 
命题 2 7 了 (2 如 Se (6.2.16) 


[5 证明】 由 式 (6,2.8) 和 (6.2.9) 知 
Bair ,Or roOr 
Ot 6g0t a: ol: 6g’ 
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04 bar _ or 


G9 ?202 ov 


将 以 上 两 式 代 入 下 式 
| 1/ ,or Or 
2 于 一 )= 人 了 pe 
Or, or 

aFf2 Bdi; =1 . 1| 
利用 命题 2 ， 可 以 将 系数 斑 写成 如 下 形式 

二 了 Ba 04. 

Ti=y 8 (2 3 or) (6.2.17) 
由 式 (6.2.14》 和 (6.2.17)， 质 点 的 加 速度 具有 形式 

Fe(II 21 0 + I ) gg: "(6.2.18) 


式 (6.2.5) 和 (6.2.18)》 分 别 是 非 定常 情 形 下 质点 的 速 冶 
和 加 速度 的 张 车 表达 式 。 将 它们 与 定常 情形 的 速度 和 加 速度 表达 
式 (6.2.2》、《6.2.3》 相 比较 ， 由 于 时 间 “上 的 出 现 ， 式 (6.2.5) 
比 式 (6.2.2) 多 了 一 项 ; 式 (6,2.18) 比 式 (6.2.3) 多 


了 两 项 ， 即 
(27 10 7 Tg: 


6.2.2 动能 和 加 速度 能 
1. 定常 情形 
如 时 系统 由 六 个 质点 组 成 ， 每 个 质点 的 位 置 由 3 维 欧 氏 空间 
中 的 和 尔 径 rm 确定， 质量 为 zi ， 财 系统 动能 为 
T = mr 
系统 的 位 形 由 3 维 欧 氏 空 间 中 的 矢 径 > 类 示 。 设 
Ti= Xie Xie,+xX:e, {6.2.19) 
r= Viey (8.2.20) 
其 中 ee 是 如 区 中 的 标准 正 交 基 :，ei，e:，es 是 RR 中 的 标准 正 交 
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基 vw’ 如 下 选取 


2 攻 
则 条 统 动能 全 可 以 用 矢 径 r 表示 为 
Es a 
7 = mr ir 
设 系统 的 位 形 由 蕊 个 广义 坐标 95，…， 2" 确定 。 利 用 式 
(6.2,5)， 上 式 亦 有 形式 


1 1 
于 区 Pirro 8 


系统 的 加 速度 能 S 


S = “Fs 
考虑 到 式 (6.2.19)、(6.2.20) 和 《〈,6.2.22)， 上 式 亦 可 用 矢 径 
r 表示 成 


} | 2 | 
1 J (6.2.21) 


(8.2.22) 


1 ns 
2 可 (6.2.23) 


S37F 
2.3》 知 ， 加 速度 能 可 表示 为 


故 由 式 C6。 
a UY Ne 
Sor tI) gr" )g 
1 了? 大 7 2 
oATI TTI + "Gg tT Engg") 


ee a ee 
= gn (Ft eT + 


x gr mn sg™g™ ) 
i I 1 2 
2 062.24) 


再 利用 式 〈《6.2.3)， 最 后 得 
1 Do: De 
S = 二 pr -让 和 (6.2.25) 


式 〈6.2,23) 是 系统 动能 的 张 量 表示 式 ， 而 式 (6.2,24) 和 《f， 
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2.25) 是 加 速度 能 的 张 量 骨 示 式 。 
2、 非 定常 情形 
系统 的 动能 荆 可 用 系统 的 条 径 ， 妈 3N 维 欧 氏 空间 中 的 + 表 
示 成 
ds 
= 
设 系统 的 位 形 由 %* 个 广义 誉 标 于 ，*…*，g" 确定 ， 则 由 非 定常 
情形 系统 速度 的 表达 式 (6.2.5) 知 
T= t+) (6.2.26) 


利用 式 (6.2.8) 和 (6.2.9)， 上 式 可 写成 


Tg ta 二 了) (6.2,27) 
上 滤 即 是 非 定 常 系 统 的 动能 表达 式 。 
系统 的 加 速度 能 为 
S = 


将 非 定 常情 形 下 系统 加 速度 的 表达 式 〈6.2.18) 代入 上 式 ， 得 


二 二 二 区 二 


2 


od td +2 + ) ge (全 十 和 
+27"%6"+ TI) g, 


Dn eT 
ToBuld gd tt 2 rd gd td Gd + 91"g ~ S) 


(6.2.28) 
其 中 S 为 不 含 人 的 项 。 
$6.3 定常 系统 的 运动 方程 
设 系统 由 NN 个 质点 组 成 ， 第 个 质点 M; 的 质量 为 wz， 直角 
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坐标 为 (x1,x?,x*)。 取 54] 


于 x 
2 一 3 -1 一 一 一 37 一 
2 Wd Hi 2 me > WV pts 
(2= 1 NN) (6.3.1) 


则 3N 维 欧 氏 空 间 民 * 中 的 一 个 矢 答 r+ (点 ) 代表 系统 的 某 - -位 
形 。 设 (el,…,esw) 是 民 必 的 标准 正 交 林 ， 则 矢 径 r 可 表示 成 
| r=yie; | (6.3.2) 
设 系 统 的 位 形 由 % 个 广义 坐标 41，"…，4g” 确定 ， 即 矢 径 > 可 
表示 成 如 下 形式 


r=r(g’) | (6.3.3) 
到 :2 
DY 
Bi Ba” (6.3.1)> 
则 疼 量 张 量 候 
Br Ar 
Bi 二 Bi°8!} By Og 
8% 6 。 
汪 《6.3.5》 
下 
ds*=dr*dr=dy’dy’ (6.3.6) 


ds 称 为 系统 的 度 尼 …。 显 然 


ds:=dy’dy’ = 有 ay ‘dg* 


狗 对 于 任 :- 汕 数 1=f(g/)， 因 为 


Of Bf aor pa Of lf 
B49’ dq’ dq!’ Bq’ O47 O04" 


好 of 
所 以 站)、 训 + -站 7 共 张 量 分 且 。 
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Or 


= grdg' dy 一 3 * -de (6.3.7) 


6.3.1 Schouten-Vranceanu 方程 


- 完整 情形 
记 
Do pe (6,3.8) 
vo /= tT ee 
Do, Tw 人 
fr= 一 Er 一 (06.3.9) 


式 中 ry $= i Hs 则 系统 的 动能 为 

了 一 二 or， (6.3.10) 
其 中 Yi; 为 第 2 个 质点 好 ;在 3 维 欧 氏 空 间 RR? 中 的 失 径 ， 它 确定 
nz; 的 位 置 。 取 变换 《6.3.1)?， 则 

T= 3 = (6.3.11) 


a pl ar or,,, 
= Og" Og 44 一 2 8g Dy’ dg 


1 ,. 
= 8 (6.3.12) 
比较 式 (6.3.12) 与 (6.3.7)， 知 
ds*=2T dt (6.3.13) 
命题 1 在 前 述 记号 下 ， 有 
d 67 57 


dE 09 ~ Og di (6.3.14) 
[证 明 3 旧式 (6.3.12)， 有 


“601 


a7 了 
7 


d 37 Bg 
让 请 = 证; Gd! + geld! (6.3.15) 
67 _ 1 bgr,,,, 
而 Gg 2 Og’ 


mm GQ oF Aan Og sr wi) Bae 
政 di 89 Ng 08 gd 一 本 得 2 6g 49 
Dg , B81 _ Ogrr\ ps 
人 二 Gg’ 0 ) 


= gii9! 十 Td {6.3.16) 


因 Tj 二 gnu;， 所 以 

7 站 下 2 i 

名 9 6g ud + hgd) 
= gf = 方 C6.3.17)1 
由 命题 1 ， 我 们 可 以 得 到 完整 系统 的 与 Lagrange 方 程 等 价 

的 运动 方程 一 -Sehouten-Vranceann 方程 
f=0', O'=8 0 (6.3.18) 

式 中 QO 、0; 分 别 是 广 闵 力 的 道 变 与 苏 变 分 量 。 
例 1 快 坐标 系 中 单位 质点 运动 的 加 速度 。 记 vw, =P 为 答 向 
速度 ，zm 一 28 为 横 疝 速 着 a 为 径 向 加 速度 ,wo 为 措 问 加 速度 ， 


则 


4 水 吓 o， 4 (Ca) 
质点 动能 
太一 去 (02+ 0262) (5 
取 广义 毕 标 | 
gn, g:=6 (Cc) 


则 = + (9) 


比较 上 式 与 式 《6.3.12)， 得 
Eu=1, B= 8&2:=0, gi = (a 
写成 华 阵 形式 即 为 
I 0 
(gn =( ) 


0 和 
(gi) 的 逆 短 阵 ， 可 和 由 gix8* 二 3 求 出 ， 为 
ce*) =( 1 0 ) 
0 《8 
由 式 《〈6.1.30) 可 得 
| 
Ta 一 Ti2=Tui2 = 
将 式 C8)、( 放 代入 式 (6.1.32) 中 ， 有 
T=T5=T2a=T4= T=0 


1 
Ta T2422 = 一 g! 


1 
f =7 十 了 RE 一 人 —g! (人 7 


一 各 
将 式 (c ) 代 入 ， 得 
a = f= 06, w=tf =o +2p0 
二 式 与 用 田 的 方法 得 到 的 结果 一 致 。 
2. 非 完整 情形 
设 系 统 受 有 8 个 一 阶 线性 非 完整 约束 


记 


入 一 站 Cn 


(a@) 


(Cf) 


(8&8) 


(Ch)} 


Paidy’ 一 0， (t=ei li, Hs £=%—&) (6.3.19) 


{6.3.20) 


设 Ko; 是 齐 次 方程 组 
ivi =0 (6.3.21) 
的 ww 一 g 个 线性 无 闫 的 解 ， 即 是 基础 解 系 ; (2%,) 是 满足 如 下 条 件 
的 抠 阵 


Tit = 时 =| (6.3.22) 
ayelas f 0 i Us, 
二 -6 
dst | | 6,3.2 
he) 0 ， gb 《 3) 
引进 记号 
As ls,, Bllen: (6.3.24) 
设 函 数 i 为 满 是 下 成 的 饥 数 
Ui dy =:0 (6.3.25) 
(leay7?) 为 满足 下 述 条 件 的 矩阵 
7 ,=={ eA (6.3.26》 
CBN a 0 ， A + 
一 险 线 性 砷 完整 系统 带 乘 子 的 Jagrange 方程 为 
ee = + RR 《6.3.27》 


Id 8d: 
其 中 OQ; 为 广义 力 ，R; 为 理想 约束 反 力 ，H 
R; = A tos (6.3.28) 
式 中 iu 为 Lagrange 莱 子 。 由 式 (6.3.28),(6.3.25) 和 和 (6.3.19) 
知 ， 存 在 tx,，,， 使 得 
Ri= gi’R,= We di (6.3.29) 
由 命题 了， 得 
Dv 


Ri +O (6.3.30) 
其 中 2 =g’0, 
将 式 (6.3.30》 乘 以 BF 且 对 了 求 和 ， 有 
Bl peR: + BI (6.3.31) 


注 间 到 式 (6.3.29)、(6.3.214) 和 (6.3.19)， 得 


BR'=0 《6.3.32) 
B: De - oat vt ) 
Bd) trivoB 一 本 
es a AVALT v2 一 a Atvter 
= tty | (6.3.33) 
其 中 Tae BIAI A AA (023.34) 
Br 0 C6.3.35) 
v= Ai (6.3.36) 


关系 “6.3.36) 说 明 ， 所 有 的 广义 速度 wv 可 以 用 独立 的 广 
义 速度 家 出 。 
将 不 〈6.3.32) 一 (6.3.36) 代入 式 (6.4.31)， 由 了 :CO 一 口 ， 
得 
-和 1 一 GO 或 0 (6.3.37) 


方程 《6.3.37) 称 为 - 阶 线 人 性 非 完 整 力学 系统 的 广义 Schovten- 
Vranceanu 方程 。 


6.3.2 Boltzmann-Hamel 方程 


1. 完整 情形 
Bolitzmann-Hamel 方程 在 分 析 力 学 中 占有 症 分 重要 的 地 


位 ， 它 是 由 Boltzmann 在 1902 年 建立 ， 而 后 由 Hamel 加 以 扒 
广 的 。 
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设 指 标 *、28、r、x、2“ 以 及 和 7、、… 都 是 由 1 到 %。 取 
淮 速 度 23 wr 为 


wr (6.3.38) 
其 中 系数 $5 仅 起 广义 坐标 8 的 国 数 ， 满 足 
det(e3) 尖 0 《6.3.39) 
引入 记号 
元 一 oz (C6,3.40) 


x" 就 是 准 坐标 ， 一 般 说 来 作为 坐标 的 函数 它 是 不 在 在 的 ,而 
只 是 一 种 记号 ; 天? 也 并 不 是 fr” 对 时 间 的 导数 ， 而 只 是 在 整体 上 
作为 一 种 记号 :9。 
根据 式 (6.3.40》 可 以 把 式 〈6.3.38) 写成 
dr 一 人 7 dc (6.3.41) 
量 dr* 称 为 淮 坐 标的 微分 。 牙 (6.3.39) 的 成 立 允 许 由 式 〈6.3.。 
38》 解 出 六 ， 得 用 w?” 表 溃 ww 的 关系 式 


y= fiw (6.3.42) 
其 中 * 仅 直到 的 函数 ，(9? 是 493 的 道 矩阵 ， 即 
外 (6.3.43) 
式 (6.3.42)》 亦 可 写成 
dg =¢idx? (6.3.41) 
则 可 定 疼 广 闷 坐 奈 对 淮 坐 标的 导数 为 
= CE (6.3.45) 
显然 ， 如 果 系 数 vf 满足 
Or _ O97 


yn = oa? (or\R=1, ,1) (6.3.46) 
那么 式 (6.3.38》 的 选 正 ， 是 使 系统 的 描述 由 一 组 广 六 坐标 变 为 
另 一 组 广 妾 谷 标 。 此 时 ， 谁 坐标 Tm” 实际 上 是 系统 的 一 组 广义 艇 
标 ， 式 《6.3.44) 和 下 面 的 式 (6,3.47〉 都 是 各 然 的 结果 。 
定义 微分 算 了 如 下 
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.3 >; _6 0_ 8 
Dr Ea OF » DG 2 BT7 


当 广 义 坐 标的 选取 由 于 改变 为 多时 ， 设 


dx Fdgt 《6.3.48) 
弹出 
Dot 09 
二 Lb x i 
d= Gg 4, dg ~ Ggr 
可 得 到 
一 En og 3 
ve 了 (6.3.49) 
设 男 取 一 组 准 坐 标 T*， 二 
dr*=podm?, MR dr? 一 多 ?dr ‘6 3.50) 
式 中 (Co) 和 (23) 互 为 知 矩 阵 ， 即 
Pps, 0 (6.3.51) 
又 没 
QT 一 9 di (6.3,.52》 
由 式 (6.3.50)， 还 有 
dn ?rr de (6.3.33} 
比较 以 上 两 式 ， 得 
Pip (6.3.54) 
如 果 记 
到 = 9 (6.3.55) 
es ,a OT : 
a Pi Ps (6.3,56) 


式 .(6.3,19) 和 《6.3.46》 实际 上 上 给 出 了 坐标 《广义 坐标 或 
谁 华 标 》 变 换 下 ec7 的 变化 。 
利用 起 《6.3.45) 和 (6.3.7》 知 ，ds: 可 以 表示 成 
ds*= gidg dd = 2, dT"dnt? 《6.3.57) 
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其 中 
BE。 一 2528Er 
称 为 关于 准 坐标 r* 的 度量 张 蜂 ， 其 逆 变 分 量 为 
Br"—otv a BeBe,—0? 


记 
A; = gird*, 44, = iA 有 ?= 
则 A,= ViA:= igndt 


; BOP? HP 
vv Biontl +t .. 区 
二 内 vio!( Gyr Og ) 


0 — Fraps 
了 
rp 一 品 f FDS 


_ 工 BOB. DSoz OR en 
1 于 办 大 2 ( FT Or Bs) 


[证 明 ] 因为 w=8iwr， 所 以 


ad 1 一 人 (Oo) dos of oe. 
"dT +o 


假设 $i 仅 是 8 的 函数 ， 则 


d9; _ 090s O00: ~, 
di = gt 2 DG FED 
即 
dv ~ dwr DO 
a = 97 本 7 PHP 
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(6. 


《6 .。 


‘6. 


《6。 
《6- 


3.58) 


3.59》 


(6.3., 


《6。 


《6. 
(6, 


(6, 
(6. 


(6. 


(6. 


(6 。 


3.69) 


3.70) 


3.71) 


从 而 
2 一 0 (本 vv ) 


~ dw? pi ~ ~ 
一 9g3 人 d QPp RF ) revsT hee 


oJ ~ 一 ~ pp = 
[rise os st or or (6.3.72) 


O93 i ~ O95 pa 

vr ?gr (6.3.73) 

比较 式 (6.3.72) 和 (6.3.64》 两 式 ， 并 利用 上 式 ， 有 
Si (6.3.74) 


A TIP PE Pp 9 9p Ee 


由 式 (6.3。 MM, 8 = PI Pi Bo: 故 
8gx , OBox_ Of 
Si (3 Bot Orr 二 


人 4 一 
1 fa(p3yef) BVTPo) ~ 
ee 
T p | 
eg.,) (6.3.75) 
项 为 为 G1 


上 式 前 一 项 经 化 简 后 为 9594991"9p， 而 后 一 


er 心 (Bt 30 有 (2% BQgr 


其 中 
p Oper pp Oo? 
Y=99 97 (bo re ) 
显然 ， 如 果 谁 坐标 的 选取 庙 足 美 系 式 (6.3.46)， 则 7Y? ,一 
一 般 说 来 ， 式 (6.3,46) 并 不 满足 。 
式 (6.3.76》 右边 万 一 项 可 如 下 化 简 


(6.3.77) 


1 Na 们 7 24 ph v An OP’ 
BB (Bev gg + Ber) 
pn 


到 


I Ne 98 (Bsr? 4 a 
”2 Py Pea” Bor® Dg + Bor Pb- Gg* 


ee OPE Pp? 
Yog | Gg’ i 
] ~,， PR OOP? 
一 了 | Bg + Gn) 《6.3.78》 
将 式 (6.3.75)~ 人 (6.3.78》 代 人 式 (6.3.74) 中 ， 得 
Ep 1 
命题 得 证 。 
张 车 形式 的 Boltzmann-Hamel 方程 可 以 通过 以 下 丙种 方法 
得 到 ， 
《1) 直接 推 导 。 由 文献 C3]， 有 @ 
d 87 87 _ d OT* BT* 87T*  ， 
df 0 80 2 (车 ET Bere ) 
(6.3.79) 
其 中 
T*(gi,w) =T(g ,dG (gi , 0")) 
= (6.3.80) 


由 式 (6.3.79) 和 方程 


合 式 (6.3,79) 可 以 出 式 (68.3,80) 和 (6,3.47) 直拨 推出 。 
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dq 37 687 
df 90 dg —C! 


(6.3,81) 


进一步 可 得 @ 人 ;1 
d 07* HT* aT* 
di Bu” ~ Ox + wr 
式 中 I,= ?i0; 
为 相应 于 准 坐 标 x* 的 广义 力 的 协 变 分 量 。 
将 式 (6.3.80) 代入 式 (6.3.81)， 有 


d 67+ 07*# 67* De OF oy 总 
di Bo” Or + dwr VT Bor tore 0® 


orTry 7 一 万 。 (6.3.82) 


1 BBsr ,> 
一 六 On” Do ten OVT, 
= gov 由 "十 5 (Ge + PE jaca + Bsr 


On Om” DT 
出 式 〈6.3.9) 和 上 式 , 有 


Berd + (ov 十 区-oyY to) ww = (6.3.83) 
即 
=0*+ (T+ EY ) ww =I (6.3.841) 
式 中 Nn*=8*D, 


为 相应 于 准 坐 标 7* 的 广义 力 的 道 变 分 量 。 

方程 (6.3.82)、(6.3.83) 和 (6.3.84》 统称 为 完整 系统 的 
Boltzmann-Hamel 方程 , 式 (6.3.82) 是 其 动能 型 ， 式 (6.3.83) 
和 《6.3.84) 是 其 张 量 型 。 

《2 ) 处 用 命题 2。 由 式 (6.3.61) 和 《6.3.16) 有 


产 =93 产 一 23 人 一 276iiO) (6.3.85) 
利用 式 (6.3.59)， 上 式 可 和 写成 
f= Ps! yg"?*0;—=g°H,= 1" (6.3.86) 


和 利用 ?591 = 85 妈 下 得 出 。 
一 561 二 


由 式 〈6.3.86》 和 (6.3.83)， 可 得 下 述 命题 。 


x oo fd OT* OT* 07 ,, 
命题 3 f*=8 ( 负 Bow ane 十 Dor” | 
《6.3.87) 
2， 非 完整 情形 


设 系 统 受 有 & 个 理想 线性 非 完整 约束 | 
¢ dg'=0, (A=e+1," ,HE—=H— 8) (6.3.58) 
则 系统 的 运动 方程 为 


d 7 67 
di 0 og =0O:+R; (6.3,.£9) 


利用 式 (6,3.78), 由 上 式 和 v81 一 87 ,系统 的 运动 方程 为 


d 7* HB7* 07* 
if Bor ”Br +t Fw 


wy ,=H,+R, (6,.3.50) 


式 中 KR,=0iR:, Re=Ac 9 
Ri 为 相应 于 人 的 广义 约束 反 力 ， 衣 , 为 相应 于 准 坐 标 交 的 广义 
约束 反 力 。 显 然 ， 它 们 满足 


Ridg'=R.dr’=0 C6.3.9]) 
假设 准 速度 如 下 选取 
Xe yg, Xr gi (4g=1,"*,e =%—£) 
{6.3.92) 


且 
A=| a vo ae 反 0 

则 式 〈6.3.91) 变 成 

Edr"— (6.3.93) 


根据 dx 的 独立 性 ， 有 大,==0。 方 程 (6.3.90) 成 为 (2 


d a7* OT* 了 
dt Oo" -tr wy = (6.3.94) 


利用 命题 3 即 有 
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da" 2 
站 一 df 十 Pp ~ +R 


并 一 5 元。 (6.3.95) 
及 Baud + (Tobret Bray 3) wm? = He (6.3.96) 
式 中 4、b、c 二 1 se 0 一 6 十 1 "HT 二 1,"…, HN。 此 外， 还 有 
如 个 方程 
7 一 “和 + Aswrws = H+ Re 
KR:= 8":R, (6.3.97) 
由 。%” 二 0， 有 
R= Asww— 《6.3.98》 


根据 上 式 可 以 求 相应 于 | 六"。 方 程 (6.3.94)~ 


支 程 ， 其 中 式 ee 人 3.95) (6.3.97) 


是 张 量 型 的 。 


6,3.3 Appejll 方程 


1. 完整 情形 
由 式 《6.2.24) 知 ， 系 统 的 加 速度 能 为 57 


玫 1 2 sk 
Si Fen tT 


+ ET (6.3.99) 

由 式 《6.3.8》 和 (6.2.25) 知 ，S 还 可 表示 为 
S 8aff! 《6.3,.100) 
命题 4 0; (6.3.101) 


S 
[证 明 ] -= gn Ta idtd! 
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一 有 全 十 天天 人 人 一 El 六 =fi 
由 命题 1 知 ，f;=Q:， 属 


05 | 
do 二 O; | 


由 命题 2 及 式 〈6.3.100)， 知 


ee 
3 一 了 oo 三 ” 《6.3.102) 


mc OS 
命题 5 7 (6,3.103) 


[证 明 3 由 式 (6.3.84)， 有 
85 ~ -= 
30° of 
由 Boltzmann-Hamel 方程 (6.3.86)， 有 


63 
8@T 一 应 。 广 =8,,.0" =H。 有 


2. 非 完整 情形 
设 系 统 受 有 形 如 《〈6.3.19) 的 非 完 整 约 束 ， 记 
Bu 一 4 
其 中 (A5) 由 式 〈6.3.24》 定义 。 记 S*(2,v;,g) 为 由 Soi,vi, 
42) 中 消去 2 如, 后 得 到 的 销 数 ， 则 由 式 (6.3.33》 知 


1 ee 
S*=FBIB}gf'f’ 


1 . 
= go (F600 + badrvre )+ scw) (6.3.104) 


之 
趟 中 S(zr) 为 不 含 如 的 项 。 
EE 
命题 6 0 6.3.105) 


[证 明 ] 由 式 (6.3,104),， 得 I 
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gad + Th) 
由 式 (6.3.37) 知 ， 让 十 六 aocoe 一 GO2， 故 
05 -gao0:=0。 | 
如 果 准 速度 如 式 〈6.3.92)》 选取 ， 则 加 速度 能 


Sr dB = 二 BOrO8+8oo4250earar+S 


(6.3.106) 
式 中 5 为 不 含 @ 的 项 。 
9| 了 G5* _ 
命题 一 站 (6.3.107) 
[证 明 3 由 式 (6.3.106)、(6.3.95) 和 (6.3.96)， 知 
Sa 一 并 全 5 十 闻 A°® Wb’ 
Hr ab Baciics 


8 (H+ Rr)=7, i 
例 2 试 描 述 匀 质 贺 球 在 一 般 力 作用 下 社 粗 烟 水 平面 的 纯 深 
动 。 
为 确定 球 的 运动 ,我 们 取 五 个 广义 坐标 : 球 心 0 的 坐标 (xy 
及 三 个 Euler 角 %、4、9*。 由 于 纯 涂 动 , 系统 受 有 三 个 非 完整 约 
束 8 
t+alPcospsind — sing) =0 
, 3 . (&) 
y+alPsingsing + Ocos#) =0 
贺 球 的 动能 为 
T mi + Emar(y?+ 他? 十 P+2Ppycosd) (5) 
根据 式 《6.3.92)、 取 淮 速 度 如 下 
w=6cosp + Psingsing 
w= sing —Psinbcosy 
w3 = 区 十 内 cosb (c) 
w=%+ a(Pcospsing — sing) 
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wy ta(Psingcosd + Gcosy) 
其 中 m1、w*、w? 为 球 的 角速度 在 与 固定 坐标 系 相 平 行 的 坐标 轴 
于 的 投影 
出 式 《 0) 可 以 解 出 广义 速度 
6=wicosy t+ wisiny 


Sinyw — wcnsyw) 


(C2) 
$= —ctgh (using — wicosy) 
X=0 + HAW Y=w Aa! 


将 式 (& ) 代 入 动能 表达 式 ( 3 )， 得 动能 的 淮 速 度 表 示 式 为 5 


T# = 六 w 和 全 2[(o1)2 十 {o272] 十 a) + 25026D4 


— 24%wlw5 + (w+ (os) 《2 ) 
故 
了 1 加 本 人 
有一 4 ， El15 一 区 5 一 一 & B22 
2 (Cf) 
g&31 二 EA &24 B12 = MA, gt= E55 三 1 


Boltzmann 记号 YY 蕴 531 
?2 一 一 Yu 一 一 1， TN= 一 ?3 一 一 1，7 一 一 7 一 一 1 
YX 一 一 ?有 二 一 中 ?4 一 一 人 一 一 妈 
相应 于 准 坐 标 x', T,X? 的 广义 为 的 协 变 分 量 为 
并 二 遍 ? 一 gV，，: 一 斋 ? 十 gaV， 了 二 讽 ! {hk) 
其 中 痪 '、 殉 ?、 疯 ! 为 作用 在 圆 球 上 的 力 侦 次 "在 空 间 固定 坐 坏 系 
的 轴 上 的 投影 ， 产 ;,、 访 : 为 作用 在 加 球 上 的 力 产 在 x、y 轴 上 的 
投影 。 
我 们 利用 Boltzmann-Hamel 方程 的 张 量 型 (6.3.96) 
Eo (Cs) 
式 由 ，4、5、c 二 1,2,3。 建 立 夺 球 的 运动 方程 式 。 
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将 式 </) 中 的 ,代入 命题 2 中 求 wc 的 公式 中 ， 得 
Ti=0 (7) 
将 式 (站 、(g)、( 太 代入 方程 (i)， 整 理 可 得 


7 ~ 
FAD! 一 好 一斑: a 


到 ee 
+ Ck) 


上 式 与 文献 [3 J 中 所 得 结果 一 致 。 
下 面 月 AAppell 方程 命题 7 来 解 这 个 问题 。 由 式 〈6.3.106) 
得 | | 


到 对 国生 生生 : 
二 


一 到 BaOoo8+ (To 十 Boy ?Oar + oS 


式 中 5S' 为 不 含 @" 的 项 。 将 式 (f)、(g8)、()) 代入 上 式 ， 有 
号 让 一 辣 (BI)?+ 7 5 MAD?)? + ma (0) 中 +5 
由 Appell 方程 命题 ?7 ， 知 


GS* 7 四 
50 二 MAO 一刀 一 六 一 人 


BS* 
一 mar0: 二 刀 一 商人 +ay, (7) 
BS* 


2 
6 5H GO 一 太一 遍 ， 


方程 《1 〉 即 是 方程 ()。 | 
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$6.4 非 定常 系统 的 运动 方程 


在 这 一 节 ， 我 们 将 上 一 节 的 思想 从 定常 系统 推广 到 非 冠 常 系 
统 。 


6.4.1 到 o6pbonapaBoa 方程 


工 06poOHpaBeoB 在 1970 年 将 其 对 定常 系统 的 思想 推广 到 非 定 
常 系统 ， 得 到 了 具有 不 变性 的 运动 方程 cn。 这 个 方程 的 特点 有 
二 : 一 是 对 包含 时 间 在 内 的 坐标 变换 群 的 不 变性 ， 二 是 方 释 中 的 
de 

完整 情形 

ee 
的 概念 ， 如 形变 空间 中 的 点 ， 它 的 量度 ， 类 似 于 Riemann 位 形 
空间 中 的 定常 系统 ， 由 依赖 于 时 间 的 动能 来 确定 。 

定义 1 称 上 述 的 形变 空间 理论 为 非 定常 几何 ， 称 张 量 中 为 
强 张 量 ， 如 果 它 的 分 量 在 运动 学 变换 

g'—g'i(g" ,Et) (6.4.1) 
下 ， 如 同 在 几何 变换 
gi—= gi(g’) (6.4.2) 
下 一 - 样 变 换 。 

非 定常 几何 中 的 所 有 张 量 对 于 包括 时 间 在 内 的 坐标 变换 群 
(6.4.1) 应 该 是 不 变 的 ， 即 都 应 是 强 张 量 。 

一 阶 强 张 量 就 是 强 矢 量 ， 它 的 分 量 在 变换 (6.4.1) 下 如 此 
变换 

Vi= rv (6.4,3) 


显然 ，dg’ 不 是 强 矢量 ， 这 由 下 式 可 以 看 出 


dz = ag"+ -dt (6.4.4) 


命题 1 震 V 是 强 张 量 ， 则 V 对 终 的 偏 导数 也 是 强 张 量 。 
5 证 明 3 我 们 以 强 矢 量 为 例 ， 余 者 类 推 。 
若 V 是 强 矢量 ， 根 据 定义 ， 有 


将 上 式 对 站 求 导 ， 由 于 .27 2 不合 尖 ， 


ovV: Ga 077 
G9 ar Gg {6.4.5) 


利用 命题 1 可 以 建立 起 非 定常 几 何 的 结构 。 
菲 定常 几何 的 度量 由 系统 动能 确定 ， 
. ds:=2Tai? = g:;dgdg’ + 24:dgdt + Adt’ (6.4.6) 
其 中 必 ，4 由 式 (6.2.8) 和 《〈6.2.9) 定义 。 

由 于 ds: 作为 力学 量 祖 对 十 坐 标 变换 群 (6.4.1) 是 不 变量 ， 

根据 命题 1 ， 我们 可 以 构造 强 矢 量 如 下 : 
Vi BG + (6.4.7) 

如 果 再 将 实 对 久 求 导 ， 可 以 得 到 强 协 变 张 景 gj。 

设 六 则 5 的 逆 变 分 量 为 


= gv;= E (gd + 0) 


一 订 十 和 (6.4.8) 
其 中 i ~ giay 
定义 无 限 小 强 矢 量 如 下 ; 
bq: —vidi=dg': +aidt (6.4.9) 


39 称 为 绝对 元 位 移 。 
非 定 常 几何 的 度量 在 不 变量 下 有 如 下 的 形式 
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ds?= gidg'0g! + (A—ae') dt? (6,.4.10) 
这 可 由 式 (6.4.9) 和 “(6.4.6) 直接 推 得 。 
因为 对 任意 强 矢 量 =wig;， 有 


da de ;dg _ dr :f/f bg; Og; 
afi dr dst (erg 加 二 
=-(- 对 下 
一 人 到 二 大 A t+ Ti (6.4.11) 


其 中 和 是 第 二 类 Christoffel 符号 ，T; 由 式 (6.2.12) 定 电 。 
故 可 引入 下 面 的 定义 。 
定义 2 类似 于 Riemant 几何 中 绝对 微分 的 概念 (6.1.41) 
在 韭 定常 几何 中 定义 强 协 变 微分 如 下 : 
6 一 dt 十 TaiQ tI uidi 《6.4.12) | 
式 中 让 为 第 二 类 Christoffel 符号 ， 由 式 (6.1.32) 定义 ; 荆 ? 
由 下 式 定义 
1 (ee Os 


了 at 697 -人 2 
将 无 限 小 强 协 变 微分 《6.4.9) 人 《6.4.t2》 中 ， 得 


《6.4.137 


. Our: 
bw = (3 Bar + TEs )age (3 (2 BE + hat 
—1" Ln) dt (6.4.11) 


定义 3 关系 (6.4.14) 中 5& 前 的 系数 称 为 对 g* 的 强 导数 ， 
记 作 Veti, 即 人 


Vi = 3 + ids 《6.4.15) 

式 《6.1.14) 中 人 形 前 的 系数 称 作 对 守 的 强 导 数 , 记 作 Vira， 即 @@ 
,Ou es Bf: i 

Vi = Ta 十 开关 于 一 人 下 (6.4.13) 


根据 定义 3 ， 可 以 将 任何 张 量 的 强 微分 表示 成 


各 、 生 类似 于 式 (6.1.43) . 
和 


8V- 一 VerVa8gk 二 YYVdt (6,.4.17) 
非 定常 空间 的 特性 是 它 的 线 元 随时 闻 而 改变 。 
设 下 关 0，5q1 一 0， 即 dg' 二 一 wdt, 计 算 标量 函数 
二 0(pir097094), 则 有 5 


;O87 da! 
sgndg'dg') = (Uy — ES gos Bar 
} 
— Bt} Der og'dgtat (6.4,18) 
人 指出 了 空间 间隔 随时 间 的 延 伸 。 记 
7 log da: Ha! 
TF = 3{e 全 2 0g’ 8 aR 6g Bef Og 二 (6.4.19) 


定义 4 称 由 Tix 定义 的 阳 为 非 定常 室 间 的 延 他 张 生 W。 

延伸 张 景 是 非 定 党 空间 特有 的 ， 它 是 表征 非 定 常 几何 的 一 个 
指标 。 

定义 5 在 非 定常 空间 中 ， 满 足 - 


ddg=ddg, ddi=ddt (6.4.20) 
的 两 个 位 移 5,6 称 为 可 交换 的 。 
延伸 张 量 刀 亦 可 通过 如 下 途径 得 到 S:， 计算 
669 一 0809 一 全 证 (8g5d 一 8g568 (6.4.21) 


其 中 8、6 为 可 交换 的 。 由 上 式 求 出 的 琴 和 /为 延伸 张 量 的 混合 分 
甚 ， 即 
Wi=getily ee, Wi gaalT ;’ 《6.4.22) 
命 征 2 ”对 于 完整 系统 ， 存 在 如 下 运动 微分 方程 ， 
于 十 jv 二 Si+ QO: 或 tw SO 6, A420) 


其 中 bv 由 式 {6.4.12» 定义 ， Os 是 广义 力 的 协 变 分 量 ， mi 
= gi 7， Si= 广 6 ， A=A—aa (6.4.24) 
证明 ”用 Hamilton 原理 来 证 ， 因 为 它 是 由 对 任何 包含 时 
间 的 坐标 变换 均 不 变 的 形式 给 出 ， 呈 2 


一 


人 (HT + Og dt=0 (6.4.25) 
式 中 ，5 是 强 协 变 等 时 变 分 : 8 为 强 变 分 。 下 面 先 求 出 动能 的 变 
分 57 ， 我 们 有 
aT =0(3 i 十 二 1 2 4) = ;8 + 364 
将 上 式 代 人 式 (6.4.25》 中 ， 对 由 右边 的 第 一 项 生成 的 项 进行 变 
换 、 化 简 ， 得 
vw Ovidt =0:00g' =0 (Bg) — dvdg: —viW ;’ Ogqidt 
由 于 对 力学 系统 | 
| ( dlv Dg) =—0 
于 是 | 57rdu = 1 全 - C+w; jy jog + 34a) 
(6.4。 26) 
ee ea 
而 SA -= Si 
从 而 ，JHanmilton 原理 (6.4.25》 可 以 表示 成 
| 人 - (+; i) + S1+ OVag'at=0 {6.4.27) 


其 中 Ce #3 

由 于 8g: 是 任意 的 ， 根 据 泛 钞 理 论 知 ， 式 (6.4,27) 成 立 的 充 要 

条 件 是 大 括号 里 的 量 等 于 堆 ， 即 系统 具有 不 变形 式 的 运动 方程 
+ Ww iyj= SS + OO: 

上 式 亦 可 和 写成 (用 g* 先 上 式 ， 且 对 ; 求 和 )》 


St Wi'vi=S'+ 0 ll 
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方程 〈6.4.23) 称 为 完整 情形 的 工 06pogpapoa 方 肿 。 
2. 非 完整 情形 
设 力 学 系统 的 位 形 由 % 个 广义 举 标 如 ;"…,97 确定 ， 且 受 有 7 
人 外 理想 线性 非 完整 非 定常 约束 
ardg' + a"di=0, (p=1, ,7) (6.4.28) 
由 于 非 完 整 约束 是 对 系统 速 认 的 限制 ， 因 此 ,约束 (6.4.28) 
的 存在 意味 着 所 有 点 的 速度 已 不 能 是 任意 的 了 ， 它 们 由 = 一 + 
个 独立 鸥 广义 速度 绘 出。 假设 总,…,6” 是 独立 的 广义 速度 ， 那 
么 所 有 的 广义 速度 可 以 表示 如 下 
d=01G + (F110, Hy 1 1) {6.4.29) 
上 式 亦 可 写成 
dg' =—bidg’ + Ed {6.4.30) 
方 各 (6.4.30) 每 一 时 刻 在 空间 每 一 点 上 给 出 一 个 m 维 曲 
面 ， 它 其 有 牵连 速度 六 。 这 一 运动 着 的 曲面 称 为 非 定常 非 完整 
几 伍 。 
不定 常 非 完整 几何 的 坐标 变换 一 般 可 以 用 下 式 锚 述 
dgi=Cidgt+Cidf, 人、 一 1 
或 dg =Csdg tdt, (a A=1,",m) 
非 定 常 非 完整 几何 的 所 有 量 在 坐标 变换 (6.4.31) 下 是 不 变 
的 ， 它 的 度量 ， 同 非 定 常 几 何 一 样 ， 可 用 系统 动能 确定 
ds:=—2Tdi? = grdg' dg + 2ardq'di + Adi? (6.4.32》 
非 定常 非 完整 空间 中 的 虚 位 移 〈G=0) 由 
dg'=bidg” (6.4,33) 
给 出 。 所 有 路 位 移 的 总 合 构 成 一 个 区 维 流 形 (X)， 称 为 虚 位 移 流 
形 ， 或 虚 流 形 。 
对 任意 矢 量 x', 记 ww' 为 它 在 脱位 移 流 形 ( 半 〉 上 的 投影 。 如 
果 s 二 65465，f 二 1 yh 三 ]" HH， 则 显 然 [ 由 式 (6.4.33)) 失 
量 w*E (X)。8: 称 为 虚 流 形 〈 文 》 的 联系 张 量 。 
假设 从 式 〈6.4.30) 可 以 解 出 az"， 即 有 表达 式 
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(6.4.31) 


dg"~b?dg! + bd (6,4.34) 
其 中 候 阵 (25)、( 必 。) 满足 
B51—=0;, brbi=o!, Dib +b=0 (6.4.35) 
将 式 (6.4.30) 代 人 式 (6,4.32);， 得 度量 ds: 在 非 完 索 坐 标 下 
的 表达 式 
ds:=8,.sdg"dgs + 2a.4g9"+A (6.4.36) 
其 中 


六 。 = bibs, 这 一 站 十 好。 
ee ! (6.4.37) 


A= ebbl+ 2abp+A 
与 完整 情形 类 似 ， 由 度量 ds: 可 以 导出 属于 虚 位 移 流 形 〈 工 ) 
的 强 矢量 


Ve = 二 (6.4.38) 
引进 张 量 &#on 的 递 变 分 量 &“? 
gr= giibsb, (6.4.39) 


容易 验证 ， 由 .上 式 定义 后 #8"* 满足 8.s84" 二 67， 亦 即 8”? 玉 是 府 
量 张 景 的 赣 变 分 量 。 用 ge"" 丧 式 (6.4.38)， 且 对 a 求 和 ， 得 强 
矢量 = 的 赣 变 分 量 [ 其 协 变 分 量 由 式 (6.4.38) 给 出 ] 
w=" ta, 太一 区 "7 (6.4.40) 
强 撩 量 盖 称 为 绝对 虚 速 庶 。 
式 (6.4.38) 和 (6.4.40》 可 以 改写 成 如 下 形式 
84 = dt = ,cdg + Gdt 
9° = di~=dg"+ a"dt 
矢量 39. 属于 虚 流 形 (天), 称 为 绝对 虚 位 移 。 
由 式 《6.4.9)、(6.4.30) 和 (6.4.41》 知 ， 非 定常 非 完 整 
几何 的 绝对 元 位 移 有 形 
dg’'=bidg" + (q+ bd 
—bibg" + (ai+ bi—bia")dt (6.4.427 
下 面 我 们 证 明 上 式 吉 边 和 在 昔 的 系数 为 零 。 因 


Bid =big"Pay 


{6.4.41) 


A ee 


将 式 (6.4.39》 和 《6.4.37) 代入 上 式 ， 并 利用 式 〈6.4.35》, 得 
DiR:— big DD pared bt + gd") 
=g "pnb + piam be 


故 
一 六 人 十 大 十 太一 0 {6.4.43) 
即 » 
bg' =bidg" (6.4.44) 
利 上 用 上 式 , 将 度量 变换 为 不 变形 式 
ds —8g.09° + (A—Aa"a,) df? (6.4.15) 


设 $、5 是 两 个 可 交换 的 位 移 ， 与 完整 情形 类 似 ， 我 们 通过 
计算 
284" 一 084" 一 所 (bgt Bg di) C6.4.46) 
来 求 非 定常 非 完整 空间 的 延 伸张 晤 WW。 _ 
命题 3 由 式 〈6.4.46) 定义 的 延伸 张 量 网 的 混合 分 量 
;Wb +6r (6.4.47) 
证明] 因为 
0g =0g: = LEBq”" 
将 上 式微 分 ， 得 


0809: = 66:09° + bi 004" (8.4.48) 
将 上 式 在 虚 流 形 〈X) 上 投影 ， 有 
ing’ = db (9001897 十 0909") (6.4.49》 
通过 局 样 的 计算 可 得 
bs009' =b? (85789g + 5680" ) (6.4.50》 


将 式 (6.4.49) 减 去 式 (6.4.50);、 有 
85 (080g: 一 0891) = (B04g7 一 5592) 
+be (2809 一 50508800") 
利用 式 〈《6.4.20)， 上 式 亦 即 
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(3802 一 5802) = dW ;: (0g’dt — 0d9idi) 
+o(dbi0g — HB:89°) (6.4.51) 
因 Bf (0Bi09’ —00: 09') =be{C (VD) dg (V0:) G10g" 
[Vibi)dg: + (VD) dtdg"} 
=C(V DD + (VD EI bu) (dg°dt — oq°déy 
将 上 式 及 式 (6.4.44) 代 人 式 (6.4,51)， 可 得 
8642 一 6892 一 搞 :9 (0g°dt —Bg’di) (6.4.52) 
式 中 ee , 
Ws=Wibbi + or Vb + orb vu Vo: 


=W yd?0i +o? 


| 


理想 非 完整 力学 系统 的 运动 方程 即 可 通过 所 amilton 原理 
(6.4.25) 推出 ， 亦 可 由 玉 outh 型 方程 

Or 

dz 


推出 ， 式 中 R' 是 垂直 于 虚 流 形 ( 玉 ) 的 约束 反 力 。 系 统 所 受 的 
非 完整 约束 可 用 下 式 表示 


B23 
df 


+Wiivi=Si+O+R! (6.4.53》 


J == Div (6.4.54) 
将 上 式 代 人 式 (6.4.53) 中 ， 得 
,So Dp; 本 1 pF 
5 toy t+W; d=Si+O + 民 


将 上 式 在 虚 流 形 (及) 上 投影 ， 即 以 说 乘 以 上 式 ， 对 = 求 和 ， 
得 5 


[el FE PC 
+ +t (6.4.55) 
其 中 
Se =bsS, O:=8:O: (6B.4.56) 


方程 (6.4.55) 就 是 非 完整 力学 系统 的 05poHpasos 方程 
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它 与 约束 方程 (6.4.54) 组 成 一 个 封闭 的 方程 组 。 当 系统 是 完整 
时 ， 方 程 《6.4.55) 晓 化 成 方程 (6.4.23)。 


5.4.2 肥 o6bohpasoe 方程 与 分 析 力 学 中 其 它 方程 的 等 价 性 


1. 完整 情形 
命题 4 对 任何 一 个 完整 力学 系统 ， 巧 06pogpasoa 方程 
《6.4.23) 与 第 二 类 工 agrange 方程 


d 867 0 
dz 8 Bg = (6.4.57) 
等 价 。 
[证 明 3 任何 一 个 力学 系统 ， 其 动能 总 可 以 天成 '*'” 
T= 了 Bi Gi + qd: + 村 4 (6.4.58) 


将 上 式 代 人 Lagrange 方程 (6.4.57》 中 ， 展 开 得 微分 方程 组 


。 DG :1 Ogni 
ged + eg Gi+ SBE gi + i + Bf 2 Og! 多 
da; ., 1 04 
or i 去 可 B= (6.4.59) 
ms 2 2 2 知 


= gadvt= ga(dut + tvdg’ + Ttv'di) 
到 是 方程 (6.4.23) 左边 的 第 一 项 可 以 写成 


dus 1 da 
Te di + kv'G’ + I'v’) 


d,. 
=gi# H+ tt) 十 BE 了 他 + ginT 


人 ax Ba 
三 (ee 下 > ) + Tovg + Ti 


~- De 。 Bat Rir Ogis 
=o.,.0* Rd Per 
Kind” + pix 877 好 + pin 6 二 一 2 十 -全 Gg" 
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-一休 )]( 人 + 十 未 2 > (E+ -一 Be +a’) 


因 WT;i=gWMHx， 硕 印 jioj 一 Wanag*iywy 二 Wixk。 将 .上述 各 式 及 
S57 的 定义 式 〈6.1. 24) 代 人 荆 06ponpasos 方程 (6.4.23》 中 ， 
展开 得 


、 Ga* Bat 1 dg 1 Ogir,,., 
Si +B og7d ten oF ta dg dt + ogre 
1 Ogre A Ogir 了 了 1 D&:z rr 
2 Gg da Og ot to ogr Fa 
] Ogrs sar 1 Og8ir 4 1 Oa: 1 Has of 
2 G0 IL “A 2 dg 2 gr 
| ] Og: Te 1 ar 这 二 Ba 了 了 1 Ogix 3 
2 0 2 Og 2 0g’ 2 A 
过 : Dein } Oa’ 1 Da 1 Og;x , 
一 2 og’ Ga ap 2 Siig Og* 2 各 Di 2 at 和 
1 dg: 7 1 Ha’ 
一 2 ae 和 2 GE Bg* pn Kj Og 
1 Ga 1 .Aa 1 64 
2 x dg 宝 PA Og' =Qr:+t 2 dg 《6.4.60) 
因为 
工 DRer rar 1 Ogis 全 sR 
2 892 2 900 gd 
L Ogir ,1 Bgir BR ii 
2 02 6 卫 括 才 
1 dar .， Ba* ., Ba 1 Gg ,, 
2 Bg (Thik dg 一 2 Be Ba 0 
oa 0 / 
2 Gar 多 十 Bo+ (gii0) 


Ba* 1 Og ,1 bgir re _ acginar)》_ bas 
Ex to oto WH.™ 0 ~ 6f 
ep Oe ps 
2 Gq’ “二 dg da Seri og: 
Ne 1 Dear rr A 
5 2 Og a 加 2 Bag’ (Bri ) 
和 Oa; 了 
Eo a 
L au yr. 1 Gai ny 
2 和 Ga 2 gf ?4 二 
1 2 Be 1 Oa A 
2 tog 28 Gg 
i Ga: 了 1 Ogix rr Gai 
2 Gg 2 Og St DEN gg 
个 27 


2 0 
"A Bg (10) =0 


将 以 上 各 式 代 人 式 〈6.4.60)， 且 与 式 (6.4.59) 对 照 ， 即 可 得 
知 式 (6,4.57) 与 Io6poHgpanoa 方程 (6.4.23〉 等 价 。 ]| 

2. 非 完整 情形 

命题 5 ”对 任何 力学 系统 ， 世 op6poapapoa 方程 (6.4.55) 
与 分 析 力 学 的 其 它 Maggi 型 方程 等 价 。 

[证 明 ] Maggi 型 方程 (6.4.55》 可 以 等 价 地 写成 

到 (二 io )= C5:+0)84 
将 上 式 两 边 同 浅 &。。， 对 下 标 8 求 和 ， 由 
Et 


得 
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Bribs + gribIW ivi =5,D: + Od: 
进一步 整理 得 
ER (en 名 di a 一 Sr 一 -0)= 


T 
上 式 括号 中 的 项 ， 前 已 证 明 ， 与 曲 85 一 人 等 价 ， 故 
贡 ro6poHpagoa 方程 〈6.4.55) 与 下 式 等 价 
br ( 台 or _67 )= 0 


di ar adr 
由 文献 [3，73 知 ， 任 何 Maggi 型 方程 ， 例 如 Hamsiran 方程 ， 


都 可 等 价 地 写成 上 式 。 亦 即 方程 (6.4.55) 与 分 析 力学 的 其 它 
，Maggi 型 方程 等 价 。 | 


6.4.3 Boltzmann-Hamel 方程 


% + 1 维 形式 体系 应 用 于 非 定常 系统 的 几何 化 2 是 这 一 小 节 
所 要 描述 的 方法 。 时 间 # 作为 补充 的 第 % + 1 维 坐 标 ， 所 有 被 研 
究 的 对 象 都 属于 某 一 个 % 十 1 维 空间 瑟 。:， 它 的 度量 由 系统 的 动 
能 确定 ， 有 
dsz 一 pT pg een (6.4.61) 
这 是 这 一 方法 的 核心 。 
由 式 〈6.2.18) 知 ， 示 统 的 加 速度 有 形 
P= +II 12 + I )g: 
由 = 下 得 系统 的 运动 方程 为 
f+ +2 + T= +R’ (6.4.62) 
式 中 作 ' 是 广义 力 ，R' 是 广义 约束 反 力 , 系数 了 i、 是 
Christoffel 符 号 ， 分 别 由 式 (6.1.32)、(6.2.13) 和 (6.2.16) 定 
闵 。 . 
取 淮 速度 如 下 
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w= ORO: + (RS=1,",%) (6.4.63) 
其 中 系数 o、2 是 广义 坐标 9g* 和 了 时 间 的 函数 ， 且 满足 


det( #1) 0 (6,4.64) 
未 式 的 成 立 充 许 我 们 将 广 闷 速度 从 用 准 速度 表 出 
= Phe + PE (6.4.65) 


式 中 
人 划一 和 0 一 有 一 (6.4.66) 
亦 即 矩阵 (与 答 阵 (8) 互 逆 。 V4、9' 亦 是 广义 谷 标 g* 和 时 
间 t 的 函数 。 

定义 5 ”引进 微分 记号 


0 Pi, O80 +a : 《6.4.67) 


Ot: ” Gg ” 6 Bg Ot 
利 骨 定义 5 ， 任 意图 数 ? (9 ,的 全 微分 具有 表达 式 


BP 
Te > EY = 
OF 一 ; 0% 
= pidns + dg y+ Hu 

0 De 
ond + (6.4.68) 
利用 式 (6.4.65) 可 以 和 将 系统 的 动能 胃 准 速度 表示 ， 为 “*? 
= aV ht Ma" + 二 4 (6.4.69) 


式 中 ， w、6 一 1 8 一 ioi2508 为 准 沧 标 下 的 度量 张 量 ; 
和 | 
A = gi i Pit Aap 
A=A+24: P+ gi Pi 9 
命题 6 记 准 坐标 下 的 广义 加 速度 为 产 ， 则 
=?f: (6.4.70) 
f°=0° + Asyor 0 tA 4 A (6.4.71} 
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联系 系数 


o oo 1 For o 1 porro 1 1 La 
-Lp 一 了 8r 十 到 二 ze yy 十 本 如 Bar Yra mY 
l (6.4.72) 
如 oo 1 人 o 1 sorry 2 * 
48 一 了 5 十 本 全 Yost 3é BoasY,» (6.4.73) 


(6.4.74) 
式 中 gq、B.Y、o、 2 二 1, 呈 ， Kn 了 3.， 了 9, 了 ?分 别 为 准 坐 标 下 
的 Christoifel 符号 ?7Y8 73 称 为 Ricci 非 完整 系数 ， 将 在 下 面 

[证 明 ] 将 (6.4.71)、(6.4.62) 和 (6.4.65) 代 入 (6.4.70》 
中 ， 得 


Or 二 48vopor 十 248op 4 一 23 (go* 


08: 一 OP ~ OP’ sha OP 
十 pwr ws 十 to? 二 8+ ie. 
Gg* Og Ey 1 
PP I 
tt | Tw 2 

Bg* Bf ri jr 


x Pair0 2 99 pil'jo + pT nV pt+ pI Oi 
+ peI™ 


(6.4.75) 
由 式 (6.4.66)， 知 
= (2; 十 Ga 5 ) C6.4.76) 
ee 


将 上 式 代入 式 (6,4,75)， 有 表述 式 


~ ~ OPE , 
D7 + A + 49 + A = OD — HV DY tw 
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了 D99 人 1 :0 字 
一 9 一 9p927 TO PE 
六 WF ipt OFF OB%° ay hi 2 
We dg ~ Bg NH 二 
+ OT Ph or +t 207 PE GAT ke 十 203 PHT 2 
+ OT PipIt oT 9 +t oor (6.4.77) 
比较 上 式 两 边 相 同 项 的 系数 ， 得 联系 系数 表达 式 为 
po ed 让 » 
-3 一 0 PEPEI' HIRO— G09 
一 ~ 1 ~ 一 O09 
人 
9 
2°8 Gg 2 2 pt 2 0¢ 
i :OGD 
4 一 多 7 有 14 十 2 0 vir + PII 一 多 2 
P00 _OF” moO 
引进 准 坐 标 下 的 Christoffel 符号 
~ 1 /dBss Bg,a OBary me 
~ 11/0 ba BBs) ~, 
Ta,a= 7 (i 了 7 十 of 二 Ta=8 Taya 
产 加 人 证 = 64 Po yaa bas 
TaD DY (6.4.79) 
及 Ricci 非 完整 系数 
oa OP TO9! ~ 
Br 一 中 ( Gg Ge ; ) 
a OPE 02rYZrzx (OP Ov 
?8 二 ( 8 ss) v3+( Gt ‘or )03 (6.4.80) 
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可 以 将 联系 系数 写成 与 式 (6.4.72)~(6.4,74》 一 样 的 下达 起 .| 
由 命题 6 可 以 得 出 非 定 常 系统 在 准 坐 标 下 的 运动 方程 5 
OT + A mr 十 22435024 4e 一 人 "十 总 = (6.4.81) 
式 中 
OO"=070 ， 责 "一 27 民 : 《6.4.82) 
分 别 为 崔 坐 标 下 广义 力 和 广义 约束 反 力 的 协 变 分 量 。 
因为 让, 关于 下 标 8、? 对 称 ， 而 》 1 关于 下 标 r、8 反对 
称 ， 所 以 式 〈6.4.81》 亦 可 写成 
Or 二 grmsar+243os+ A =O"+R: (6.4.83) 
其 中 
43, = 六 3 + BnYy {6.4.84) 
方程 〈6.4.81) 和 (6.4.83)》 的 协 变 分 量 表示 为 
Bar + A HW 2A, os + 4 一 合十 总 ， (6.4.85) 
和 
Bed + Tavs t BaY EO wa + 2 Ag,0F + A, =, + 总, 
(6.4.86) 
式 中 O,.=8..0"=¢10;, R=?iR; 
张 县 型 方程 Od (6.4.83)、(6.4.85) 和 (6.4.86) 
与 Boltzmann-Hamel 方程 有 密切 的 关系 ， 这 个 关系 由 下 述 命题 
命题 7 张 量 型 方程 《6.4.81)~(6.4.86》 可 以 由 展开 Bo- 
ltzmann-Hamel 方 程 7 


d oT* OT* oT* 9T* 
di do" Bn + oor Yo + gor Ye 


= 一作 。+ 去 。 {6.4.87) 
来 得 到 。 


5 证明] 根据 式 (6.4.69》 的 动能 表达 式 计算 式 (6.4.87) 
中 各 项 ， 有 
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87” ~ 人 
dor Beat tA ji 


d OT™ 
di Bw 
将 上 述 各 式 代 人 式 (6,4,87) 中 ， 得 


0 Ld fg a 8 » 
2 一 oo TBryiooron 


一 此 <p 中 ?十 Bs ost Da w+ rr +t -一 


+ (3 Bay 站， 


nr” Ox 6 )or tad + Ess 


00 1 04 6 万 
+ (名 2 Be ha OR (6.4.88) 


亦 即 
BapD + (Tav,a t By TE A OW + 2 Ag, a 
+ 4 一 全 -十 丽 。 
显然 ， 上 式 与 式 〈6.4.86) 一 致 。 ] 
由 于 命题 7 的 存在 ， 方 程 (6.4.81) 一 (6.4.86) 可 称 为 张 量 
型 的 Boltzmann-Hamel 方 程 ， 而 式 《6.4,87》 可 称 为 动能 型 的 
了 oltzmann- 开 armmel 方程 。 
对 于 理想 非 完整 系统 ， 设 约束 方程 为 
$id + p=0, t=1l Ne gil) (6.4,89) 
我 们 如 下 选取 准 速 度 
wgtt 0 (a=l,, pyh=1, ,nn) 
oA +t "=0,. (6.4.90) 
则 由 于 约束 是 理想 的 ， 而 有 Rdx? 二 0，o 二 1,*…,n, 因 dxr'=0， 
一 Bg 二 1， 故 丽 ,dr 一 0，r 一 1 ,8。 由 于 dr 的 相互 独立 
性 ， 可 推出 约束 反 力 ,二 0。 此 时 ， 方 程 《6.4.86) 中 的 求 和 指 
标 8、7Y 二 1,…,&g 即 可 。 特 别 地 
Bard + (Tp t Boy ) ros 2An,. 0 + 4. =0., 
(oa BY r=1,",8) (6.4.91) 
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6.4.4 应 用 
例 1 均匀 重 球 在 转动 球 上 的 运动 。 
我 们 讨论 小 球 在 以 常 角速度 8 绕 铝 垂直 径 转 动 的 球 上 的 运 
动 ， 这 个 问题 在 研究 具有 球形 的 各 种 仪器 零件 、 涂 水 艇 的 运动 和 
字 宙 飞船 的 镇 定 装置 中 具有 实际 意义 。 
取 确 定 小 球 位 置 的 < 角 各 8 角 以 及 Euler 角 w、9、? 为 广 
义 坐 标 ， 即 
gq'=a, gqg'—8, =, gi=¢, g = (&) 
小 球 沿 球面 无 滑动 深 动 的 条 件 可 当 结 为 两 个 独立 的 约束 方程 
—rdasinpsinx +rfcosfcose + aw,cosh— avssinpsing 
+ QRsingsinB=0 
rsinBcosa 十 zy 及 cosBsjinc — awcosd + awesinPecosa 
— QRsindcosg—=0 
式 中 太 为 大 球 的 半径 ， 4 为 小 球 的 半 笃 ，? 二 R 一 4; ws、w,、o， 
为 小 球 角速度 在 固定 坐标 系 Oxyz 各 轴 上 的 投影 。 
依 式 (6,4.90) 取 谁 速度 
wi=w— Ocosy + Wsindsing 
w=w,~ Osing — Psingcosy 


0 一 ou 一 劳 十 风 cosb 
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4 一 一 74s 记 Bsinc +rfcosBcosw 十 Eroycos 晶 
一 必 tozslitnpBsinea + ORsinasinf=0 
05 一 "Csinpcoscw + rfcospsino 一 zeoscos 月 


十 4ovsinpcosa 一 郧 Rsinpcosa 一 0 


(8) 
系数 矩阵 (wk) 即 为 (以 S 表示 sin，C 表示 cos) 
(Fk) 一 
0 0 Cu 0 0 
0 0 Sy [0 0 
0 0 : 0 0 1 


—rSSs YCaC。 SC 一 SC 一 gaSoCvCe —adaS, 
yzSoC。 rCaSs 一 CCeCy SCoCs 一 CeSw55 SaC。 
式 中 下 角 w、8、%、8 表示 函数 S ( 即 sin) 和 C《 即 cos) 的 

自 变 量 ， 如 S, 表示 sinc。 
由 式 (58) 解 出 4、 及、6、 多 、 区 为 


下 冯 
a Ea ?# + sinp 


wt sing ws SIQC 
# cosp + Cosp 


Te cosa 十 
r 少 


B=wicosg + wsing 


B=—o!singctgd + wicosg ctgd 十 的 
(c) 
根据 式 (c ) 可 以 写 出 系数 矩阵 《以 S 表 示 sin，C 表 示 
cos，T' 表示 ctg) 
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了 TeC。 了 了 29a 本 rSp rp 

a C, SS, 

| 0 oo 

€, S。 0 0 0 
Sy Cs 

一 总 0 0 0 

—S,T, CeT1 1 0 0 


式 中 T! 表示 ctg，S、C 及 下 角 的 意义 同 前 。 
小 球 动能 的 广义 速度 表示 式 为 ( 设 小 球 质 量 r 二 1) 


一 可 (262+ rdsin:8) + Tos+ os + wm:) (a) 
将 式 (c ) 代入 土 式 ， 得 小 球 动能 的 准 速度 天 示 
了 * 一 立 {(ol )2(82Sin2ct + G2coszecos2 吕 十 大 2) + (ow) (Acose 


十 G2coSs2z 有 sin2ze + RD) + (Cw) ?arsinB+ RD) + (Cow)? 


sin’og 
)+ Co (Bah + cos:a)+ 2 


x{—msinacosasin’B) 十 2olo3( 一 xzcosacospsinp) 


x{ ?a+ 人 
sin cos:8 


cosasing sin’p8 


ln5 
Cosp )+2 0 


十 2 wl ( a 
cosp 


PR psingcose 


20¢ 
x{a :cos:acosp 二 4 一 一 eu 2 O25 
*(—a cosp 


) + 2 wwt (~acos Bsinm?o 


COS2C 
cosp 


—-a ) + 2ozwa( 一 cospgsinpgsinc) 
+2mwigsinasinB —20w gsinPcosa 
—2miwsinacosa + 2wla0Rcosacos Asing 
+220RacosBsingsinB —2040Rsin:f 
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一 2048 尿 sinasin 及 + 2o582 尺 coswsinp + 2Q2 届 :sin28} 
(2) 
我 们 用 式 (6.4-91) 米 建立 小 球 的 运动 方程。 首先 计算 Chri- 
stoifel 记 号 厂 。;,y、 Ts,:、7",， 它们 分 别 按 下 式 进行 


~ 二 过 DE,g pa Op; 
六 pyyo 一 2 OT? 一 学 


0g’ 
比较 式 (2) 与 (6.4.69) 可 以 得 到 8.s、4。 及 4, 和 将 它们 和 
?3、? 代入 上 式 ， 经 计算 得 联系 系数 为 

~ ~ ~ ~ ~ 3 ; 

Tu T2227 0, m2,1 = 7 21,1 = 和 coscsinBcosB 

访 > a 

Tisn—=Ts = ~ ysinccosesin’h 


og 1 qa . ， 
T22,1 二 F 一 SiaBcpspsincw 


~ ~ a . 
T2311—=T32= 了 《cos BP— siniasin’p) 


a a 
aay1 二 一 2 SinBcosBsine 


一 让 ; 
了 i, 二 一 好 cosw%s 记 Becosp 
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~ i a a 
12, 二 Tt ynpcoshsing 


本 
T3012 三 13,2 一 (sin’Acos’e —cos:B) 


2 3 . 本 
2942 一 32，2 Fnecosesin 8 


es Ei ne 
T3302 一 py 了 cosasinpcosB 
J 这 
Ti,4 二 2 7 sintcosasin’?B 


1 

证 5 Ne 
Tis = TT21,3= "(sinasin’B cos’asin’p) 
a 
T1313=Tsn™ FSinacoshsing 
T2211 — 5- Sinrcosasin:p 


a 。 
Ta2,3=T233™— 一 “Ftosasinpcosd 


T= RL sinucosasin28 

:一 人 8 Csinzaxsin28 一 cosz9) 

Fs,: 二 RL ingsingcosh 

太一 -4 (cossg 一 coszxsin2p) 

大 ;一 一 Ts 3, = — 2 RY cosasinpeosB 
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~ 一 aRO = 
T=0, Tes ,cosasinBcosB, Ts=0 


~ aR’ 0? 


1 sinasinBcosp 
A 他 配 20: _ ~ 
TT; 二 ~ CosasinBcosh, T=0 


下 面 再 计算 Ricci 非 完整 系数 ,显然 , ?7?.=0。 将 系数 (981) 
和 C9?) 代 人 式 (6.4.80} 中 ,得 


a 
y= yl1, Yt -7$=.- (4 +S)eosB 


A 
Yi=—7Y3=~—1, 7 三 一 ?二 (e+ 条 jsinpcosa 


a? 
3 一 一 ?一 1，7o2 一 一 Y5 一 一 ( 好 十 条)cos8 
az 
Ya 二 一 7 二 一 { 全 十 S$ )sinasing 


a 
Y=7;=—2R Fcosh 


将 运动 方程 (6.4.91) 展开 ， 写 成 
EE 
HOY pw +B YT os tT + dy 0, 
(rt 7, B=1,2,3; =1,.,5) Cry) 
广义 坐标 下 的 广义 力 为 , 
02=7g8sin8, Qi1=0;=0,=0s=0 
和 由 式 〈6.4.86》 可 以 求 出 谁 开标 下 的 广义 力 
O'~agsinasinB, ODs=—agcosasing, ,=0 
将 上 述 各 值 代 人 式 〈( fA) 中 ， 歼 理 得 小 球 的 运动 方程 为 


{msince + qrcosiacosiB+R IO!+adsinacosrsin:p8 
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; 3 和 
AlcosocospsinB 十 了 7 (oz)2sincsinpcosB 


一 Co)2Sinwxs 记 月 cos 晶 +2alwzcoscsi 记 gcos 有 一 2clo3sjinc 
5 。 42R 

x Cosesin:p +2w0 cos —- sinasin:8)] + i 

x [ow'sinacosasin’B 二 wz(2sin28 一 cos28 + sin:asin’p) 


202 


; 多 i; ， 
一 ?si 和 csinBcos 各 ] 一 SlimXS1RPBcosB 一 gsinwsinR 


(gg) 
—aD'sinacosrsinB + (arcos:e + gcos:Asin?o + kh:) OO? 


k 
—aDicospsinpsind + 2 Cl(wI)I(—cosasinfcosp) 


+ (wm)cosasinfcosf —2%:wsinasinfcosh + 2w1l03 


x (sin2zpBcos?e —cos’B)+2w wsinacosasin: 8 


十 ‘Cwl(cos:P—2sind+cos:asin:B)+ wx 一 coswsimn ec 


TRQ 
yy 


不 站 2.D2 、 
7 Cosacospsinp 


X sin:8)— dwcosacosfsinf8y+ 


= —agcosasing {h) 
—ad'icosacosBsinB — 4a:OcosBsinpsinoe + (asin’ 8 + hp?} 


3 好 3 有 
XD + oF Cm ) sinccoswsinsB 一 (o?)2sinacoscsin2 有 


十 2o1o2(Sinzw sin:A—cos:oacos:B) + 20! wsine 

xsinpcosB+2wcosmsinBcosB1=0 (7i) 

从 形式 上 看 ， 张 量 型 的 Boltzmann-Hamel 方 程 (6.4.91) 比 
动能 型 的 方程 (6.4.87) 复 杂 得 多 ， 但 真正 算 起 来 方程 (6.4.91》 
要 比方 程 (6.4.87) 方便 一 些 。 il 
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86.5 历史 资料 


6.5.1 名 察 介绍 


J.Synge (1897~) ”英国 数学 家 、 物 理学 家 。 在 数学 、 力 
学 ， 特 别 是 在 广义 相对 论 和 场 论 等 方面 发 表 许 多 论文 并 出 版 多 种 
专著 ， 如 《动力 学 中 的 张 量 方法 》 (1936)、{ 力 学 的 变 分 原理 》 
(1959)，4 经 典 动力 学 》(1960) 等 。 

ZZ, Hor&k (1898~~) ”捷克 物理 学 家 ， 主 要 工作 在 力学 . 非 
完整 系统 、H2amilton 原理 等 方面 ， 主 要 论文 有 《关于 流 形 概 念 
的 推广 : (1927)，& 绝 对 力学 及 其 位 形 时 空中 的 天 达 } (1934) 
等 。 他 是 非 完 整 几何 的 英 基 人 之 一 。 ， 

G. Vranceanu (1900~)》 罗马尼亚 数学 家 、 物 理 学 家 ， 
在 1926~1936 年 闻 发 表 许 多 有 关 非 完整 几何 方面 的 论文 ， 如 4 非 
完整 流 形 的 绝对 微分 学 (1926)，“ 非 完整 系统 的 运动 方程 ” 
(1926)，“ 非 完整 空间 的 研究 ” (1934) 等。 他 是 非 完 整 几 何 
的 莫 基 人 之 一 ， 

B. B. Ho6poHapon (1901~〉 ”苏联 力学 家 。 英 斯 科 包 如 
工学 院 理论 力学 教授 。 从 1939 年 起 致力 于 非 完整 动力 学 研究 ,在 
分 析 力 学 的 运动 方程 、 张 量 方法 、 积 分 理论 等 方面 发 表 了 一 系列 
论文 ， 下 《分 析 力 学 基 
珊 》(〈1976) 等 。 


6.5.2 关于 分 析 力 学 的 张 量 方法 


由 于 张 量 方法 对 非 洁 整 力学 的 应 用 而 产生 了 几何 学 的 一 个 新 
领域 一 一 非 完整 几何 。 在 此 领域 中 ， 本 世纪 20 年 代 至 50 年 代 的 
工作 是 芮 基 姓 的 ， 其 中 Vraneeanu, Horik,，Synage，Barsep, 
Wundheiler 等 人 的 工作 都 很 有 名 。 这 些 工 作 包 括 将 三 维 欧 氏 空 
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间 中 力学 系统 的 运动 当 作 多 维 Riemann 空间 中 的 质 点 运动 米 研 


究 。 
习 题 


1 ” 试 描述 质量 为 %, 华 径 为 a 的 圆 环 在 绝对 粗糙 的 水 平面 上 的 滚动 。 
2 ” 试 建立 四 轮 小 车 的 运动 微分 方程。 


题 2 图 题 3 图 


3 ”如 图 所 示 ，x*oy 平面 为 水 平面 且 以 角速度 如 绕 Dz 轴 转 动 . 试 描述 
匀 质 圆 球 在 *0; 面 上 的 纯 滚 动 。 

4 ”试用 张 量 的 方法 建立 非 定 常 系统 的 Appell 方 程 《 和 参考 8$6.3 中 定 
常 系统 APpell 方程 的 推导 )。 

5 ， 试 证 明 式 (8.4-18) 的 成 立 。 

6 试用 二 4milton 原理 (6.4.25) 推导 方程 (6.4,55)。 
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第 七 章 ”分 析 力 学 的 外 微分 描述 


和 荷兰 著名 力学 家 Koiter 说 得 好 : “为 使 力学 得 到 进 -~-* 步 的 发 
展 ， 我 们 一 定 要 逐步 应 用 更 加 拙 象 和 更 加 精密 的 数学 ”。 根 据 几 
何 思想 建立 起 来 的 方法 能 为 描述 自然 现象 提供 -- 套 靳 新 、 奇 录 而 
又 统一 的 工具 。 近 代 分 析 力 学 的 代表 作 之 一 ,法 国学 者 Godbillon 
的 著作 就 叫 《 数 分 几何 和 分 析 力 学 》 〈GeEometrie diffErentiejle 
et mécanique analytique，Hermann，Paris，1969)， 可 见 分 
析 力 学 与 微分 几 从 ， 特 别 是 近代 微分 几何 有 着 极为 密切 的 联系 。 

任何 力学 现象 都 是 在 空间 中 发 生 的 。 经 典 力 学 的 传统 作法 是 
选用 欧 氏 空间 ， 即 在 欧 氏 空间 中 建立 力学 系统 的 数学 模型 ， 并 通 
过 这 个 数学 模型 来 达到 研究 力学 系统 的 目的 。 如 果 要 求 力 党 系统 
的 许多 基本 性 质 用 与 坐标 选取 匹 关 的 形式 来 表达 ， 那 么 ， 我 们 就 
可 以 更 请 楚 地 理解 这 些 性 质 。 显 然 ， 力 学 系统 在 欧 氏 空间 中 建立 
的 传统 数学 模型 不 洪 足 这 一 要 求 。 此 外 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 
入 们 的 研究 表 骨 ， 力 学 系统 的 位 形 空 间或 相 襟 间 并 不 一 定 是 欧 氏 
空间 而 必 是 微分 流 形 。 正 是 由 十 以 上 两 个 方面 的 原因 ，Poincaré 
提出 ， 用 微分 流 形 取代 欧 氏 空间 作为 力学 系统 的 人 由 空间 。 这 样 ， 
工 agrange 力学 ， 开 amilton 力学 以 及 非 完整 力学 都 可 以 用 近代 
微分 几何 的 庄 训 来 表达 。Tagrange 方 程 出 微 分 形式 可 以 很 简洁 ， 
很 优美 地 建立 起 来 。 同 样 ， 没 有 微分 形式 就 不 能 说 明生 amilton 
力学 。 

在 这 一 意 里 ， 我们 介绍 可 微 流 形 ， 外 微 分 ，f 于 amilton 力学 
的 几何 揽 述 ，Lagrange 力学 的 几何 描述 ， 以 及 非 完 整 力 学 系统 
的 微分 几何 理论 等 。 


一 596 一 


$7.1 可 微 流 形 


本 节 讨 论 折 扑 空间 ， 微 分 流 形 ， 切 空间 ， 子 访 形 等 和 概念， 所 
-有 命题 部 没有 给 出 证 明 ， 证 明 可 参看 有 关 专 着 和 15。 


7.1.1 拓扑 空间 


1 拓扑 空间 

拓扑 学 的 思想 是 要 给 出 邻近 性 和 连续 性 这 些 非 常 直 观 的 概念 
的 含义 . 

定义 1 如 果 久 = 二 {U1zET} 是 非 空 集合 江 的 一 个 子 集 族 ， 
注 足 下 述 公理 

(1 ) 空 集 8E9 MEST， 

《2 ) ' 仿 中 任意 有 限 个 集 含 的 交 属 于 .2 

(3) .中 任意 多 个 集合 的 并 属于 .7 ， 
则 称 到 是 具有 拓扑 结构 仿 的 拓扑 室 间 ， 记 作 (M， 久 ,的 
元 素 称 为 好 的 开 集 。 

没 xEtc 邓 是 拓扑 空间 时 由 的 一 点 ， 忆 是 开 集 ， 若 下 是 
并 的 一 个 包含 忆 的 子 集 ， 则 称 玉 是 点 # 的 一 个 邻 域 。 

例 1 了 .9 王 { 几 .gg ， 则 及 满足 定义 1 中 的 三 下 全 二 
构成 一 个 拓扑 ， 称 之 为 于 的 平凡 拓扑 。 

例 2 取 . 了 = 二 {M4 的 所 有 子 集 }， 儿 满足 定义 1 中 的 三 条 公 
理 ， 构 成 一 个 拓扑 ， 称 之 为 离散 二 扑 。 

例 3 设 于 是 拓扑 空间 (MM，) 的 一 个 非 空 子 集 。 如 果 
取 

FAU MU EF, ieI} (7.1.1) 

即 中 的 开 集 定义 为 MH 中 开 集 与 M 的 交 ， 则 多 满足 定义 1 
中 的 二 条 公理 ， 这 是 六 为 

(1) sg=$NM ET, YM=MNM EET, 
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(2) 设 [ 下 EF ，aE 六 7 为 其 一 有 限 指标 集 , 则 。 . 
FENMI= NTIN MEET (7.1.2) 
还 


(3) 设 CiETF， FC 帮 ， J 为 其 一 有 限 指标 集 ， 则 
Us MYTUIT MEF! (7.1.3) 
8 B 


8 EB 

定义 2 设 (如 ,中 )》 是 拓扑 空间 ，; 沙 E. 了 是 诸 的 一 个 休 
族 ， 当 且 仅 当 汉中 的 任何 一 个 开 集 都 是 静 中 元 素 的 并 ， 或 对 任 
-属于 开 集 产生 . 罗 的 点 xz 都 在 在 如 E 殉 ， 使 得 xEBi-U， 则 
称 次 是 .2 的 一 个 巧 。 

蓝 果 拓扑 有 的 基 , 委 是 可 数 的 ， 即 汤 中 人 
合 ， 则 称 二 站 空间 CY， 也 ) 注 幢 第 一 可 数 基 公理 。(a，.3) 
黎 为 第 二 可 数 的 。 旭 果 对 拓扑 空间 (和 到，3) 中 任意 不 同 的 两 
点 Xx， 3 存在 5， 使 得 轴 ED KxEU,，. 
UC 二 $8， 则 称 《了 ，7) 为 了 ausdorft 空间 。 

2. 连续 出 射 ， 同 胚 

定 六 3 设 Gi， Fi;),， 2 王 1，2， 是 两 个 岳 扑 空间 ， 当 有 是 

仪 当 对 A(x} EE ; 的 任 一 久 城 六 部 友 在 * 的 一 个 分 域 避 使 得 

了 (二 VV 我们 称 映射 fA 一 了 4; 在 点 +*E 民 ! 是 连续 的 。 

如 果 对 任何 x& 民 ;，/ 者 连续， 则 称 了 在 于, 上 连续 。 

在 定义 3 中， 车 如 :二 ， 如 映射 成 为 定义 在 ( 儿 !，. 了 7.》 
上 的 一 个 捕 数 。 商 等 数学 中 经 常用 到 的 函数 Y= 二 (x1,*… ,Xs) 的 
连续 性 定义 就 是 定义 3 的 一 个 特例 。 

命题 1 设 (Mf;， 久 ), i 一 1,2， 是 两 个 拓 扩 空间 ，/ ;31 
-一 21 是 一 个 映 射 ， 若 让 二 21 且 其 原 像 记 作 /1(7)= {xE 1l 
RE Wp 财 下 述 条 件 等 价 

(1) 了 是 连续 的 ; 

(27) 天 在 好: 中 是 开 的 ， 则 广 5P) 在 Mi 中 是 开 的 ; 
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区 了 定义 3 中 的 一 个 拓扑 ， 称 之 为 要 对 拓扑 ， 亦 陈 为 诱导 拓 
站 


《3 ) VV; 在 MM 中 是 朵 的 ， 则 /iV》 在 MY, 中 是 闭 的 。 
定义 4 设 GN;, ';)), ?二 1,2,， 是 两 个 拓扑 空间 ， 和 如 果 
存在 对 射 /3 一 3 ， 使 得 了 和 三 部 是 连续 的 ， 则 称 两 个 折 扑 
空间 是 局 上 监 的 ， 这 时 子 则 作 一 个 同 胚 。 


7.I.2 微分 流 形 


1 拓扑 流 形 

在 拓扑 空 间 中 ， 由 于 拓扑 结 构 的 存在 ， 可 以 过 论 瞎 射 的 连续 
性 问题 ， 但 : - 般 不 能 沦 及 机 射 可 微 与 否 。 因 此 ， 如 果 我 们 打算 用 
分 析 的 态 法 米 研 究 几 合 问 题 ， 则 研究 的 对 象 是 空间 ， 并 有 量 在 这 种 
帘 间 上 进行 微分 和 积分 运算 是 有 意义 的 。 这 就 是 说 ， 所 研究 的 空 
间 不 仪 应 其 备 拓 扑 结 构 ， 还 应 具备 一 种 支持 微分 运算 的 特殊 结 
焰 ， 使 得 我 们 在 这 样 的 :个 结构 上 能 够 定义 可 微 呐 射 ， 张 量 ， 微 
分 形式 等 ， 这 就 是 微分 流 形 的 基本 思想 。 

我 们 知道 ， 对 只" 上 的 函数 可 以 讨论 其 可 微 性 ， 而 尽 ” 上 
函数 可 微 性 定义 只 涉及 只 "中 每 个 点 附近 的 欧 氏 空间 结 均 。 因 
此 ， 那 些 局 部 如 同 忍 ”的 ， 亦 即 每 个 点 处 部 有 一 个 . 邻 域 同 凸 于 
六 ”中 某 个 开 子 集 的 拓 社 空间 ， 有 可 能 具备 所 要 求 的 那 种 特殊 结 
构 。 因 为 存 这 种 空间 的 每 个 点 附近 ， 总 可 以 通 直 同 胚 把 定 交 在 它 
上 疝 的 函数 局 部 地 表 成 尺 ” 中 某 个 开 子 集 上 的 函数 。 

为 方便 起 见 ， 在 以 后 的 叙述 中 ， 将 拓扑 空间 (了 驻 ， 省 》 简 
记 作 32。 

定 关 5 设 邓 是 -个 第 二 可 数 的 车 anusdcor 放 空间 ， 若 对 3 
中 的 每 一 点 均 有 一 个 同 胚 于 壤 维 欧 氏 空间 录 ” 开 集 的 .个 邻 域 ， 
则 称 3 为 如 纵 拓扑 济 形 。 

拓扑 流 形 最 简单 的 例子 就 是 只” 本 身 。 吉 和 维 拓扑 流 形 的 任 一 
非 空 开 子 集 也 是 -- 个 % 维 拓扑 流 形 。 


2， 图 和 图 册 
定义 6 设 肛 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 ，U 是 江 的 一 个 升 子 
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集 ，Y CT 时 一 9( 吕 DD) 二 RR” 是 一 个 二 且 ， 则 称 c 一 4C 9 )》 是 和 
上 的 一 张 图 (或 一 个 局 部 坐标 系 )。 

对 任意 4EC， 称 (U，%) 为 含 “* 的 图 (或 含 % 的 局 部 华 
标 系 }。 对 任 一 点 EU, yy 一 (yyt7(y))EER" 的 举 
标 称 为 了 关于 图 (U，%) 的 局 部 坐标 。 车 记 w: 尼 "一 尽 为 民 ” 
于 的 第 个 坐标 函数 ， 即 六 把 /RR* 的 每 个 点 映射 为 它 的 第 z 个 
从 标 ，z 一 1 图 对 应 3 | 一 天 (3)》 定义 避 上 的 一 个 函数 

=o UR:Y u(y), (£1 1) 
和 所 称 为 图 《2 的 第 宇 个 坐标 图 数 ， 通 常 称 (x ,…,x”) 为 这 
上 的 一 个 局 部 坐标 系 。 

对 于 拓扑 流 形 MM， 总 可 以 把 函数 六 并 一 RR 在 每 张 图 (UU,*》 
上 十 局 部 地 表 示 为 R” 开 子 集 上 的 国 数 了 oo 9 02 站 二 民 " 一 到。 
我 们 希望 能 够 把 范 数 /本 RR 在 任 一 点 xEVU 的 可 微 性 定义 为 
落 数 /0 ?1:0(0D) 一 R 在 点 v(x) Ev(U)》 的 可 微 福 。 但 是 ， 这 
在 具备 局 部 欧 化 结构 和 拓扑 结构 的 拓扑 流 形 上 是 不 可 能 的 ， 因为 
存在 下 面 所 提 及 的 困难 。 

设 CU，81) 和 (U2,， #2) 是 了 上 含 点 * 的 两 张 图 ， 则 熙 
数 了 在 UNU, 上 就 有 两 个 局 部 表示 

f opeAU NU ) TR SR 《了 5 47 
f ov NUITR"—R (7.1.5) 
这 时 就 可 能 出 现 /0 e171! 在 41(%) 的 可 微 性 与 /095! 在 ?2(%*) 
的 可 微 性 的 不 一 致 ， 当 然 也 就 不 能 把 的 可 微 性 用 它 的 局 部 表示 
oo9 的 本 微 性 来 定义。 为 解决 上 还 困难 ， 必 须 引进 图 的 相 容 
定义 7 设 志和 忆 : 是 是 "的 两 个 开 子 集 ,如果 对 0 所 ko0， 
觅 射 /:U 一 Us 满足 
(C1) FECt(U，RR”)，. 即 的 所 有 直到 万 阶 的 偏 导数 在 
企 晶 过 续 ， . 
《2) 了 是 一 个 对 射 ， 
一 600 一 


(3) fiECtU:, R”), 
则 称 了 是 一 个 C- 微 分 同 胚 。 
定义 8 设 c=(U，pi)，z=1,2， 是 于 的 两 张 图 ， 如果 
它们 满足 
(1) UJ 让 U;: 二 D， 或 者 
(C2) TNC, HH 
io AU NUITR OT DETR” 
. 《7.1.6) 
Go Pts GAUNUIYTR" 90 NU) CCR" 
《7.1.7) 
是 C*- 微 分 同上 乓 ， 则 称 ci 与 c: 是 C*- 相 容 的 。 
对 于 行 一 点 xE 了 ,党 寻 十 所 有 含 * 的 图 (CU;，9;)jexr 彼 
此 之 间 是 C0- 相 容 的 ( 龙 >0)， 赠 函数 在 点 * 的 可 微 性 ， 可 用 
六 谋 任何 一 张 售 * 的 图 (U;，wy) 上 的 局 部 表示 /0%8j)' 在 点 
Yj(%》 的 可 微 性 来 定义 ， 而 不 会 天 现 如 前 所 述 的 不 一 致 ， 因 为 
fo l=/ 08) oF0 V7;') Yi,7EK 
定义 9 级 维 拓扑 流 形 MM. 上 的 一 个 C*~ 图 册 2 是 指 覆 议 31 
的 一 族 图 (U,，Y 4) ser: 
(Uo=M 
aer 
并 士族 中 的 图 两 两 都 是 C*- 相 容 的 。 
定义 10. 设 入 ' 是 训 上 的 两 个 Ct- 图 筒 ， 若 满足 (1 ) 
GAU 是 一 个 Cx- 图 册 ; (2 任意 的 cE 及 cE 与 
.c 是 C*- 相 容 的 ， 就 称 2 与 2' 是 Ce- 相 容 的 。 
好 上 图 册 的 C- 相 容 性 是 一 个 等 价 关 系 ， 这 个 关系 定 又 到 
上 的 一 个 等 价 类 。 下 上 每 一 个 C- 彬 容 图 册 等 价 类 (0 过 & 和 co) 
中 的 所 有 了 图 册 的 并 构成 江 上 的 一 个 Ct- 极 太 图 册 -sr ， 即 对 于 入 
上 的 任意 一 张 图 (VV ，wy)， 车 它 与 属于 .ex 的 每 一 张 图 是 C*- 相 
容 的 ， 则 CV Pp) Ee 
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3。 微 分 流 形 

定义 11 所 谓 砍 维 示 护 流 形 M 上 的 一 个 上 油分 结构 是 指 在 
2 上 上 给 定 的 一 个 CC- 极 大 图 其 ,2 . 戎 在 妈 寺 给 定 一 个 C*- 微分 
结构 、， 则 拓 牛 流 形 型 称 为 好 维 .CC 微分 流 形 。 

C0 微分 流 形 实际 就 是 拓扑 流 形 。 显 而 易 见 ， 车 .sx 是 一 个 
Ct- 微分 结构 ， 则 对 任何 下 整数 sx， 存在 六 上 -一 个 唯一 的 C 僵 
微分 结构 .ez ， 使 得 ,azc ,ez ， 即 8 越 大 结 攀 越 小 。 

C“- 征 分 流 形 称 为 光 漠 流 形 。 在 后 面 的 叙述 中 除 特 别 指出 
外 ， 所 涉及 的 都 是 光滑 流 形 。 光 滑 流 形 义 称 为 微分 流 形 。z#s 维 微 
分 流 形 如 记 作 入 "。 

微分 流 形 4f 具有 以 下 性 质 民 ， 

C1) 4" 是 Hausdortf 容 间 ; 
《2) Mw 具有 局 部 欧 氏 空间 的 性 质 ; 
《3 )》 池 ”是 局 部 紧 的 ， 因 而 更 是 仿 紧 的 : 
《YL) A" 的 任 一 开 子 集 如 也 是 一 个 微分 流 形 ， 它 具有 微分 
结构 
oA Us UP NU TF) er Eo u} | 
(5) 设 和 ”是 -个 微分 流 形 ， (Vs，wp)ael 是 其 微分 结 
构 ， 则 潭 xx 只 是 :一 个 殉 + 维 的 微分 流 形 ， 且 县 有 微分 结构 
(Us XV a FoX Pa)aer sel (7.1.8) 
其 中 8,Xx 风 ; 定义 如 下 
Pex pat XV Ux AV) TR R" 
| 7.1.9) 
例 4 尺 " 是 对 维 微 分 流 形 。 
取 光 滑 图 山 (RR*，id)， 这 个 图 册 仅 包 含 一 张 图 ， 它 是 R” 
的 一 个 微分 结构 ， 称 为 呈 ” 上 的 标准 微分 结构 。 I 
例 5 一 维 单 位 球面 
Si={(Cx ,x ) ER (Cx) (022)2 一 于 
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[一 人 (YUE SS v0, P(r XK ) = 

Uo {Cx x) ES sO, Palx!l ,KX ) x 

T= {x ,XE S| 2 0}, Galwl, x) = x! 

{x XY) ES x LO Flr ,HN ) ml! 
容易 下 出 ，.7 二 {97) ?二 1,2,3,4 和 是 S' 的 一 个 同月， 时 . 
在 2 TU) A PU 上 F, tA Fo Fi 和 Fo 
是 C7 的， 因而 .7 是 5S' 的 一 个 答 分 结构 人 队 而 5 是 一 个 微分 
流 形 。 ll 


7.1.3 切 空间 


1， 可 微 映 射 

在 微分 流 形 中 ， 由 于 微分 结 风 的 存在 ， 可 微 峡 射 的 概念 是 有 

定义 12 设 M" 和 六 ' 是 其 个 微分 流 形 ， 多 ; 谋 " 一 N' 是 一 
个 连续 映射， 如 果 对 于 *E 及"， 存 在 ”上 含 * 的 一 张 网 (1 
2) 和 六 ”上 的 … 张 图 (FY, )， 满 足 凶 (U0U)t 天 ， 且 使 映射 

B= oDBo vy TR ) TR’ (7.1.10) 
在 点 CX) EY(DD) 二 R"m 是 Ct 的 ， 其 中 0 所 x 委 ceo， 则 称 上 映射 号 
在 点 是 C* 的 。 如 果 中 在 对 上 的 每 一 点 都 是 C* 的 ， 则 称 @ 是 
(C*- 陕 射 ， 记 作 BECtCM"m,N")。 

CO- 映射 中 :WI" 一 N"? 就 是 从 并" 到 "的 连续 映射 0”“- 
映射 号 :am 一 入 称 为 可 微 遇 射 ， 亦 称 为 光滑 觅 射 。AL" 上 的 三 
一 耳 数 2M" 一 RR 是 AXA"* Ct- 喘 射 的 特例 CN?= 且 )，C,- 铺 
数 就 是 连续 函数 ，C*… 函数 称 为 可 微 销 数 ， 亦 称 为 光 光 国 数 。 

例 6 取 与 定义 6 一 样 的 记号 ， 则 举 标 国 数 (2 二 1 ,15》 
是 UU 上 的 可 微 病 数 。 | 

定义 13 设 7:ta 5 一 N*，[4, 的 二 尺 。 如 果 对 某 一 :>0， 
7 能 延 拓 成 CC 了 喘 射 >:(g 一 se，B+e) 一 Yo， 旦 YYzECaybI， 
了 (2) 二 Y(x)， 则 称 了 是 和 N* 的 一 条 可 微 由 线 。 如 果 C4， 存在 
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一 个 剂 分 gc 一 cd 的 所 4 一 5 使 得 ?在 每 个 子 区 间 上 的 限制 
Ya en (i 二 1 ,py) 都 是 一 条 可 微 曲线 ， 则 称 > 在 Ca,83 上 
是 分 段 可 微 的 。 

可 徽 邮 线 是 可 微 映 射 的 一 个 特例 ， 

命题 2 当 旦 仅 当 对 任意 /EC-(OY, 玉 )， 由 下 式 

(Bf KI = 一 (六 oo 凶 CC)，YYE (7.1.1]》 

所 定义 的 函数 * 了 2M” 一 民 是 C" 的 ， 则 映射 中 :MM"->N" 是 可 
微 的 。 特 别 地 ， 昼 同 映 射 i@:3f”" 一 3 是 可 微 映射 。 

丰 式 (7.1.11) 定义 的 映射 

DC NS, RC CM"™,R) (7.1.12) 

称 为 映射 多 :MM” 一 N?” 的 对 侦 上 映射 。 

命题 3 设 Mn,N",Z: 都 是 微分 流 形 ， 如 果 映 射 中 :37"-~> 
”和 了 贞 射 多 :一 大 :都 是 可 微 映射 ， 则 @ 王 多 o 中 :am 一 也 
是 可 微 映射 ， 晶 B* 一 Ge* o 多 *。 

通过 连续 映射 ， 可 以 建立 拓扑 空间 之 间 的 一 个 等 价 关 系 ; 同 
样 ， 通 过 可 微 映射 ， 可 以 建立 微分 流 形 之 间 的 一 个 等 价 关系 。 

定义 14 设 M" 和 NN" 都 是 微分 流 形 ， 车 罗 : 肝 ">N" 是 一 
个 对 射 ， 且 号 和 中 -! 都 是 可 微 的 ， 则 称 玫 是 一 个 从 Mm" 到 NN* 
的 微分 同 肽 。 如 果 微 分 访 形 Mm 和 “之 间 存 在 一 个 微分 同 胚 ， 
就 称 Mr 和 N* 是 微分 司 是 的 ， 记 作 M"~>N"。 

关系 “二 ”是 微分 流 形 之 赔 的 一 个 等 价 关 系 。 

2. 切 矢量 与 切 空间 

流 形 上 点 的 切 空间 是 通常 欧 氏 空间 中 光滑 曲面 上 点 的 切 平面 
的 推广 ， 击 构成 切 空间 的 切 矢量 则 是 歌 氏 空间 中 注 向 导数 报 侈 的 
一 种 自然 推广 。 

设 3z" 是 微分 流 形 ，PE 对" 是 一 固定 点 。 将 所 有 在 点 卫 的 
某 个 邻 域 上 的 0* 函数 记 作 CF， 所 有 在 点 也 的 邻 域 U 上 的 C”- 
两 数 记 作 CF(U)。 定 义 C* 中 元 素 的 加 法 和 乘法 如 下 ; 设 /€ 
CU), gECFOV), 
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(f+ m=f rox), VxEUNTV (7.1.13) 
CfeIr)= fx etx), YXEUNTV (7.1.14) 
CR Cr) =Ef x), YXEU, YEER 《7.1.15) 
显然 ,， CF (DCCF，fg 和 f+g 异 于 Cr (UNV), 而 AfEC? 
» (To, 
定义 15 设 f,gECF， 如 果 存 在 卫 的 一 个 分 域 厂 ， 使 得 f 1w 
二 glw， 则 称 了 与 8 在 久 . 上 一 致 记 作 了 一 ss 
关系 “~” 是 CF 中 的 等 价 关系 。 
定义 16 微分 流 形 M” 在 点 x 的 切 矢 最; 是 指 满足 下 列 性 
质 的 一 个 区 数 苹 .:C2 一 RR 
(1) 如 果 f,gECz， 且 f~g， 则 有 


(f= XA(g) ， (7.1.16) 
(2) 对 任意 的 /,gEC? 及 任意 的 a,8ER， 有 
AAAf te)=aR(f) + BX(g) C7117> 
{ 3) 对 任意 的 f,eEC?， 有 
Kelf EI=RX Cf EK) 十 了 (4) Rg) 《7.1.18) 


说 "在 点 %E 形 ”处 的 全 体 切 矢量 组 成 的 集合 记 作 TM”。 定 
义 了 ”中 的 加 法 和 数 乘 如 下 :， 设 X-，YET:Km，AE 民 ， 对 
任意 的 FECz， 有 有 
(Xt YY) Cf) Rf + YY ) (7.1.19) 
(RK) (f) =RX,(T) C7,1.20) 
显然 ，XX.+Y: 和 8 仍 属于 Zad”， 因 而 了 .Mr 在 上 述 运算 下 
成 为 一 个 矢量 空间 ， 称 之 为 切 空 间 ， 仍 记 作 7 34”。 
对 任意 x 下 "， 取 含 * 的 一 张 图 (UU，w)， 如 果 它 的 坐标 
孙 数 为 《x!,… ,x")， 我 们 定义 


Bx | CRF (1, ,m) 


| ee 0 _O(f o¢!) 


-2 7 
Ow Cr) 
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YECz (7,1.21) 

其 中 必 由 定 义 6 确 定 。 容易 验 证 ， 避 | 是 Mg 在 > 处 的 切 
矢量 ， 
命题 4 二 


,ww 5.| 上 是 切 空间 TA" 的 ~ 个 
基 ， 即 对 任意 下 .E TM"m， 有 唯一 表示 


Ns E(x) 2 和 (7,1.22) 
OX HT 


nn 


如果 {5 pe 4 是 Toat= 的 另 一 个 共 ， 则 有 
x x 
Ox: 
| =- 二 (7.1,224) 
xf 8 
-| = 工 ax| i5| (7.1.228) 


出 命题 4 知 ， 铂 分 流 形 对” 在 点 +E 光 “的 切 空 间 的 维 数 也 
是 加 。 出 式 《7.1.21) 可 以 看 出 ， 切 矢量 对 国 数 的 作用 如 同 欧 氏 
侈 间 中 求 图 数 的 方向 导数 。 没 了 是 定义 在 慌 上 的 范 数 ， 则 / 沿 
方向 a= (a'.…,am) 的 导数 为 

a = Ta hE rf) (7.1.23) 


内 此 ， 和 :CA7) 又 称 为 国 数 /MM" 一 好 在 点 XEMY” 没 切 矢 量 Xx 
的 方向 导数 。 
定义 17 设 xEM"， 在 %* 取 一 切 笑 监 玉 :， 令 与 式 : 对 应 ， 
跨 射 : 
Xix NX, (7.1.24) 
称 为 MM" 上 的 -- 个 矢量 场 。 相 对 于 坐标 函数 xi x”) ， 太 可 
了 办 … 地 表 成 
— 606C— 


-mv aa | Lr 8 
六 :二 ANN ) Dx = a (2 > (C7.].25) 


函数 x(x) 称 为 相对 于 给 定 坐 标 系 的 分 最 。 如 果 它 们 是 C7 的， 
则 乏 气 是 C- 矢 好 场 。31” 上 所 有 CC -估量 场 的 集合 记 作 ' 受 - 
CM"m)。 对 于 总 E 如 (CU"m) 和 和 EC, 是)， 图 数 科 (六 如 
下 定义 
RO CR) = KR, VXEAL™ (7.1.26) 
3，、 可 微 映 射 的 微分 
设 池 ” 和 六 ” 是 微分 流 形 ， 双 :对 "一 光 " 是 一 个 可 微 喘 射 ， 
YE 有 XeETAP， 则 由 巴 敌 导出 一 个 线性 映射 
dD (xX) = Per TMNT oN" IN > B(xIN, = PrNYy 
| | 《7.1.27》 
其 中 全 x: 有 如 下 定义 :对 任 -- 了 EC*CN",，R) 
dD OANA Bar Nf = Nf oP =X,(D*/f) 
(7.1.28) 
定义 18 映射 多: 二 dB (x) 称 为 映射 号 在 xEM" 的 微分 。 
命题 5 设 Mm"，N”，LI! 是 微分 流 形 ，x€ nz ， 则 
《1) 人 恒 同 映射 5d: 于 "一 在 # 的 微分 是 桓 同 映 射 zds:: 
a me MR 
《2 》 若 映射 @o3afr 一 N 和::N”" 一 Li 是 可 微 映 射 ， 则 
映射 钙 ; 二 于 ;0 1; 避 "” 一 LL! 在 %* 的 微分 是 
(ODA) r= CPD) ore) DO (Di) ‘(7.1.29) 
下 面 来 求 4: 的 局 部 坐标 表示 。 
设 (U，#) 是 xEM* 的 一 张 图 (1 w) 是 更 (YE Na 的 
一 张 图 ， 且 局 部 坐标 绷 数 为 《xix”) 和 (347 ， 则 对 
任意 的 四 .ET 了 ,WM”， 有 
a 


vi 


Drr (Kr) = TRY oP). 
a3 ， 
本 Gr) 


(7.1.30) 


-一 607 一 


E23 
f 2 oD | d 
Brrr| = | -7 
Cie ) 0 x 25) 
=541 C0 | (7.1,31) 
yy 
Tx) 
其 中 
A | 《7,1.32) 
UT 


基隆 (4;(x)) 称 为 线性 映射 四 kt 关于 举 标 函数 (x ,i 二 1,*…, 坊 》 
和 《Yi9 一 1 ,1) 的 第 阵 ， 也 叫 关 于 图 (UU,w) 和 (V,w) 映 
射 理 在 点 和 的 Jacopi 给 阵 。 显然 ， 算 陈 (7,1.32) 与 网 (9》 
和 《VYV ,ww) 有 关 ， 但 它 的 黎 并 不 随 图 的 选取 而 改变 ， 称 为 映射 下 
在 点 关 的 秩 ， 记 作 ”pg (x)。 

例 7 在 可 微 曲线 Yi:(a4,9) 二 RR->i” 上 的 团 和 拓 量 。 设 和 机 蕊 
(a,5)，(U,Y) 是 含 Y(n) EM" 的 一 张 图 ,其 耸 标 隐 数 为 (Xx! ,…， 
Ym)。 用 ?诱导 出 一 个 映 射 ys 一 dy (DTn(a, 了 DD 一 T,cw 和”, 


央 〈4, 妨 王 尽 上 在 为 处 的 切 矢 景 为 -和 -| ， 由 式 (7.1.30) 知 ， 
Y(t) 上 在 Y(4) 处 的 切 矢量 为 
For -和 | coy) 


(7.1.33) 


其 中 
一 YY 一 ?人 人 (7.1.34) 
可 以 证明 ,对 任意 的 祥 ET.M“， 存 在 一 条 过 点 * 的 可 微 曲线 
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2 (2 全 关 一 1 ， 使 得 2 为 在 4 的 切 锋 量 就 是 X。 事 实 上 ， 
对 任 一 = 了 dt 守 r ET.M"， 取 曲 线 /: (Bonm， 满 足 w(b) 
二 x%*， 且 合用 式 《7,1.24》 定 义 的 为 


vat, fiE (a,0), =1,*, nH (7.1.35) 
上 式 意 味 着 映射 +: (4,5) 一 MY” 为 | 
va DMTEECR DD | 一 2 有 一 PICta) (7.1.36) 
其 中 
Q=(4!l ,4") ER”™ (7.1.37) 


由 式 (7.1.10》 知 ， 有 映射 x 二 2 ov:R 一 R":i >at 是 Ce 的 ， 因 
而 ”是 -一 条 可 微 曲 线 。 将 式 〈7.1.35) 代 人 式 《〈7.1.33) ,得 > 在 
二 的 切 矢 量 为 


,0 \ 
你 。eu 一 Ta pai 二 (7.1.38)1 


例 8 MM" 上 的 可 微 钧 数 /M" 一 是 是 可 微 映射 :Mm 
NN" 的 特殊 情形 CN*= 民 )。 对 于 任何 x€ Mm"， 陕 射 / 的 微分 
dfA(x) 是 线性 映射 


df (rT Mo ToR (7.1.39) 
设 莽 是 帮 上 的 坐 标 国 数 ， 则 对 于 任 何 瑟 ET， 因 Zrow 圾 让 
- 所 | 生成 ， 故 有 )E 尽 ， 使 得 
flx} 
a/x:- 下 | 
了 和 一 下 a {7.1.140) 
由 式 {7.1.30)， 有 
a 
df (sXe= Xio /下 | Xf) | 
ftxy fir) 
(7.1.41) 
通过 自然 同 构 
Ts) RR:1 | | 一 1) (7.1.42) 
1{x) 
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可 以 将 Treo 县 与 中 视 为 同一 ， 办 而 
df Cw): Tum >R:X, Nl f) 《7.1.43) 

印 4f(x) 是 切 罕 间 Te" 上 的 线性 汉 函 。TM" 的 对 侦 空 间 记 
作 Ts、 则 GT TEAIT 称 为 AL" 在 点 * 的 余 切 究 间 ,1 

微分 dfx 具 在 如 下 性 质 : 

C1) df(x) 不 随 图 的 选择 而 变化 。 对 任 -固定 "的 及:E 
TA Kf) 5 木 随 铭 的 选择 而 变化 。 

C2) 设 w,x” 是 命 * 的 森 一 图 的 坐标 汞 数 ， 对 任 -f 
41m 一 屋 ，df (x》 为 了 在 点 的 梯度 ， 姑 有 


| (lv: {7.1,.14) 


内 再，{dw sd 是 了 E37” 的 一 个 与 和 屁 …， E} 对 偶 的 


些 。 

(3) VfrrEC* CM"™,R), YiER, 有 
d(Cf+ey(x) 一 GAY) -de(x) (7.1.15} 
d(af)(x)=2df (x) | 《7 了 .1.461) 

Mf a(x)= elx)df (x) + f(r delr) 《7.1.47) 

7.1.& 子 流 形 

1. 反 函 数 定理 


存 欧 氏 空 间 中 ， 有 个 熟知 的 结论 一 一 反 录 数 定理 。 
命题 6 设 人 铀 是 有 R” 中 的 一 个 开 集 ， 了 :HP 一 ”是 可 微 映 
射 ，zt 亏 1W。 如 果 了 的 Jacobi 行列 式 
det( a | 关 0 (7.1.418) 
则 在 在 含 亲 的 邻 域 节 一 下， 使 得 了 在 吕 上 的 限制 是 一 个 对 射 ， 
并 下 下 = AID 是 点 (0) 在 民 * 上 的 一 个 邻 域 ， 在 VV. 上 有 
可 徽 赣 映射 
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g=f "VER UC (7.1.49) 
命题 6 说明， 映射 了 在 某 一 点 的 秩 ， 决 定 它 在 这 点 的 一 个 邻 
域 上 的 性 质 。 借 助 局 部 坐标 系 ， 立 即 可 将 命 6 推广 到 微分 流 
形 。 
命题 7 设 虽 和 六 是 两 个 名 维 的 微分 流 形 ， 虽 :到 一 六 是 一 
个 可 微 映 射 ， 则 ¥x*E3，d@ (x):TAM 一 ToewyNN 是 -一 个 线性 同 
构 的 完 分 必要 条 件 是 ， 钾 为 x 代 的 局 部 微分 同 肪 。 
值得 注意 的 是 , 命题 7 只 是 一 个 局 部 性 的 结果 。 只 有 当中 是 
一 个 一 对 一 的 可 微 映射 时 ， 才 能 由 d@(*) 在 *E 到 上 的 每 一 点 
处 都 是 一 个 线性 同 构 推 出 更:1z 一 N 是 一 个 微分 间 胚 。 人 否则 ， 酸 
使 d(x) 在 邓 上 的 每 一 点 处 是 一 个 线性 同 构 ， 也 不 能 得 出 到 :4 
一 是 一 个 微分 同 胚 的 结论 。 
2， 温 人 
定义 19 设 3 和 六 "是 两 个 微分 流 形 ， 由 :于 "一 是 一 个 
斌 微 映 射 ，*E ar。 如果 好 所 2， 目 rkG(z) 一 妈 ， 即 d B(x) :7 
">TocowyN* 是 单 射 ， 则 称 多 在 点 4 是 一 个 温和 人 。 如 果 在 和” 
上 上 的 每 一 点 外 都 是 一 个 混入 ， 则 称 宙 是 一 个 混入，( 外 ,MM"m) 是 
六 "的 一 个 浸入 于 流 形 。 一 对 一 的 淄 人 称 为 嵌入 。 如 果 外 是 赂 
入 ， 则 称 (@,MM”) 是 入 ' 的 一 个 媒 入 子 流 形 。 如 果 负 是 顽 入 ， 
中 :MTOM"m)CN? 是 同 肚 ， 且 BCM™) 具有 作为 mn 的 子 空 
间 的 折 扑 ， 则 称 虽 是 一 个 正则 嵌入 ，( 中 ,Mr) 是 :的 一 个 
维 企 则 子 流 形 。 
命题 8 设 和 "和 六?* 是 微分 流 形 ，XEMm， 若 中: ”> 
是 + 处 的 一 个 漫 入 ， 则 对 关 = 含 的 任意 -- 张 图 ( 口 ，v)， 存 在 
NN" 含 gtx) 的 一 张 图 (V ,ww)， 使 得 局 部 表示 
$=0oBo vl:p(U) GV) (7.1.50) 
具有 形式 
TO ET yattry0yse 0)》 (7,.1.51) 
推论 。 涛 BB: Mm" 一 "是 在 xGM" 处 的 浸入 ， 则 存在 M” 含 
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区 的 邻 域 ZZ， 使 得 包 在 也 上 的 限制 是 一 对 一 的 。 
由 上 述 可 以 看 出 ， 浸 入 是 局 部 一 对 一 的 ， 而 碰 入 是 整体 一 对 
一 和 的， 它们 的 区 别 在 于 像 集 史 UVM”) 是否 有 自 交 点 。 
由 定义 19 知 ，(®B,M") 是 正则 子 流 形 = 坟 (BM") 是 嵌入 . 
子 流 形 一 六 (BB,M")〉 是 禄 入 子 流 形 ， 但 其 逆 推 不成立 。 
例 9 下: 民 一 民 : 由 下 式 定 闵 i 
tl-(2cos (i 一 二 ~), sin2( f 一 六 + )) 《7.1.52》 


则 《@,RR) 是 恨 的 温和 作 子 流 形 ， 
但 不 是 嵌入 子 流 形 。 如 图 7.1 所 示 。| 
由 命题 8 可 得 出 下 面 命题 。 
命题 9 DlM"—» BN? 
是 一 个 专 维 正则 虑 入 的 必要 充分 条 
" 件 是 ， YXEM"m， 都 有 NN" 含 (x)》 
0 的 图 (U，w)， 使 得 


(1) 92( 中 (2 是 中 的 原点 ， 
[a PDX)) = 0, ,0) (7.]1.53) 
C2) AUNDOAM™)) = {wt EV) ue™!! 
一 必 一 2 二 0》 (7.1.54) 


命题 0 如 果 外 : 涪 ” 一 中 (372) 志 N 是 一 个 正则 和 嵌入， 则 
种 :一 多 (im) 是 一 个 微分 周 且 。 

3. 淹没 

定义 20 设 和 "和 NN”* 是 两 个 微分 流 形 ，@B;M"->N"* 是 可 
微 上 映射，%EEM"。 如 果 mw 守 nn 有 自 kB(X)=%n， 旭 B(xX):T™ 
一 Tec 是 满 射 ， 则 称 中 在 x*EM” 处 是 淹没 。 如 果 虽 在 和 "” 
上 的 每 一 点 都 是 淹没 ， 则 称 中 是 淹没 。 

例 10 投影 映射 

:RR™— Rm, 一 《28 《7.1.55) 

是 一 个 淹没 ， 称 为 典型 淤 没 。 
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命题 11 设 3r 和 Na 是 微分 流 形 ，xE 季 ”。 若 由 :3 
一 NN” 是 在 处 的 淹没 ， 则 对 N" 含 瑟 (x) 的 任 一 张 图 (天 )， 
存在 放 ” 含 “的 一 张 图 (UU,y)， 使 得 全 的 局 部 表示 

DPD=p0Bo Vir UV) (7.1.56) 

其 有 形式 _ 

Pls HT) = (2, 7) (7.1.57》 
定义 21 设 下 :对 m 一 N 是 可 微 映 射 ，x EM™。 

《1) 车 rkd (xz)<， 则 xz 称 为 理 的 一 个 临 愉 点 ; 否则， 
称 为 审 的 正 风 点; 

(2) 设 yEN”, 如 果 2 和 BCM"™) 或 当 yE@(M”) 时， 
每 个 *E@-!'(y) 都 是 多 的 正则 点 ， 则 称 》 是 甸 的 正则 值 ， 否 
则 ， 称 为 @ 的 临界 值 。 

在 欧 氏 空间 中 ， 常 常 要 印 究 可 微 函 数 的 零点 集 ， 即 下 述 方程 
站 

CE 0 一 0 
(7.1.58) 
在 什么 条 件 下 可 以 表 东 为 y' 二 gx! x”),， 2 二 1,*…,%p， 关 于 
这 方面 的 一 个 重要 结论 就 是 隐 畏 数 定理 。 通 过 局 部 谷 标 系 ， 可 以 
将 这 个 定理 掩 广 到 微分 流 形 上 。 

命题 12 设 时 = 和 N" 是 两 个 微分 流 形 、， 中 :Mn 一 >N" 是 可 
微 映 射 ,yEN?。 如 果 3》 是 更 的 正则 值 ， 且 B71i(y) 阮 5， 则 
B71(y) 是 M" 的 一 个 壤 -n 维 正则 子 流 形 , 并且 对 每 个 xE 
多 "1(y)， 有 


TB (yy))—=KerDe:. {7.1.59) 
例 11 设 叶 :Re+'- 一 尺 由 下 式 定义 
n+1 
Bs 1) = > (Wi)? (7.1,.60) 


i=1 


显然 ， 路 点 {0,",0) 之 外 ， DB 是 一 个 淹没 ， 著 非 老实 数 部 是 中 
的 正则 值 。 因 此 ，S”== 史 -'( 1 ) 是 R"*! 的 % 维 正则 子 流 形 。 | 
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87.2 外 微分 


本 上 节 讨 论 张 是 从 ， 微 分 形式 ， 微 分 形式 的 运算 ，Frobenis 
` 定理 ， 微 分 形式 的 积分 。 


7.2.1 张 量 从 


张 量 从 是 欧 氏 空间 中 直 积 空间 概念 的 推广 ， 也 是 积 流 形 概念 
的 推广 ， 它 是 在 物理 学 的 强烈 刺激 下 产生 的 。 例 如 ， 若 用 过 表示 
质点 的 位 置 ，v 表示 质点 在 点 * 处 的 有 向 速度 ， 则 《x*，v) 表示 
相 空 间 中 的 一 点 ， 而 由 下 稳 可 以 看 出 相 空间 实际 上 就 是 一 种 特殊 
的 张 量 丛 一 一 切 从 《〈 余 切 从 )。 

设 "是 徽 分流 形 ，7- 和 7 分 别 是 流 形 可 "在 点 xENM” 
网 切 空间 和 余 切 空间 ， 则 在 YxEMNH" 外 有 (7,s) 型 张 量 空 
[EE] DE 


T(x)=TO "BT OTIO"OT 《7.2.1) 
~ 
r+ 个 3 个 
T(x) 是 or 维 的 矢 基 空间 ， 令 
了 :一 | Tr(x) 【72 
x EM 


令 T: 了 了 一 ”是 由 下 式 定 义 的 映射 
TXT ) 一 4 站 (ETTXZ)》，VYYEadn 
和 全 入 
则 zt 称 为 自然 投影 ， 它 是 由 7! 到 并 "的 满 映 射 。 

可 以 证 明 ， 通 过 x，M” 上 的 流 形 结构 〈 拓 盾 结构 和 微分 结 
构 ) 可 以 自然 地 导出 了 上 的 一 个 流 形 结构 ， 使 得 Z: 成 为 -个 
微分 流 形 ， 并 且 :了 一 型 ”是 -个 渡 没 。 

设 5. 为 由 自然 数 {1,…,*} 构成 的 置换 群 ，V 是 企 一 矢 午 空 
间 ，V* 是 VY 的 对 偶 空间 。 记 47(F) 为 了 (= 王 F 因 …… 因 〈 共 
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?+ 个) 中 全 体 了 > 阶 反 对 称 张 明 组 成 的 集合 ，A*(V) 人 = 
了 OCT ( 共 s 个 》 中 全 体 s 阶 反对 称 张 量 组 成 的 集合 ， 
X=sgRne XR, YrES, YXEATY 
KX*=sgnr Ns, VoES,, YVRX*E A*(V) 
1，r 为 偶 置换 
一 1] ，r 为 奇 置换 
显然 ，A47CV》 和 4%*(V) 分 别 是 TO) 和 了 (7)》 的 线性 子 穹 
癌 。 
定义 1 流 形 六! 称 为 流 形 和 ”上 的 (rx，s》 型 张 最 从 。 和 人 
然 投 影 z 称 为 从 投影 。YxE M™,， T(x) 称 为 从 T?I 存 点 * 的 
纤维 。 当 r=1, s=0 EF} 


式 中 oe 


了 fm 一 人 TM" (7.2.1) 
.xEMT 
了 738" 称 为 3 的 雪 从 。 当 r= 二 0，s 二 1 时 
i Mrs tl TM {7.2.5) 
im 

7T*Mm 称 为 ”的 余 切 内。 令 
047) 一 1) ATAf™) 《7 了 .2.6) 

ENm™ 
人 AMm)= I) (了 (7.2.7) 

xENIT 


A"(CU™) NR MMH" 上 的 + 阶 外 矢 中 外 大 六 及 ，4 (am) 称 池 ”的 


A EAS 


7.2.2 微分 形式 


1， 微 分 形式 的 定义 
定义 2 设 六 一 7 了: 是 可 微 映射 ， 如 果 
To 了 一 ?一 > (7.2.8) 
即 YxEM"m，f(x)ETI:(x)， 则 称 了 是 张 量 从 ;的 一 个 可 微 堆 
面 ， 或 称 为 对 “上 的 (+,，s) 型 光滑 张 最 场 。 
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显然 ， 切 从 TM” 的 可 微 截 面 就 是 3” 上 的 光 请 估量 场 。 
微分 流 形 ”上 的 微分 形式 既 醋 在 几何 上 看 成 ”上 某 个 
张 量 从 的 可 微 截 面 又 可 在 代数 上 看 成 由 名 (MM"m)x.x 
3 03》 到 C”(CM™) 的 一 个 多 重 线性 反对 称 映 庄 。 
定义 3 外 形式 从 的 可 微 截面 
AT A NT) x Xx, Or)》 {7.2.9) 
称 为 ”上 的 s 次 微分 形式 ,简称 -形式 , 其 中 ,=% (2)E 
A'*( TNM™), 
Mm 上 所 有 s- 形 式 构 成 的 集合 记 作 疡 (Mm)， 并 记 
TIOM™)= DO, FAM"™) 
+= 
令 , 令 0") 为 M” 上 CC”- 矢量 场 的 C”- 加 法 群 ， 亦 即 对 任 
意 的 玉 、YE. 人 9 *(NM™m)，4ERR， 有 
(1) AXIYTI—*(IR)(X) EAE NX) 
(2) NiYx ls( K+Y)(A) =X(X) + YXx) 
《3) 对 任意 了 EC”CWY™),， 有 
FRX XK) FXOK) 
则 XP” 上 的 任何 一 个 Ss 次 微分 形式 都 可 以 定义 一 个 人 队 
人 MT) X77) 到 C*(OM") 的 C*(M") 一 S 重 线 性 反对 
ee 
称 映射 ， 即 ， 设 基 (,…, 尺 ;是 戏 " 的 C”- 炙 量 场 ，@ (Xi, XXX) 
有 意义 ， 则 s- 形 式 % 定义 -个 上 蜗 射 
S 个 
wi Cr NM") 0 (Mn) (7.2.10) 
(Xi | 一 人 DEC) (7.2.11》 
对 于 任意 的 xEMw， 有 让 
RI, RCX) (KE (XY ,KX)) (7.2.12) 


并 且 - 
(1) Vf geEC* (Mm), XX YE (M")， 有 
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四 (有 本 YY 
一 0 和 1 
十 go(X Xi Y ,Ri RY) 
(7.2.13) 
《2)》 mR ys Ns 
= — oN Kj NN,) (7.2.14) 
反 过 来， 任何 由 式 (7.2.10) 一 (7.2.14)》 定义 的 C”(M") 
-多 重 线性 反对 称 喘 射 都 定义 了 一 个 ”上 的 微分 形式 。 
2. 外 积 
定义 4 对 每 个 坊 关 0，4 关 0， 存 在 一 个 称 为 外 积 的 运算 ; 
MPP) x Po — Rrra MM") (7.2.15) 
(0, ¥) wy (7?7.2.16) 
wt 用 下 式 定义 
ADL PE CNR) = OX NITY) 
hE APIO# Nm) (7.2.17) 
对 于 Rt Xa ER (NM"), 
(oATD KI, on Ko) NK)= (signe) ms (Kc)(%) yo， 
CEspsg 
DT ) 3x( 有 oprD ee， 有 opro9)》 (7.2.18) 
其 中 sse 是 满足 r(1) 过 <<z( 力 ) 和 op+])< 呈 之 co(p+9) 的 
置换 构成 的 子 集 ，signo 是 置换 oz€E s,s 的 符号 。 
外 积 是 一 种 与 坐标 的 选取 无 关 的 运算 ， 由 外 积 的 定义 可 推出 
它 的 下 述 性 质 : 


€ I AP+O) = mh Dt wh (7.2.19} 
(7 十 日 )A@ 一 2 由 全 + 8 四 (7.2.20) 

其 中 ?和 0 是 同 次 的 微分 形式 。 
(2) AIAO) = (CwATIAB (7.2421) 

(3) 对 fEC”CY™)， 有 
(oh 一 六 oO 《7.2.22) 
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(C4) 对 ERIM™),， vwEFAM")， 有 
7 why= (1) (7.2.23) 
命题 1 (7) 设 wi 为 MM" 上 的 1- 形 式 ， KE HR NM") 
为 Mm 上 的 C>- 矢量 场 ，2 一 1, +…， 五 ， 则 
CoiAv hw po) (KI, Pee Kp) = det ew; (成 (7.2.247 
《2 1) 好 ”上 的 任何 加- 形式 均 可 分 解 为 Ca 个 乡音 式 之 和 ， 
而 每 个 涩 单 式 是 纺 个 1- 形式 的 外 舱 ; 
名 二 > or Mesh, (7.2.25) 


1 
3. 微分 形式 的 标准 型 
YYEJzr， 设 《zep) 是 含 * 的 -- 王 图 ， {x'， Yo} 是 局 
部 倚 标 函数 。 因 为 fax， dn} 是 [可 5，…; 5 名 }》 的 对 个 


了 
是 在 每 个 xEU 处 {dx', + dx"} 爸 成 TiC(x) 的 一 个 基 ， 从 


dvi (ey) -01, 2, Fl1, ,0) (7.2.26) 


而 
{dyiiAepdr i [oo 7} (7.2.27) 
在 YsEU 处 构成 s 次 外 形式 空间 4 (TM"=) 的 一 个 起 ， 进而 


7)，0 和 Ss 
dim a (TM) -人 和 (7.2.28) 
0， 其 它 
命题 2 MM“ 上 的 任意 一 个 s- 形式 wm 在 UU 上 的 限制 可 严 为 
olo:= >， Nd (7.2.29) 
fts 
或 pe ,之 ， Gi dri hehdxis (7.2.30) 


特别 地 ，1- 形式 。 可 只 .地 表示 为 
a (7.2.31) 


f=1 
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7.2.3 微分 形式 的 运算 


本 小 节 引 进 关于 微分 形式 的 三 种 运 算 ， 外 导数 、 内 积 、Jie 
导数 。 与 外 积 运算 一 样 ， 它 们 和 和 局 部 华 标 系 的 选取 无 关 。 

1. 外 导数 

外 导数 是 欧 氏 空间 中 微分 算 于 由 念 在 微分 流 找 上 的 推广 。 

命题 3 设 "是 微分 流 形 ， 则 在 在 -个 唯一 的 旦 射出 
PF? (8 一 了 2 使 得 

《1》 I{w 二 7) 一 do 十 村 CFDS) 

(2.) 村 (ooA2) domin+ CC—1)rsewidr (7.2.33) 

(3) 车 EC”OY") 是 3 上 的 可 微 振 数 ， 则 4 广 恰好 是 
上 的 微分 

{41) d(dw)=0 (7.2.31) 
映射 d 称 为 外 导数 。 

例 1 设 RR 中 的 笛 卡 儿 叱 标 系 是 (xi, xz, XY4)。 

(1). 洲 是 展 十 的 可 微 函数 ， 则 


dE 7 .d= Efidxr 
A Fl 如 i 0. YL. 
舌 是 ( Bs » Gx,’ E 4 ) 是 是 图 数 f 的 梯度 grad f。 
《也 池 ' 设 四 一 CidYI + Aodx; + axdxy 
则 do 一 d4:4dx + dzzAdxz 十 deAdxXs 
Da Oar Hg 6 好 2 
=-( 让 本 Jax: ‘dx2 十 一 人 jdxshdxs 
Da Has _ 
+ DBX ”AxI jaxsda (7.2.357 


捧 量 《Ga ts) 记 为 A, 则 矢量 
(3 Oa Oa _ fa Ba: A - 


AXL HX, Bx Ox ? DXs Oxi 


是 舌 量 场 & 的 旋 度 curl a。 
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《3) 设 7=DdxAdxi+ bdxahdvit+ bdxiAdx 
则 d7= (9a + De + Be dikdwahdrs (7.2.36) 
邻 五 一 (B B53)， 则 
dy 一 div 术 ,dxindxaadxs (7.2.37) 
其 中 div 表示 基 量 场 5 的 散 度 。 
设 ==df， 则 将 式 (7.2.34) 代 人 式 (7.2.35) 中 ， 易 得 
dw=d(df) =curi(gradf)=0 (7.2.38) 
设 ?=dw， 则 将 式 (7.2.35) 代入 式 《7.2.36) 中 ， 易 得 
d7=d(de}=Adiv{curla) =0 (7.2.39) 
式 《7.2.38) 和 (7.2.39》 是 场 论 中 的 两 个 基本 公式 。 i 
定义 5 设 MM” 是 微分 流 形 ， 则 存在 -个 唯一 的 映射 
CC,: RM RMR MT 《7.2.30》 
它 由 下 式 定义 
LX, Y= XY—YYX (7.2.41) 
即 对 任意 的 了 EC”CMY"m)， 有 
CY YICf}=XYN) YXO)) {7,2.12) 
映射 [，] 称 为 Lie 插 号 。 
容易 验证 ，Y /gEC”CM")，Y4，KERR， 有 
(1) CXYICAF + /p=ACX, YICf) + HN, YI) 
(7.2.43) 
(2) LX,YIfe}= CX, YI(g)— gtX, YI 
{7.2.14) 
命题 4 设 M" 是 微分 流 形 ， XY ZER (M"), fgE 
C“ (Mw)， 则 有 


(C1) [X,YI=—[Y, XX) (7.2.45) 
(2) [CX+Y,Z2)=[CX, AI+LY, ZI (7.2.46) 
(3) [fAX,eYI=/(X(e)Y— (YONIX+f etR, YY 

(7.2.47) 
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《4》 [CX, CY, ZIDTT[IY， CZ, XI)+CZ, [X,YIN=0 
《7.2.48) 
Lie 括号 的 引出 允许 我 们 有 如 下 的 命题 。 
命题 5 设 Mn 是 微分 流 形 ，% 是 "上 的 s- 形式 , 开 ， 
,ERM")， 则 | 


s+1 
do{ Kis Kid) = DC— DiIX w(K, os Ri Ti)) 
i=1 l 
+* 3 C— io Xi;, XI], 1, oo， 民 ;, oo。， 
1 +tl 
入， 和) 《7.2.49) 
其 中 “~ ”表示 赂 去 此 变量 。 特 别 地 ， 当 s = 1 时 ， 有 
dol Xi KR) =XAORN)— YN) -uCKX, Y1) 
(7.2,50) 
定义 6 没 A”m 和 NN" 是 两 个 微分 流 形 ， 史 ， Mm 一 入 ”是 可 
微 蚂 射 ， 则 出 鲁 诱导 出 一 个 映射 
DFION) FM™), pmin(sm, 1) (7.2.51) 
定义 如 下 : 对 任意 - -个 N* 上 的 2- 形 式 w，g@*w 是 到 ”二 的 一 
个 #- 形式 ， 
Pr* w(x,, oe Ko) (XN) = Wen (人 DrrXp) 
ug (dP xX) NX,, re, dD (KX) EK,) (7.2.52) 
其 中 xERUY， 避 Ip ETAM"m。 BB* 称 为 号 的话 导 映射 ( 拉 
国电 射 )， 又 称 为 理 * (中 的 排 前 映射) 的 对 偶 映 射 。 

由 式 (7.1.11) 和 (7.1.12) 定 尺 的 对 偶 喘 射 实 质 上 是 由 式 
(7.2.51) 和 (7,2.52) 定义 的 诱导 映射 的 特例 (p=0， 是 
Mm 上 的 可 微 芍 数 )。 

映射 * 具有 如 下 一些 性 质 ， 


C1) 中 #( 中 十 7) 一 中 ob 十 虽 #7 {7.2.53) 
(2) Pon) 一 BD*ohD*7 (7.2.54) 
{3) do 中 一 中 +* od (7.2.55) 
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(4) 车:N">2i 是 可 微 映射 ， 则 
(VoD)*—=D* oYy* 《7.2.56) 
下 面 我 们 给 二 号 * 在 局 部 坐标 系 下 的 表示 。 
设 对 LI" 入? 是 两 个 微分 流 形 ，(U,#》 是 和" 的 一 张 图 ， 
启 部 党 标 尔 数 是 fx， x (FV 多 ) 是 和 NN? 的 一 张 图 ， 华 标 敬 
数 是 {VJ} ， 久 :CV 是 一 可 向 有 映射 。 则 WW BE 了 ?CT )， 
六 有 局 部 表示 
日 Dript Vdy totdvie (7.2.57) 
1 
以 而 于 *3E7I(IY， 为 
DBA TD Dp VI DAV A Dy? 
= hip (BANd vo PB) mid(y eo TD) 


. Ol oD) (virog) 
= bip (BV) 一 ar i 


x wit en 人 Xi 


OV 0 @, ,Vipo @) 
站 (YX7 1 ， ae Nip) 


= Tbh, (DY) 


X vi heidi Pp 《7.2.58) 
式 中 ，1 委 辣 世人 民风 15 人 Js 特别 是 ， 如 果 呈 一 
2 ， 汕 土 式 可 导出 


Bo 中) 


DH=D (Dd Cb(D x)) Dr 


x! 


(7.2.59) 
出 式 (7.2.59) 可 以 看 出 ， 映 射 B* 和 Bs 有 相同 的 局 部 志 
示 。 这 不 难 理解 ， 因 为 四 * 积 是 “对 侦 ” 的 。 
例 2 -~ 维 球面 
SS:={xER’ :x)= (x) + (Cw) =1} 
作为 展 的 一 个 子 空间 ， 是 -一 个 微分 流 形 。S! 上 的 1- 形式 
4 B=—%xdx' + wulx: 
是 RA{0} 上 1- 形式。 在 S' 上 的 陵 制 ， 即 =oi,:: 
622= 


wx + dr 
Co: (Cr): 
设 多 是 如 下 定义 的 光滑 映射 : 
DBRS cost, sint) 
有 于 尽 上 的 所 有 1- 形式 均 可 表示 成 ed 的 形式 ， 故 可 设 中 *B=- 
zdt。 将 
DPD) = (x 0 P(t) = sint 
XPD Tx oD) :=cost 
代入 式 《7 .2.59)， 可 得 4 二 1， 即 
PD*i = dt | 
命题 3 中 的 (4 ) 就 是 著名 的 Poincaré 引 理 ， 下 授 给 出 它 
的 逆 命 题 。 
命题 6 如 果 w 是 在 开 集 姜 - 二 ”上 上 的 s 形 式 ，s 宇 1， 三 可 
收缩 为 一 点 ， 且 do 一 0， 则 在 在 s 一 1 一 形式 x 使 得 上 =d4c。 
通常 称 满 足 de =6 的 微分 形式 wm 为 闭 形 式 , 对 EF’(NW")， 
如 果 存 在 gE FF"'CGY*)， 使 得 二 dq， 则 称 % 为 恰当 形式 。 册 
此 可 见 ， 命 题 5 实际 上 是 给 出 了 闭 形式 成 为 侩 当 形 式 的 条 件 。 
任何 恰当 形式 都 是 雏形 式 ; 而 六 形式 ， 只 有 当 流 形 有 具有 “四 
够 好 ”的 拓扑 性 质 时 ， 才 是 恰当 形式 ， 
2. 内 秩 
微分 形式 与 矢量 场 的 内 积 是 ~- 个 作用 在 微分 形式 上 的 算 二 
tx， 福 E 和 CM"w)。 它 把 峙 ”上 的 p- 形 式 变 为 六 "上 的 pb 一 1- 
定义 了 ,Ki Rp ER (CMD), vwEF? CM"™), 则 G@ 
与 半 的 内 积 臣 一 个 由 下 式 定义 的 一 1- 形式 fx%: 
C(x RK, oe, Rp) = oT, KI, HR) (7.2.60) 
通常 他 称 ix。 为 微分 形式 关于 人 矢量 场 芝 的 缩 并 ， 并 记 作 
mo 
内 积 运算 具有 十 列 性质: 
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( 1》 内 积 运算 是 一 种 局 部 运算 


ixymu= (tx@)u, UCM™ (7.2.61) 

(2) ixFr(M™) CCF? M™) (7.2.62) 
(3) 对 @、0EZ?CM"m)，4XE 和 ， 有 

2x( 四 十 日 ) =izw +ix0 (7.2.63) 

Lx{Am) = sx (7.2.64} 


(4) 对 wEFPM"), 0ETAM"),， 有 
zx AN) xoAd + (—1)?whixd (7 .2.65) 
[5 ) 如 果 wEFiM")， 则 


tx =0(X) (7.2.66) 
和 如果 @EFICOY")， 即 w 是 社 "上 的 可 微 函 数 ， 则 
ixwm=0 (7.2.67) 


内 积 *x 也 可 以 看 作 一 个 映射 zx: ?M7 一 Fr?-1(M™) 可 以 
证 明 ， 如 上 定义 的 内 积 运 算 存在 用 唯一 。 
命题 6a YX,YEAR(M")，fEC*(M"m)， 有 


txty—=Ext Sy (7.2.68) 
tsx= /ix (7.2.69) 
(Lx) =ixix=0 {7,2.70) 


3。 Lie 导数 
Lie 导数 是 欧 氏 空间 下 方向 导数 的 推广 。 在 引出 Lie 导数 之 
前 先 介 绍 矢量 场 的 流 、 局 部 单 参 数 群 的 概念 。 
定义 8 设 天 和 2 CM"m)， 可 微 曲 线 Y:(a, 5) 三 R= 2"， 
部 果 对 tfE (a, 5)， 满 足 
p= ED)) (7.2.71) 
即 
ye(- 生 -Don (7,2.72) 


其 中 天 j ,ws 表示 站 在 Yta, 8) 上 的 限 怖 ， 则 称 7 为 革 的 一 条 
积分 曲线 。 
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昌江 (7.1.33) 知 ， 对 于 ? 和 | 一 (区 一 (和 (六 》 和 民 一 
Eu (z) 直 -， 式 (7.2.72) 成立 的 充分 必要 条 体 是 #1(t) 是 各 


下 微分 方程 组 的 解 : 
als), (1，-，MmM) 72.73) 
七 的 积分 曲线 出 就 是 方程 〈7.2.73) 的 解 曲线 。 
俩 3 牛顿 方程 
i Pi(wi, Si1) 
可 以 看 作 一 个 可 微 映 射 及 :TH* 一 了 (TMm)， 其 局 部 表示 为 
(这 Br P(e 1) -307 
显然 ，XE 人 人 溉 (TM"™)， 它 的 积分 曲线 是 如 下 方程 组 的 解 ，; 
全 -az Fi Xi) lL. i 
命题 7 设 XE 吕 COM"m)，Y xoEM"m， 存 在 含 x 的 一 张 图 
(Uo, 9)、 一 个 证 实数 和 一 个 可 微 上 映射 : 
Y Uo x Tm, (x, 区 IY x, £) (7.2.74) 
其 中 了 = (一 s,s)， 使 得 对 任何 固定 的 XEUo， 7 二 7Y (x, :'):I—> 
Mm" 是 及 过 * 的 积分 曲线 。Y (xy, 称 为 矢量 场 瑟 的 流 。 
流 实际 上 就 是 微分 方程 组 的 解 曲线 族 。 
对 任何 固定 的 # 令 7 了 sy(。， 1), 出 对 在 意 的 XE ?。 
给 出 一 条 局 部 唯一 的 积分 地 线 ， 而 YEI，7Y; 则 将 上映 为 MM" 
上 的 另 一 开 集 。 闵 此 着 起 求 ，I 好 象 是 随 着 # 的 变动 而 流动 。 
命题 8 设 于 GE.30Mm)， 对 任意 的 x6 EM”， 存在 素 在 和 
点 的 唯一 的 流 籍 (Uo, s,， Y)， 其 中 | 
(IT) CM" 是 含 和 的 一 张 图 ，。 是 正 实数 ; 
《2) YU XI—>Mr"m 是 可 微 上 腕 射 ， 7 二 (一 。， s)3 
C3) YsEDUo Yl>Mmii Yl%,t) 是 苹 过 x 点 的 积 
| 分 曲线 ; 
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(4 YET TY 一 Yi->7(x 2) 是 微分 同 号 。 
上 映射 7 在 t=0 附近 其 有 下 述 性 质 ， 
1) Y=id ( 朵 ?yz =Y(x, 0) =x, Vr) (7.2.75) 
Ca), VON {7.2.76) 
(C3) 7; 一 7_， 《7 .2.77) 
定义 9 如 上 定义 的 ?, 称 为 用 总 生成 的 局 部 单 参数 群 。 
可 以 证 明 :5， 对 "上 上 生 何 :- 个 答 分 同 肘 的 局 部 单 参 数 故 
?存在 叭 一 的 天 后. 有 Ga， 使 得 y: 是 由 天 生成 的 。 
命题 9 存在 一 个 且 只 有 一 个 映射 
(XI 一 下 人， (x, 0) | 一 > 


它 具 有 下 述 性 质 ， (7.2.78) 
《1) 人 x 是 一 个 局 部 算 于 ， 即 
HE xn 一 《SG x@)u 《7.2.79) 
{2) Ex FPC TE? (7.2.80) 
(3) VYw, NEFr, 1€E 和 RR. 有 
Sr (二 有) 一 Go 十 Ge xd (7.2.81) 
xO = x (7.2.82) 
{4) A xO = xi + oN xf (7.2.83) 
(5) 如果 FEFGafn)， 即 了 是 型 "上 的 可 微 函 数 ， 则 
Ext Xf {7.2.24) 
(6) 如 果 df 是 一 个 微分 ， 旭 
xdf =:dS x (7,2.85) 


有 除 式 《7.2.79) ~(7.2.85) 之 外 ，S xx 还 县 有 下 面 一 些 性 
质 : YXYEAR MM"), wo EFrM"), fEFIAM"), 1€ER, 


(1) Gd (7.2.86) 
(2) xoaod=do yx, woi~io x (7.2.87) 
ey (7.2.88) 
| CE x EyI xy (7.2.89) 


《4 》 xrr= xt ys cx 一 ME x 《7.2.007) 
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(5》 如 果 了 不 是 常 值 函数 ， 则 
x Lx (7.2.91) 
一 SO rm tdf Nix (7.2.92) 
式 (7.2.86) 称 为 同 伦 恒等式 ， 它 揭示 了 Lie 导数 算 子 到 x 
内 积 和 外 微分 算 子 的 关系 。 


7.2.4 Frobenius 定理 


设 om …, 0-€ FI(M"™)， 方 程 组 
wi—0, (f=1, 0*, §) (7.2.93) 
通常 称 为 PIaff 方程 组 。 必 须 注意 的 是 ，%;= 二 0， 并 不 意味 着 oi 
是 处 外 为 零 的 1- 形式 ， 而 是 说 :; YxEMH*”，w1 在 切 空间 TM” 
的 一 个 线性 子 空间 上 等 于 零 。 
Frobenius 定理 研究 的 是 Pfaff 方 程 组 的 可 积 性 ， 即 在 什么 
条 件 下 ， 方 程 组 (7.2.93》 的 解 可 以 用 f;=const. 表述， 其 中 
记 i 是 ”上 的 可 微 函数 ， 月 Qf; 是 Mm” 上 处 处 不 为 零 的 1- 形 
式 。 这 个 问题 与 非 完整 力学 中 关于 约束 方程 的 研究 ， 妈 约束 的 可 
积 性 是 - - 致 的 。. 
1. 用 矢量 场 表 述 的 Frobenius 定理 
Hm 上 的 记 维 分 布 是 一 个 瞎 射 A: 一 >As， 此 中 A# 人 人 
Tw， 是 了 "的 -- 个 请 维 子 帘 间 。 若 WxEMM”， 在 x* 的 一 个 
邻 域 到 上 在 在 大 个 处 处 线性 无 关 的 光 清 矢量 场 卫 ,Xe 使 得 
VyEU，As 由 芝 1(4),……, 芒 i(v) 张 成 , 则 称 A: 是 流 形 到 = 
上 上 的 一 个 光 潮 分 布 。X，…: xs 称 为 A* 在 rr 上 的 - -个 局 说 基 。 
在 下 面 ， 除 非特 别 指 出 ， 所 指 的 分 布 均 是 光滑 分 布 。 
一 个 矢量 场 飞 E 如 CN") 如果 YxEM"” 有 六 (x) EA?， 
由 称 及 属于 A*，i 作 : XE€ A*。 
定义 10 设 N* 是 并 ”的 维 子 流 形 ， 名 :NN 一 Mw 乱世 含 喘 
射 。 如果 YxENt， 有 下 式 成 立 
dB (TN*t)==BrT ,Nt = AAS (7 .2,94) 
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或 等 价 地 ， 有 有 〈 国 为 外 是 包含 映射 ) 
中 必 NA 一 AS (7.2.95) 
则 称 CN*, 中 ) 为 分 布 A* 的 积分 流 形 。 
如 果 YX.YE A*， 均 有 上 [ 蕊 YjE At*， 则 称 分 布 A* 是 对 合 
的 ， 或 宠 全 可 积 的 。37” 上 的 分 布 并 韭 都 是 可 积 的 ， 分 布 的 积分 
子 流 形 也 不 一定 就 存在 。 
定义 11 设 f/EF(CO4"m)， 即 了 是 寻 " 上 的 可 微 函 数 ，U 是 
了 的 定义 成 ， 如 果 
X(f)=0, VxEU 和 YIXEAt (7.2.96) 
幅 称 f 是 分 布 A* 的 首次 积分 (第 一 积分 )。 
式 《7.2.96) 也 可 等 价 地 写成 
GAS) 一 0 (7.2.97) 
由 式 (7.2.96) 和 (7.2.97》 可 以 看 出 , 首次 积分 三 在 As 
连通 的 积分 流 形 N* 上 等 于 常数 。 
我 们 关心 的 是 在 什么 条 件 下 ， 分 布 A* 的 积分 流 形 可 以 由 首 
设 ff 是 分 布 A* 的 首次 积分 。 如 果 d 疡 在 YxE 忆 处 
线性 无 关 ， 则 称 六 , …, 六 在 开 集 乙 上 是 苑 数 无 关 的 。 对 于 分 布 
A+* 来 说 ， 陪 数 无 关 的 首次 积分 的 最 大 集合 最 多 是 由 (mi 一 ) 个 
首次 积分 构成 。 
设 1,…， fw-x 是 分 布 A* 的 首次 积分 , 在 开 集 UCM* 上 
销 数 无 关 〔 如 果 存 在 的 话 )， 则 局 部 定义 的 子 流 形 
N+:={xEU|f (x) 0 oo, fm_a(X) =0m_x} (7.2.98) 
是 分 布 A* 的 积分 流 形 。A* 可 以 局 部 地 表 成 
At={XER MV A KR) df N=0} 
(7.2.99) 
对 于 [了 及、YIE A*t*， 因 : 
df: (LX, YI) =0, (=1,°,m—k) 
(7.2.100》 
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则 [及 ，YIE At， 即 CA*, A*Jc™A*。 据 此 有 下 面 的 定理 。 

命题 10 (Frobenius 定理 设 A* 是 Mm 上 完全 可 积 的 
布 ， 则 ¥YxE Mw， 存 在 %“ 的 一 个 邻 域 UU 和 定义 在 U 圭 a 
标 系 {x',，…, x"m}， 合 得 

1) 人吉 c，…， 可} 是 A+ 在 U 上 的 一个 局 闻 基 ; 


《2 ) 分 布 A* 存在 过 %* 的 积分 流 形 ， 并 且 它 由 截 口 二 
fi 二 Const, 给 出 ，i 二 +1, …, %， 其 中 ;是 分 布 A* 的 函数 
无 关 的 首次 积分 的 最 大 集合 

( 3 》 分 布 A* 的 任何 首次 积分 /在 坐标 系 {x!,，…, x”} 中 
可 以 写成 近代 一 上 二 1， 4》 的 国 数 。 

须 注 意 的 是 ， 命 题 10 只 是 一 个 局 部 性 定理 。 
2， 用 微分 形式 表示 的 Frobenius 定理 
与 分 布 概念 相对 应 的 是 余 分 布 。M= 上 的 一 个 s 维 余 分 布 也 
是 一 个 映射 A**:;x| 一 A3'， 其 中 ACT 是 Ts 的 一 个 8 
维 子 空间 。 如 果 wl， *，…, @. 是 好 ”上 线性 无 关 的 1- 形式 〈 即 。,， 
,在 每 点 xE 党” 线性 无 关 )， 则 由 ov …, w, 张 成 Mm” 上 一 
个 s 维 余 分 布 。 
设 A 是 邮 ” 上 的 分 布 ，A*' 是 池上 的 余 分 布 。 如 果 对 任 
意 的 xEa”"， 有 
由 一 【和 7 vwX)=0, YuEAr {7.2.101) 
| AI’—{oETIM"| oF)=0, YXEA:} (7.2,102) 
则 称 A* 和 A* 是 对 应 的 ， 这 时 定 有 + 5s 所 mm。 
MM” 上 的 每 个 分 布 A* 对 应 一 个 余 分 布 A*'™-*， 同 样 ， 短 个 
余 分 布 A* 对 应 一 个 分 布 Acm mm。 
定义 12 设 入 是 Mn” 的 子 流 形 ，@: 入 ->M™ 是 包含 映射 。 如 
条 对 任意 xE YY， 均 有 
| w{PeX)=0, YXETN, YoEASt,—= A (7.2.103) 
则 称 六 为 余 分 布 A*’ 的 积分 流 形 。 
一 629 一 


显然 ， 如 果 余 分 布 A* 田 1- 形式 ov wm 张 成 ; 则 A 的 
积分 流 形 N 就 是 Pfaff 组 @; 二 0， 1 二 1, ""*, 3, 的 积 分 流 形 ， 助 
Wiln—0o 

N 是 余 分 布 As 的 积分 流 形 , 当 且 仅 当 它 是 对 应 分 布 A* 
的 积分 补 形 ， 因 而 余 分 布 的 积分 流 形 也 不 是 一 定 就 存在 的 。 

定义 13 已 知 一 个 出 下 列 方程 


or 一 0， (一 四 十 1. 3948) (7.2,101) 
组 成 的 pfaff 组 。 如 果 它 等 价 于 方程 组 
df;=0, 《2 一 天 二 13) (7.2.105) 


其 中 户 人 一 下 + 1 M)》 是 这 个 Ptatf 组 的 函数 无 关 的 首次 积分 
的 最 大 集合 ， 则 称 该 Pfafi 组 是 完 金村 积 的 。 

在 定义 中 ， 所 说 的 Pfa 直 组 的 首次 积分 就 是 其 对 应 分 布 的 首 
次 积分 。 2 

显而易见 ， 分 布 与 共 对 应 的 余 分 布 的 可 积 狂 是 一 致 的 。 

命题 11 ” (Frobenius 定理 的 对 偶 表 述 ) 一 个 C?*- 祭 分 
布 AY™ tw |-— A 4 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 洁 
Axim-t 中 的 每 个 Piaff 形 ，2- 形 式 ao 可 以 局 部 地 表示 成 
A*n 二 的 局 部 1- 形 式 基 {wm:} 的 线性 组 合 ， 即 

do 一 2 95 (7.2.108)》 
1 


7.2.5 微分 形式 的 积分 


微分 形式 的 积分 是 Riemann 积 分 的 推广 ， 是 了 amilton 原 
理 和 积分 不 变量 等 理论 几 坷 化 的 基础 。 
1. 单位 分 解 定 理 
单位 分 解 定理 是 在 流 形 上 上 定义 积分 运算 的 基础 。 
定义 14 设 方 于 "一 叱 是 实 函 数 。 函 数 了 的 支 集 是 指使 7 
取 非 零 值 的 点 集 的 六 包 ， 记 作 
suppf 一 zxE M™, f(x) 0} (7.2.107) 
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向 分 形式 2 的 支 集 是 
suppo= {x)lx€ M”, or) AO} (7.2.108) 
支 集邮 就 是 通常 所 说 的 非 零 点 集 ， 有 的 亦 称 正则 点 集 。 
命题 12 (单位 分 解 定 理 ) 设 针 ”是 微分 流 形 ，{U. EC 
于 是 3 的 一 个 开 复 盖 ， 则 在 于 ”上 存在 一 族 可 微 晴 数 {ff, <“ 
和 7， 请 足下 列 条 件 : 
(1 ) 对 每 个 a，0 丘 六 <1， 支 集 sappr 是 紧 致 的 ， 并 用 
suUPP/r TU,; 
(2) YxEM"™ 有 -- 邻 域 下， 它 愉 与 有 限 多 个 支 集 supp/, 


(3) > 六 =1。 


琐 数 族 {F-lxE7} 称 为 从 属 十 开 复 盖 {C's} 的 单位 分 能 。 
2. 定向 流 形 
定义 15 微分 流 形 4 亚 的 一 个 体积 形式 是 指 -- 个 连续 的 2- 
有 撒 式 EE TWAM™)， 尼 对 任意 xEM"m 都 有 %: 基 0。 当 有 上 仪 当 在 
4 上 在 在 一 全 体 各 形式 时 ， 型 ” 称 为 可 定 问 的 。 孝 在 -7 土 给 
定 一 体积 形式 ， 则 称 好 ”是 定向 的 。 如 果 给 出 4” 的 定 二 的 两 个 
体积 形式 彼此 只 痊 : 个 处 处 为 正 的 对 数 因 子 ， 姑 它们 规定 了 A” 
的 同一 个 定向 。 
连通 的 可 定向 流 形 恰 有 两 个 不 同 的 定 问 。 对 于 不 连通 的 流 形 
来 说 ， 如 果 它 的 每 个 连通 分 支 都 是 可 定向 的 ， 则 称 该 流 形 起 可 定 
向 的 ， 基 方向 由 每 个 分 支 的 方向 依 定 。 | 
命题 13” 设 Mf" 是 微分 流 形 ， 则 环 面 的 两 种 说 法 等 价 : 
《C12 Afw 是 可 定向 的 ， 即 在 红土 存在 一 个 体积 有 形式; 
(2) 在 “上 有 一 个 图 册 统一 {Ui #2;) 1i 纪 了 ， 使 得 在 
ET 上 上 有 有 
dxiheetdxT = Jdx} Rd 《7.2,109) 
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1 
其 中 J=aet( 5 全)， (1, R=1, 0 1m) (7.2.110) 


{x 和 {X79} 分 别 是 Ui 和 Ui; 的 局 部 坐标 范 数 。 
满足 命题 13 中 《2 〉 的 图 册 {(U;, ?i)} 称 为 是 和 体积 式 呈 
所 确定 方向 相 容 的 。 
3. 可 微 链 
定义 16 由 下 式 定义 的 s* 称 为 妨 ? 中 的 标准 乡 - 单 形 : 
p 
ss={ os， “0 Ht) EE Re) Dil 0 SY, vi 


f=1 
(7.2.111> 


实际 上 ， 一 个 办 - 单 形 so 就 是 央 当 +1 个 点 do …, As 组 成 
的 闭 凸 包 ， 这 些 点 是 按 确 定 的 顺序 排列 的 ， 使 矢量 (41 一 A4,)， 
"(Ao 一 Ao) 线性 无 关 。 图 7.2 所 示 是 一 个 标准 2- 单 形 。 
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B- 单 形 sp 的 边缘 8s* 是 一 个 由 王 式 定 广 的 少 一 LI 单 形 的 形 
式 和 ， 
Osp =, bd. /Ap) bi 了 (一 1 dd 
p 区 
一 > (一 1)7S7 {7,2,112) 
f=0 
这 时 s$-! 作为 sp 的 一 个 面 。 
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例 4 ss=(4o4 A2)， 其 中 二 (0，0)，Ai 二 (1，0)， 

42=(0, 1)， 则 
Bs: 一 Do A;, .42} 
= (A1, A2)— (Cd, 如) 二 (Lo Ad) (7.2.113) 

由 图 可 见 ，6sz 由 A4oA4:-z 的 三 条 边 组 成 ， 方 向 为 逆 时 针 。 

定义 17 设 好 "是 微分 流 形 ，s* 是 想 ? 中 的 一 个 标准 p- 单 
形 。 如 果 C”- 上 映射?:so 一 MM 能够 延 拓 为 从 ss 的 一 个 邻 域 UC 
R? 到 和 M" 的 C"- 映射 则 称 为 好 "上 的 一 个 可 微 连续 p 单 形 
记 作 > 

Jp 一 (Sb U, P=:sp— Mr"™} 


M" 中 的 可 微 2- 链 co 是 指 有 限 形 式 的 线性 组 合 : 


9 
_ 


cp= Dos, dER (7.2.1]4) 

间 样 ，2 一 单 形 sp 的 边缘 30 可 定义 成 如 下 的 p 一 1-- 单 形 : 
如 

Gop= D(C— iog.t (7.2.115) 
1f=0 


(用 于 每 个 ?| ,都 可 延 拓 为 邻 域 Cr 上 的 可 微 映 射 ) 其 中 ap 
是 把 了 映射 ”限制 在 各 个 守 -: 上 市 得 到 的 可 微 的 连续 活 一 1- 单 形 ， 
d 一 (3 Try) (7.2,.116》 

0 称 为 边缘 算 子 ， 它 可 借助 于 下 述 方 法 线性 地 延 拓 到 链 : 


:ep | 一 >ace=of > A )= > 人 ac (7.2.117) 
F 3 


对 于 0- 单 形 ， 令 8 三 0， 则 有 下 述 命题 ， 

命题 14 《1i1) 8 是 线性 的 ; 

(2) dc8=0 (7.2.118) 

(3) 设 ”和 六 是 微分 流 形 ， 印 :am 一 YY" 是 可 微 映射 ， 
则 

Peldcp} =0(Decs) (7.2.119) 
其 中 cy 是 对 ”上 的 可 微 力 - 链 Bx 是 将 如 "上 的 pp- 链 上 映 为 
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NN* 上 的 p- 链 的 谤 导 上 映射， 定义 如 下 : 
Drrp= {Pos NY}, op={r:so— Hi") 《7.2.120》 
如 图 了 .3 所 示 。 


M”™ 


图 7.3 


4. 链 上 的 积分 
定义 18 ” 设 o=={sp, UV, gp) 是 微分 流 形 MM” 上 一 个 Pp-- 单 
形 ， 吕 是 好 ”上 一 个 加 形式， 人 (ze 一 , wm”) 是 ”上 的 标 谁 坐 
标 ， 形 式 
923 一 Dandi dip 
了 ce 
”定义 在 标准 力 - 单 形 sy ee:- 记 肉 ， 则 定 浆 
E 人 = (eas dae hh de {7.2.121) 
< 2 
上 武 有 过 是 通常 的 Riemann 积分 。 
有 了 微分 形式 在 p-- 单 形 卡 的 积分 , 就 可 进一步 定义 它 在 p- 
链 上 的 积分 。 


定义 19 -形式 0 上 的 积分 为 


fo (7.2.122) 


Riemann 和 分 理论 中 的 Stokes 定 理 可 以 推广 到 流 形 上 米 。 
命题 15 (Stokes 定 理 ) 设 "是 微分 流 形 ， 对 任 一 p- 
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细 cp， 纹 关 1， 和 可 微 乡 一 1 形式， 有 
[203 =| da | 
Bcp cp 


必须 注意 ，8 一 形式 在 一般 情况 下 ， 仅 在 可 定向 的 流 形 上 能 
够 被 积分 。 

5. 定向 流 形 上 的 积分 

微分 流 形 Mw 土 所 有 具有 紧 支 集 的 p~ 形式 记 作 ?OU")。 

设 CY, 2 ear) 是 好 上 的 其 一 下 图 ， 即 de heer Al”*> 
00， om 是 Mm 上 :个 1 形式 ，stppo 一 已 、 并 且 吕 有 局 部 表示 
二 adxltewtdz™， 其 中 suppa 二 RR 也 是 紧 的 ， 定 义 


{ » =| = aditi de” (7.2.124) 
Af™ TE 只” 


上 式 寿 端 就 是 通常 的 Riemann 积分 ， 
设 了 MY 是 定向 的 流 形 ，w EF?(M"m)。 人 和 任 取 一 个 与 给 定 的 二 
向 相 容 的 图 册 {Ui ?7)}， 设 {/;} 是 从 属于 开 复 盖 {Ci} 的 一 个 
单位 分 解 ， 则 存 
a _ 
wo 一己/ > (7.2.125) 


由 于 过 是 紧 的 ， 所 以 上 式 只 是 一 个 有 限 和 式 。 容 易 看 出 ， 
supPp (fi®m) 二 suppfi 二 CU;， 定 义 
{ 二 | fiw ‘ (7.2.126) 
Mm 了 “7 


可 以 证 明 ， 定 驻 〈7.2.126》 与 图 册 的 选取 无 区， 并 日 不 依 
赖 于 单位 分 解 {f 洁 网 选取 。 
定义 20 设 和 "是 定向 的 微分 流 形 ，w2E€F? (MM”)， 出 


《7.2.126) 定义 的 数值 | ww 称 为 微分 形式 二 在 3” 上 的 积分 。 
A 
3f” 上 的 积分 运算 具有 下 列 性 质 ; 
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(1) { (ot+ wo) =| w+) ws VO WE PIM™) 
~ MT Md™ Mm 
(7.2.127) 


C2) 1 20=2) wo, vaER, Yoe FIOM") 
~ Mm Af™ i 
(7.2.128) 

6， 流 形 上 的 Stokes 定理 

定义 21 设 = 是 微分 流 形 ， 所 谓 带 边区 域 闪 是 指 民 "的 
子 集 ， 其 中 的 点 分 为 两 类 : 

C1) 内 点 即 在 闭 ” 中 有 该 点 的 一 个 分 域 包含 在 口内 ; 

《2 ) 边界 点， 其 定义 是 ，* 是 边界 点 则 存在 含 * 的 一 张 
图 (UF)，?(W) 二 (v1 0 am) 挟 加"”， 使 得 3 一 0， 并 且 

UND={vivEU, u™(y)=0} {7,.2.129) 
轧 的 边界 点 集 称 为 也 的 边界 ， 记 作 3D。 

如 果 六 ”是 可 定向 的 微分 流 形 ， 避 是 其 带 边区 域 ， 则 9D 是 
MM" 的 一 个 (m 一 1) 维 可 定向 的 子 流 形 ， 其 方向 是 由 对” 的 方向 
诱导 出 来 的 。 若 到 ”的 方向 由 dx 和 Adxz 0 给 定 ， 则 3 的 方 
向 由 

四 一 (一 1)mGzthooeAdxm -10 
命题 17 (Stokes 定理 ) ” 设 也 是 定向 流 形 "上 的 带 边 
区 域 ，% 是 对 "上 有 紧 支 集 的 双 一 1- 形式 ， 则 
{ao =! 2 (7.2.130) 
2 ee | 
这 里 把 8D 看 作 ~… 个 带 有 方向 (由 ”的 方向 诱导 〉 的 定向 子 流 
形 。58D 一 Mr 是 标准 的 单 射 。 如 果 3D 一 $, 则 | dw 一 0。 
D 


例 5 设 江 "=RI，D=[a, 的 是 民 : 中 的 一 个 闭 区 间 ， 则 
有 向 边界 6D={ 引 一 {4}。 设 f 是 卫 上 的 连续 可 微 函 数 ， 则 有 微 
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积分 中 的 基本 公式 
| ay = f/f) C7.2.13D)1 
万 DD 


8$7.3 Hamilton 力学 的 几何 描述 


本 节 介 绍 辛 流 形 ， 积 分 不 变量 ，Poisson 括号 ，Noether 定 
理 ,正则 变换 ， 非 定常 力学 ， 五 amilton 原理 , Hamilton-~Jacobi 
方程 的 几何 意义 等 。 


7.3.1 辛 流 形 


设 M:” 是 一 偶数 维 的 微分 流 形 。 所 谓 ?上 的 ~ 个 辛 结构 

是 指 Mm” 上 一 个 非 退 化 的 闭 2- 形式 28: 
d= 二 0，YY 卫 天 0， 3Y 了 使 得 8(,Y) 关 0 《7.3.1) 
其 中 YET Mm，xENI?m。 
CT2m 8) 称 为 辛 流 形 。 

设 "是 微分 流 形 ， 则 余 切 内 了 *M” 是 2 4 维 的 微分 流 形 。 
和 如果 {g' ,9 是 M 肛 ”上 的 局 部 众 标 系 ，{g' ,9 所 1 
Pm} 是 7*Mw 上 对 应 的 局 部 仅 标 系 ， 则 余 切 从 ZY*M” 上 存在 一 
个 标准 的 昌 然 辛 结构 ， 其 局 部 表示 为 


2 一 > dpidg: (7.3.2) 
过 


它 由 了 ?fm 上 的 一 个 标准 1- 形式 9 的 外 导数 给 出 。0 具 有 局 部 
表示 
8= >, prdg: (7.3.3) 
6 亦 称 为 Cartan 形式 ， 它 是 内 区 而 整体 地 有 定义 。 
可 以 证 明 0~3?， 形 4” 上 如 果 有 一 个 辛 结构 8， 则 Yx< 
Rm”， 总 存在 含 * 的 局 部 图 {91, pi}， 使 得 2 取 标 准 形 (7.3.2)。 
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这 个 图 称 为 辛 图 亦 称 为 Hamilton 坐标 。 这 就 是 所 谓 的 
Darboux 定理 ， 它 表示 同样 维 数 的 辛 流 形 从 局 部 上 来 说 是 相 
同 的 。 

设 和 ?AN" 是 微分 访 形 ， 在 后 而 的 叙述 中 ， 除 特别 指出 外 ， 
TT* 4" 表 记 为 A",T*N? 表 记 为 ?Var。 

学 流 形 (YI"”,8) 上 的 闪 结 构 2 决定 了 -- 个 映射 

QT Am TAN | tx {7.3.4) 

它 是 一 个 从 向 构 映 射 ， 即 一 全 从 了 了 2” 到 了 am 的 微分 同 是 、 
有 2D 了 HNEm 是 一 个 纤维 的 线性 同 构 喘 射 ，x E32”*。 
由 式 《7.3.2) 和 《7.3.4》 可 得 如 下 命题 59 。 

命题 1 设 {9 ,pj 是 L372",8) 的 Hamiiton 责 标 ， 则 映射 
和 2-: 有 局 部 表示 


2 | 瑟 (a 和 + 2))= Ddp:t adg') (7.3.5) 
和 了 


QD Cfidp:+t gidg) 一 (fg a i) 《7.3.6》 
op | 


党 
其 中 ,Bf',89; CO")。 
设 吉 EC (Mm)， 由 下 式 定 义 的 矢量 纪 Xn: 

Xu= 2 ‘dH {7.3.7) 
或 等 价 地 

dH= 一 zx (7.3.8) 
称 为 Hamilton 父 虹 殉 ， 瑟 称 为 它 的 Hamilton 芍 数 。 

(75AXa) 称 为 一 个 于 amiiton 系统 ,因此 ,定常 Hami- 

ton 力学 系统 的 数学 模型 由 -一 个 辛 流 形 和 一 个 且 amiiton 矢量 场 
2 1 


[ll 以 1o 


出 式 《〈7.3.6) 知 ，Hamilton 矢量 场 Xs 在 辛 图 (加 ,0 下 
可 局 部 表示 为 


OH 好 a 9 
DD 
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由 式 (7.2.73) 知 ， 矢 景 场 已 的 积分 曲线 闻 (基本 [Ce 区 一 3 产 ”: 
fj 一 (gi( 拉 ,pi(2)) 是 Iamilton 微分 方程 组 


入 二 3 太一 一 hg: (7.3.10) 

的 解 。 这 样 ， 我 们 得 到 了 - 一 种 在 座 流 形 . 上 建立 Hamilton 方程 的 
不 变 的 方法 。 

显然 ，Hamilton 人 矢量 场 Xj 的 积分 曲线 Y (时 就 是 系统 的 解 
肌 线 ， 因 此 又 称 之 为 系统 的 轨 线 。 

定义 1 如 果 对 任意 x*ENf"m， 存 在 含 * 的 铝 域 UC 和”， 
使 得 卒 流 形 (MF2",8)〉 上 的 和 拓 明 场 卫 限制 在 上 是 Hamilton 
的 ，。 则 称 汪 为 局部 于 amilton 矢量 场 。 

局 然 ，Hamiilton 矢量 场 一 定 是 局 部 再 amiitoa 的 。 介 反之 
则 不 然 。 

对 于 和 E 如 CMP"m)， 扩 下 几 种 说 闭 是 等 价 的 ; 

(1 》 天 是 局 部 Hamilton 的 ); 

《2 ) ix2 是 闭 形 式 ; 

《3) 经 x28=0， 凤 由 玉生 成 的 流 Y, 保持 六 结构 ,7Y*8 二 8、 

[证 明 ] (0) 志 之 (2)， 玉 是 局 部 吾 amiltoa 矢 景 场 的 必要 充 
分 条 件 是 ix2 是 局 部 怡 装 的 。 由 Poincaré 引 理 知 ix8 是 局 部 
座 当 的 <=>dzx2 二 0, 冯 ix8 是 闭 的 。 

(2)< 一 >(3): 亲 作 x0=ixd2+dix8; 而 d8=0, 所 以 约 x8= 二 
0 过 x8 二 0， 即 ix& 是 亨 的 。 又 因 


(YR8— 2) 


7 一 > 

套 玫 x82=0<->Y?8= 二 8， 即 7, 保持 兴 结 构 2。 和 

命题 2 设 {p;,9 } 是 幸 流 形 C32",28) 上 的 辛 图 ， 如 果 XE 

(2m 是 一 个 局 部 Hamilton 矢量 场 ， 它 的 局 部 Hamiltern 

阔 数 是 及 EAD),，UM2"m， 则 Yt 一 (qi(), pi()) 是 大 的 积 
分 曲线 的 必要 充分 条 件 是 : 对 任何 辛 图 有 . 
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$3 i (7.3.11) 
[证明 ] 久 是 局 部 匡 amilton 舌 量 场 ， 意 昧 着 dH= 一 ix9， 


即 六 = 一 8-1d 及 ， 从 而 定理 结论 得 证 。 - i 


7,3.2 积分 不 变量 


积分 不 变量 有 绝对 积分 不 变量 、 相 对 积分 不 变量 和 弱 相 对 积 
分 不 变量 三 种 。 

1. 绝对 积分 不 变量 

设 Y:M2">M2” 是 可 微 映 射 。 

定义 2 设 wE Fe(Mfo)， 如 果 对 Me 上 的 任 一 轨 链 ec ,有 


| w= | 0 (7.3.12) 


则 称 是 关于 胰 射 y 的 绝对 积分 焉 变量 。 
由 于 


| 由 一 人 Y*a (7.3.13) 
|. | 


Fae 
所 以 ，Y*w 二 。 为。 是 基于 映射 ”的 绝对 积分 不 变量 的 必要 充分 
条 件 。 进 一 步 ， 如 果 y, 是 由 矢量 场 瑟 生成 的 。 由 工 ie 导数 的 定 
六 知 ，Y?2w 二 名 的 必要 充分 条 件 是 经 oo 一 0 
命题 3 设 7Y, 是 由 辛 流 形 (Um,8) 上 撩 量 场 世 生成 的 流 ， 
如 果品、? 是 关于 ?: 的 绝对 积分 不 变量 ， 则 
《1 》zxo 是 基于 ?的 绝对 积分 不 变量 
《2) dw 是 关于 YY 的 绝对 积分 不 变量 ; 
《3) wAy 是 关于 Y, 的 绝对 积分 不 变量 。 
[证 朋 ] (1》 Sr(0zxo) 一 和 (Se xw) =0 
(2) x(do) =d ym=0 
(C3) rl = rot oh x?—0 
所 以 ixw,dw,wA3 是 关于 ?的 绝对 积分 不 变量 。 中 
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如 果 7, 是 由 局 部 Hamilton 矢 量 场 交 生 成 的 流 , 则 由 7+8==2 
而 知 台 是 关于 映射 7 的 绝对 积分 不 变量 。 于是， 有 下 面 的 
命题 。 
命题 4 设 开 是 辛 流 形 (Mm",8) 上 的 局 部 Hamilton 矢量 
场 ，Y, 是 由 芝 生 成 的 流 ， 则 日, 8A8 二 8, 呈 ,2” 是 基于 7 的 绝 
对 积分 不 变 显 。 

利用 命题 3 即 可 证 明 ， 赂 。 


在 六 图 下 ，4 有 标准 形 8 二 ,dpihdq', 而 
Deh 2 dprheehdpihdg" eAdg'r (7,.3.14) 
Di 
其 中 及 为 确定 的 非 零 常数 。 记 
w= 2 dpaMwhdpr ldg hodg's (7.3.15) 


有 < 
则 ws 也 是 关于 7; 的 绝对 积分 不 变量 。 特 别 是 ， 当 大 = 到 上 时， 有 
本 个 
一 13m(m-1 2 一 -一 一 
oo hs “eh ll 
=dpii-nhdpridgq' tehdg™ (7.3.16) 


om 称 为 Liouyille 形式 ， 它 是 一 个 体积 式 。 命 题 4 了 包含 了 统计 力 
学 中 法 名 的 Liouville 定理 。 
2， 相 对 积分 不 变量 绚 相 对 积分 不 变量 
定义 3 设 7Y:M2" 一 Mim 是 可 微 映射 ，wEF?(CM2m)， 如 果 
对 人 MM?™ 上 的 任何 闲 链 5 ， 那 5c=4， 有 


上 上 ws (7.3.17) 
则 称 名 是 关于 映射 的 相对 积分 不 恋 最 。 
出 定义 2 和 定义 3 可 以 看 出 ， 绝 对 积分 不 变量 一 定 是 相对 积 
分 不 变量 ， 但 反之 ， 则 不 然 。 
命题 5 ”如果 中 是 ?的 相对 积分 不 变量 ， 则 de 是 关于 7 的 
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绝对 积分 不 变量 。 
[证 明了 由 Stokes 定理 知 ， 对 任意 天 十 1- 链 “ 且 有 


| ao= | (7.3.18) 
eo Be 
训 | 1 ee | do (7.3.19) 
“Be “ Ybe OYre Y#e 
牙 | do do (7.3.20) 
‘ ”Yac 
好 dw 是 关于 Y 的 绝对 积分 不 变量 。 ! 


需 注 意 的 是 ， 命 题 5 的 逆 命 题 不 成 立 ， 因 为 并 不 是 任何 闭 
及 - 链 都 能 成 为 某 个 天 +1- 链 的 边界 〈 但 在 欧 氏 空 问 中 ， 任 一 内 
链 “ 均 是 其 一 链 = 的 边界 )。 

定义 4 如 果 存 在 链 o 使 得 链 c=a， 则 称 “ 为 洽 当 链 。 蕊 
对 沼 ? 汪 的 任意 恰当 链 c ， 有 


| o= | © (7.3.21) 
“ee ~ Yue 
就 称 o 为 关于 上 映射? 的 弱 相 对 积分 不 变量 。 
显然 ， 如 果 do 是 绝对 积分 不 变量 ， 则 。 一定 是 关于 ?> 的 盟 
相对 积分 不 变 景 。 
设 {p;,9} 是 辛 图 ， 邻 


Gd dg hdly ks 
Hk 


(R=1 ,ee ,7s 1 rR) (7.3.22) 
式 中 “人 ”如 表示 略 法 该 项 。 旭 
dat=(—1)"! >， dprtet dpi hdg hddge, 
生 k | | 
=(—1)"' "Iw, (7.3.23) 
当 了 = 一 1 时 ， 有 
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一 1 个 
一 一 人 -一 
w=hidhQh hl 《7.3.24) 
式 中 有 下 为 非 零 常数。 特别 是 ， 妆 天 = 工时 ，o 为 标 惟 Cartan 
形式 


6 一 Oo 一 > 及 dd (7.3.25) 
令 oi gap hehdprrhdgn hh dd 
Df : 
hahdgis (下 二 ] 910; 1 之 ?人 尼 ) (7.3.26) 
则 大 | : 
do =(—1)ttr-10on (7.3.27) 
而 知 有 如 下 的 命题 。 


命题 6 设 太 是 MM"” 上 的 局 部 Hamilton 矢量 场 ， 7: 是 由 
天 正成 的 流 , 则 名， 29 @1 ,oo? 是 关于 7; 的 弱 相 对 积分 
不 变量 。 

在 经 典 力 学 中 ， 在 恰当 链 c 上 的 积分 


[ef 
称 为 Poincaré 通用 积分 不 变 叶 。 命 题 6 包含 了 这 一 结 论 。 
7.3.3 Poisson 括号 


定义 5 设 f gEF (OM?m)， 函 数 
{f ,8} =ixsixs? (7.3.28) 
称 为 和 8 的 Poisson 括号 。 
式 《7.3.28) 亦 可 写成 ( 关 ixiv8 二 8(Y,X)) 


{ff ,8 = (NX, Ty) (7.3.29) 

命题 7 (1) {f,8}= 一 人 xe=xf (7.3.30) 
(2) {fa}=(2 id /ee=~(2-'de)f 

=—{g,/} (7.3.31) 
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{3) X18 = [Xi, Ky) (7.3.32) 
C4) {ff, {eB)}—{{f 8}, +{e, {fb} (7.3.33) 
[证明 ] (1) {f/f ,8} =ixjixs2 = +ixy(— 8) 
=—Xe=— x (7.3.34) 
园 ixiy2= 二 一 ?vvx2， 巩 
{fs8} =—ixridxl=—(— Rf Lxf (7.3.35) 
(2) (Qidfye=—Xe={f ,0} (7.3.36) 
而 Xig= 一 Xf， 歼 
{2 dj)e=— Xe—= Xe f=——(0 dae) 


=—{g,f} (7.3.37) 
(3) 
d{f,8}=—ix wnt (7.3.38) 
而 
d{f,g}—d(—X/g)=— Xs:(dg) 
=— XA Xe dO XR JAR) (7.3.39) 
CK, Ra) Rix x = CL x hx ld | 
= xpixsd ix xsQ 
= xsix = K(X 1 0) 《7.3.40) 
所 以 
d{f ,8} =CXI, Re) 4 Oicxys red (7.3.41) 
即 Xing = —CK, Xe = LK, XN (7.3.42) 


C4) {ff, {8 8} = —X( EB) = —X( mI)) 
一 一 及 tw (8B) + (Rh)) 
={{/ 8 有 +{E 有 1) 
Poisson 括号 可 以 用 来 判别 系统 的 首次 积分 。 
命题 8 设 X' 是 局 部 amilton 先 量 场 ,其 局 部 Ham- 
ilton 函数 是 五 ，? 是 X' 的 轨 线 “ 即 由 X' 生成 的 流 ),i=1，. 
2， 则 
1) 对 7EFo(2”)， 了 在 轨 线 ?; 上 车 二 常数 的 充分 必 
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要 条 件 是 {H’,f/}=0; 
《2 ) 及 ' 在 轨 线 Yi(i 天 1j,5、I 二 1,2) 上 等 于 常数 的 充分 必 
要 条 件 是 H’ 在 轨 线 Y: 上 等 于 常数 ; 
《3 ) 五 "在 雪线 7， 上 等 干 党 数 。 
[证明 ] ( 工 ) 在 轨 线 7Y; 上 等 于 常数 ， 意 味 着 〈7 ”了 = 
了 ， 而 此 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
xitf=—{Hi,/}=0 (7.3.43) 
(2) 因 {Hi,H)}=0<>{Hi，H =0, 由 (1) 知 {8 5， 
好 全 二 0 意味 着 鼠 在 轨 线 Y; .上 等 于 常数 ， 而 {i, 瑟 一 0 意味 
着 FH: 在 轨 线 7?! 上 等 于 常数 。 
《3) 由 1 和 开 , 菇 玫 二 0 即 得 证 。 l 
由 式 (7.3.6)、(7.3.7) 知 , 在 六 图 {pi:,g'} 下 ，Poisson 
括号 可 表示 为 
{a= (I 识 一 识 | (7.3.44) 


7.3.4 Noether 定理 


命题 9 设 ?, 是 辛 流 形 (M2™,80) 上 的 单 参数 变换 群 ， 它 
由 和 朱 量 场 YE 骂 COM”) 生成 ,及 EIV(CMm)。 如 果 存 在 fE€ 
ZT"(M2m) ,使 得 XX 二 YY (这 意味 着 了 是 Hamiiton 矢量 场 ), 并且 
9 是 一 个 动力 学 对 称 群 ， 即 2: 五 = 豆 ， 则 了 在 成 5 的 轨 线 上 等 
于 常数 ， 即 f 是 系统 (Mtm,2 ,五 ) 的 运动 守恒 量 。 
“证明 3 办 ;二 YY， 所 以 4f 二 一 YJ8。 而 
(Y JO KN) = LY, KD) = — 0(Xn,Y) 
=(—Xas QQ)(Y)=dH(Y) 


=Y(H)=yH (7.3.45) 

| oH=NHe>YyH=0 (7.3,.46) 
所 以 

df (X= xgf =0 (7.3.47) 
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如 了 在 Xs 的 轨 线 上 等 于 常数 。 ! 
命题 9 就 是 著名 的 Noether 定理 ， 它 揭示 了 系统 的 运 动 守 
忆 量 和 矢量 场 之 间 的 内 在 联系 ， 即 任何 一 个 守恒 车 均 可 通过 -一 个 
矢量 场 来 生成 。 
例 1 设 瑟 =2g + 加 92?， 单 参 变换 群 为 绕 第 3 轴 的 旋转 和 群 


cnostf 一 Sint 0 
trac sin Cosi ,| (7,.3.48) 
0 0. 1 
它 对 应 的 矢量 场 为 
_ a /q(t) 0 £1， 
Tal og wth le 
一 (2?， -9 0, pz, — p;,0)T (7.3.49) 
办 Yo9=pdg tg dp (gapi+ prdg’,) 
df =d( pg — p19) (7.3.50) 
将 式 (7.3.49》 信人 人 vyH=iydH 中 ， 计 算得 
LyH=0 
故 旋 转 群 是 系统 (CM**, 虽 ,及 ) 的 对 称 群 ， 从 而 
f=p:g'—pig: (7.3.51) 
是 系统 的 运动 守恒 量 。 | 
7.3.5 正则 变换 
1. 正则 变换 
对 于 如 下 的 坐标 变换 
Md"™, (gp) i gp ) (7.3.52) 


在 一 般 情况 下 ， 运 动 方程 的 亚 则 形式 可 能 丧失 ， 从 而 Hamilton 
方法 失效 。 但 对 于 某 些 特殊 的 变换 ， 焉 则 形式 将 得 以 保持 ， 邯 使 
得 方程 由 

9H ， oF 


人 = 一 ~ 


™ pi Pi og 
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0 8 


1 6ps 3 办 一 一 0 
这 和 正 是 我 们 感 兴趣 的 。 

定义 6 设 (U2",2) 和 (N:”, 24.) 是 两 个 辛 流 形 ，vw: 
ad 是 微分 辕 胚 。 如 果 ?92 一 282， 则 称 2 是 尊 的 〈 一 个 
六 同 构 》 或 一 个 正则 变换 。 

设 {Pi,9 中 和 {PP; 97} 分 别 是 M2% 入?" 上 的 局 部 坐标 系 ， 
变换 《A227 和 Nm (pq ) (pi,4') 是 微分 同 胚 。 令 p; 二 x'， 
GH, pry = = 1 则 

Qt= Tarsdriidx’, Qs= Lbsdviidy’ (7.3.53) 
从 而 :29 是 六 同 构 <>**8; 二 21<=>J4J 二 B， 其 中 


Gx  ， 
Du Bo dia (B=0 (7.3.51) 


显然 ， 当 入 "一 攻 汪 时 ， 变 换 * 
全 :有 瑟瑟 (7.3。85) 
是 痊 同 构 ， 疙 昧 着 8*2 一 2 ， 也 就 是 说 只 对 (加 ,9) 和 {p,q) 
有 同样 的 表示 式 

=Tdphdy' = Tdp’ dg {7.3.56) 

这 是 因为 对 任意 下 ,EE .2 (Mm ),， 有 
FO 0K R= OPN FxX) (7.3.57) 
0 由 式 (7.3,56》 各 (7.2.58) 


叫好 


5 p70),, 
7 OC pr sg) 一 


(p's, gi ~, O(p’,g 
Oy a .Cy 
7 


OC(pis pr) “ 6(g’,q*) 
如 3| 进 前 述 的 矩阵 了 ， 则 由 正则 可 得 
ner=6 (7.3.59) 
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0 了、 
其 中 c=(_, . 
7 是 单位 矩 隆 。 
例 2 设 :于 ?一 2 是 一 个 由 下 式 定义 的 变换 ， 
PB:oP=0o*(pi)=—g’ . 
9 oF=v*(g)= Sp; 


因 ( 马 dpihdg: )= Dav*phdorg 
= Ddprhdg: 


项 他 是 正则 变换 。 ' 
命题 10%) 设 GCN",9,) 和 (Nm,0) 是 六 流 形 ,or 
Nm 是 微分 同 胚 ， 则 下 述说 站 等 价 ， 
(1) 对 任 许 moEFPI(NZm), 在 


Qi (Fw) = pa 21l0) (7.3.60) 
或 写成 
9 站 (81 于 四 一品 :1 (7.3,61) 
《2 ) 对 任意 hE FCN2m)， 有 
Po TAN NN (7.3.62) 
(3) 对 任意 /、gEF'(N:m)， 有 
{ff,8}={o*f, ov*g} (7.3.63) 


4) 9 是 辛 后 构 。 
证 略 。 式 (7.3.63) 说 明正 则 变换 保持 Poisson 括号 。 
命题 11 已 知 变换 9 mg =g (p,q), p= 
Bi《(pB,9)， 如 果 1 -形式 


w= (pdgi— pdy') (7 6) 


是 闭 的 ， 则 ” 是 一 个 正则 上 变换 ,此 外 ， 逆 命 题 只 是 局 部 地 成 立 。 
[证明] (1》 因 为。 是 闭 的 ， 所 以 
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Sdphdg'=8 一 > dpiidy’ = 
| = 《7.3.65) 
从 而 ? 是 正则 的 。 
(2) 由 式 (7'3.2)、(7.3.3》 及 tf*8 二 8 可 得 


da 一 dp < 全 dg 一 站) 一作 (7.3.66) 
于 是 在 其 个 上 于 邻 域 ， 存 在 函数 ?了 FI(U)， 使 得 
6 一 外 十 4? (7.3.67})]| 


命题 11 是 分 析 力学 中 一 个 熟知 的 结论 ， 经 党 被 用 来 判断 变 
换 是 否 是 正则 的 。 
命题 12 了 Hamilton 运动 方程 


0 = 一 (7.3.68) 
在 正则 变换 下 变 为 同样 类 型 的 方程 。 
[证 明 3 因 


Xp= -2-1dH=— (yp*2) dH=—(0) "AH 
其 中 8:(8,9) | 一 (加 ,8 ) 是 正则 变换 ， 故 有 局 部 表示 
罕 率 
(外 训 - 束 遍 - 了 只 起 -如 丰 ) 
(7.3.69) 
共 而 Yi: (4D 一 Mm 是 及 ys 的 积分 曲线 的 充 要 和 条件 是 ; 对 于 
H*(pir,g' )=( 0 )*H( (pg) = Hp(p ,yg ),， qi{tp',q)),， 有 


.OH* ,, aH* 
City Pi — — ggr (7.3.70)| 


ft 日 


命题 12 的 存在 ， 使 我 们 能 够 通过 正则 变换 简化 五 的 表达 式 
(如 使 HH*(p;,g 二 HOpiA(P ,49)，g"(p'，9))= 二 常数 ), 从 而 使 
方程 (7.3,70) 变 得 更 简单 、 更 易于 求解 。 这 样 ， 就 将 解 较 复杂 
的 方程 《7.3.68)》 变 为 解 简单 移 方 程 (7.3.70)。 
2. 生成 函数 
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正则 变换 可 以 用 某 些 “生成 函数 ”构造 出 来 。 

命题 13 设 T(g.p) 是 辛 流 形 (MM?",8) 上 的 -一 个 可 微 却 
数 ， det 人 起 尖 0 处 处 成 立 。 如果 变 换 9 :Mm 和:"， 
26 (7 由 下 式 定 义 : 


oF 


aF ,oF 
Bgr ! 如 E> ap’ 3 pi 二 ps 《7 了 了 .3.71》 


则 9 是 - -个 “由 天 生成 的 》 正 则 变换 。 
证明》 四 
i 二 2 可 下 了 的 4 aFr 。 
a (E80 EF)= Ee df 十 2 pidg Sa 志和 re 


9 = Pi:= 


:> 7 | (7.3.72) 
将 式 (7.3,71) 代入 式 ee 得 
a{ Dp —F)= 7 pidy’ ~— 2 pag (7.3.73) 
I E 了 


v*o= dpiidg = Ddpridlg'=2 (7.3.74) 


从 而 只 是 正则 变换 。 
由 式 (7.3.71) 定义 的 变换 9;(p,9) 一 (pp ,9) 称 为 由 下 
生成 的 ， 五 称 为 生成 图 数 〈 亦 称 母 国 数 )。 
3. 无 限 小 接触 变换 
命题 14 设 生 成 函数 为 


F=ipg ter(g,p’) (7.3.75) 
其 中 : 为 无 限 小 量 。 ee 十 式 给 步 ， 
yg ‘= + ea pr pi :太一 全 (7.3.76) 


[证 明 ] 人 
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本 
显然 ， 当 =0 时 ,用 生成 国 数 天 一 >, 加 到 生成 的 正则 变 换 
《7.3.76》 是 恒 等 变 栅 ， 


令 1 一 9 为 Mr 中 的 由 撩 量 场 艺 后 成 的 单 参数 变换 群 ，7 
sn 一 尺 是 C-- 函 数 。 千 是 ， 当 下 仅 当 


于 凶 Ye sz 十 二 Y= (7.3.77) 
时 ， 正在 9 一 轨 线 上 等 于 常数 。 其 中 YY 的 分 下 
Y 二 ty pe | (7.3.78) 
上 
y= — Br Y= 0 (7.3.79) 


则 起 《7.3.77) 恒 成 立 ， 从 而 FF 存 ?- 轨 线 上 等 于 常 数 ，Y 称 为 
无 限 小 接触 变换 。 如 果 存 在 五 使 得 式 (7.3.79) 成 立 ， 则 对 应 的 
无 限 小 接触 变换 革 参 数 群星 fp,| -=o<i<+oey。 生 成 国 数 五 唯一 
地 确定 {¥} ， 且 除了 一 个 相 加 常数 外 ，{9} 唯 一 地 确定 了"Y。 


7.3.6 非 定常 力学 


定常 了 Hamilton 力学 东 用 辛 流 形 〈3 ,2) 及 其 上 的 Hami- 
lton 矢量 场 Xs 表征 的 。 非 定常 再 amilton 力 学 用 接触 流 形 
37m x 民 及 共 上 一 个 与 时 间 有 关 的 矢量 场 来 描述 。 
记 Wm =x RT p10) 二 (pp，g) 表示 
投影 。 设 光 清 的 非 定 当 Hamilton 铺 数 为 
HH: Mm sR, (pq) IH(p,Y,t) (7.3.80) 
令 


Qu= rs —dHAdt=d(r*0 — Hat) (7.3.81) 
则 对 任意 iE 民 R，24 在 子 流 形 宙 和 = (天 , 提 上 的 限制 定 义 了 
一 个 与 (M2", 2) 微分 同 胚 的 辛 流 形 ( 亲 ;”,8y/ 训 iw)， 而 师 数 
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77 (五 ,g 二 理 ( 力 ,g 有:312m 一 配给 出 一 全 畦 :mw 上 的 Hamilton 关 
喇 场 Xs,， 仍 记 作 古 。 于 是 ，Xa 诱导 出 寻 ?” 上 的 一个 矢 基 场 
玉 n， 它 在 (p,q,t) 处 等 于 《Xn,0)。 

命题 15 在 肌 :"” 上 存在 一 个 矢量 场 Xm, 它 满足 ix424 一 0、 
下 由 下 式 给 出 ; 

ES NE 刘 - 绽 刘 ) 
(7.3.82) 
矢 虽 场 区 mr 除 一 个 标 昌 因子 外 是 唯一 的 。 

5 证 明 ] Xi gn 一 ( 训 + xX) J (rT 0 -dl\df) 
= dH,+XyJj A*0—Xod (dHAdt) 
=dH,--dH,— Xy J (dH,hat) 
一 (ixozxrr8)di 一 0 {7.3.83) 
其 中 H,(p,9)=H(p,g,t) | 
命题 16 (1) 设 YiCa,) 一 避 m 是 一 条 人 C" -路 径 ， 则 Y(2) 
是 矢量 场 这 的 一 条 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 : 7( 四 是 Hami- 
lton 方程 


的 一 个 解 。 
(2 ) 阔 数 三 证 ?= 一 尽 在 总 5 的 轨 线 上 守 国 的 光 分 必 要 条 
件 是 _ 
Rf = (7.3.84) 


[证明 ] (1) 用 Xua 的 表达 式 〈《7.3.83) 及 矢量 场 的 积 分 
昌 线 的 定义 即 知 ，?7 (2) 是 和 mx 的 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 
ti 一 1 (7.3.85) 
,_ AH ， OH 
及 4 opr’ fi ~ og 


显然 ， 式 (7.3.85) 便 成 立 。 
《2) 人 请 数 了 在 Xa 的 轨 线 上 等 于 常 数 <> 攻 xi 一 0， 而 


if -Kaf = + Kaf 
= + H} | 
命题 17 (Poincaré--Cartan 定理 ) 设 7Y, 是 由 XH 生成 的 
六 ， 则 
(1) 2g Qnh2g 二 人 8, ,8 是 类 于 YY 的 绝对 积分 不 变量 ; 
《2)》 记 ep=Tsb -如 焉 ， 则 opyopAony smnhA2R 是 关于 
Y, 的 弱 相 对 积分 不 变量 ， 
( 3) dfh8% 二 dth2"7 是 关于 Yi 的 绝对 积分 不 变量 。 
[证 明 ] (1) 由 名 xy24 二 0 及 Lie 导数 的 性 质 即 可 得 证 。 
(2) HH dog= 284 dConARn) = QQ4=25,"…， 及 7.3.2 
中 的 内 容 即 得 结论 。 
《3 ) 骤然 有 
GAGE = dA OQ™ 
因 YL xn (diN QE) 一 GRACE 
一 人 (CGO8:=0 
故 得 证 。 
命题 17 中 的 (2 ) 包含 了 经 监 力学 中 的 Poincaré-Cartan 
通 几 积分 不 变量 
(5pidy: —_Hadt )= 中 pidg’ -- Hat) 


式 中 ，c1 和 cz 是 增 广 相 空间 中 环绕 同一 流 管 的 任意 两 条 闭 曲 线 。 
7.3.7 Hamilton 原理 


设 Yoi [a,b 一 I" 是 一 条 可 微 曲 线 , 共 Yu(4) 二 Xi1， YD) 二 
x:， 则 称 Yo 是 由 xt 到 x; 的 一 条 路 径 。 提 升 Yo0 ， 得 7):[a,5] 
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SCY» ={ (ae 一 Pan 
?> 


={ pd HdD) (7.3.86) 
~ [ab) 


命题 18 (Hamilton 原理 ) 与 有 同样 端点 的 邻近 运动 析 比 ， 
作用 盖 S 对 真实 运动 到 驻 定 值 。 
证 明 ? 没 Yii[Casy 妇 是 一 条 则 线 ， 它 是 系统 的 真实 运动 路 
径 。 取 路 径 族 如 下 : 
多 :2 一 0s] x Ca bo (el) i p(s,t) 


BE A Ao BlEsD) x (7.3.87) 
BO Yo), Ble,t) y(t), tELa,Db) 
1S($, Ne 
显然 ， 当 且 仅 当 2) | 。 = 0 时 ，5S 在 Yo 处 驻 定 。 
t=0 


通过 对 每 条 路 径 的 提升 @ ， 得 $ :Ce6,e,] x Fe 的 一 向 2 


-全 人 二 (全 a + pr 2 


Yo 
3 gba A 对 
dp? Ge WB 


CE 


-(E# 稀 )| + 三 (sr- 吕 8 要 


各 .四 关于“ 报 升 ” 用 经 ， 将 在 下 一 所 详细 讨论 。 
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因 在 ££ 二 4 和 =5 处 g! 园 赴 ， 敦 . 
Og: _ Og | 
gy. = = 0 
Fe t=b 
为， ? SS ~ 
由 于 -< 入 和- 叹 - 的 任意 性 知 ，- 宝 -( 访 )=0 即 $ 在 ?处 取 驻 定 


值 的 完 分 必要 条 件 是 ， 在 了 ,上 满足 Hamilton 方程 


利用 瑟 amiton 原理 ,命题 12 可 以 改 述 如 下 。 

命题 19 已 知 一 个 正则 变换 9 :3M2m 一 Mm，Hamilton 函数 
FE PrCM")，M" 中 的 一 条 明 线 Y ， 使 得 y 的 像 包 含 在 于 
的 某 个 单 连 通 开 了 集 已 中 。 与 和 Y 有 相同 端点 的 路 径 相 比 ， 如 果 
作用 最 | ( 台 piaq' 一 Hdf) 对 o oY 了 到 驻 定 值 , 则 | (于 p;ag* 一 


ty i 


V9* 肛 时 ) 对 Y 取 蛙 定 值 。 


5 证 明 3 由 *# 的 正则 性 和 的 连通 性 假设 知 存在 函数 
AE i(U)， 使 得 


oT pay )- pidg' =adf 


| (马力 ta )=| | (5 pag'—af 
; 


宝 上 


一 ea 
= 上 0* (TD pray Ha) Cf Ca)) fC8)) 
人 


={ (Bpiag ~ Hd) -cf Ya)) 一 7 人 


Py 


因 | (可 pdy' 一 Hf) 关于 路 逢 vo7 是 驻 定 的 ,是 C/(Y(a)) 


“Cas 6) £ 
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一 /(Y(8)] 是 常数 , 故 。 (pidg" 一 vo*Hdi ) 关 于 路 径 了 
[av 已] ft 


驻 定 。 从 而 结论 得 证 。 L 
7.3.8 Hamilton-Jacobi 方程 的 几何 嘉义 
了 Hamilton-Jacobi 方程 
2s SS 
(9 -= 《7.3.88) 


ee 它 和 互 amilton 正则 方程 之 间 存 在 
一 种 “对 伪 ” 关 系 。 于 amilton-Jacobi 理论 可 以 看 成 是 对 那 些 
构成 2 -形式 


Qu— Tdphdg: —dHidt 

的 积分 流 形 的 特征 线 的 研究 。 

命题 20 设 S=5(gi,) 是 一 个 定义 在 Ux7T 上 的 作用 量 
场 ， 基 中 UCM" 是 开 子 集 ，7 生 RR 如果 S 是 Hamilton~ 
Jacobi 方程 

a5 
于 + 信 7， 外 ~。 
8 

的 解 ， 则 存在 一 个 可 微 映 射 ?NN 一 租 ",e (gt) =(g'， -or )， 
它 定义 了 Hamilton 2- 形 式 Qu 的 一 个 积分 子 流 形 ， 其 中 入 是 由 
S=const 定义 的 注 形 。 反 之 ， 令 ?*8n 一 0， 则 存在 一 个 作用 量 


场 S， 它 满足 Hamilton-Jacobi 方程 ,使 得 9* .3 prdg’— Hat) 


=dS 成 六 。 
证 明 参 阅 文 献 [32。 


$7.4 Lagrange 力学 的 几何 描述 
Hamilton 力学 是 在 位 形 空 间 的 余 切 丛 〈 动 最 相 空间 ) 上 描 


一 市 50 一 


述 的 ， 而 Lagrange 力学 则 是 在 切 从 (速度 相 空 间 〉 上 描述 的 。 
一 个 Lagrange 力学 系统 由 一 个 流 形 《 即 位 形 空 间 )、 切 处 〈 或 
接触 流 形 ) 上 的 一 个 函数 (Lagrange 国 数 ) 给 出 。 通 过 Iegermdre 
变换 ， 一 个 Lagrange 力学 系统 与 一 个 再 amilton 系统 相对 应 ， 
本 节 讨 论 Legendre 变换 、 非 定常 力学 、Legendre 道 变换 和 
也 armilton 原理 。 
7.4.1 Legendre 变换 


1. Legendre 变换 
定义 1 设 M" 是 微分 流 形 ， ee )。 由 工 定 六 的 映 


射 严 二 :ar 一 > 了 wm (gq,0) 广 (9， p= 全 称 为 Legendre 恋 
换 ， 亦 称 为 工 的 纤维 导数 。 
设 8= 2 dphdg 为 了 "4f” 上 的 标准 辛 结构 ， 则 
QL= (FL)*O (7.4.1) 
称 为 Lagrange 2- 形 式 。 在 局 部 坐标 下 


2 也 [有 Sg hdg’ + 3 5 < dyindb7 | (7.4.2) 


360’0g" ‘DG 绚 
容易 证 明 : 
pr = (FL)*O (7.4.3) 
其 中 ，8 是 了 *ad 上 的 标准 1 -形式 ， 有 局 部 表示 
6 一 >，zrdd: (7.4.4) 
上 


而 9 是 ZUM” 上 的 1- 形 式 ， 有 表达 式 
6 一 Tae (7.4.5) 


1 


由 式 (7,4,1)~~(7.4.5》 可 以 看 出 
5 一 Q6r (7.4.6) 
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定义 2 设 Lagrange 函数 LE Fo(T3m)。 如 果 FL 是 一 个 
局 部 微分 同 胚 ， 则 称 工 是 正则 Lagrange 图 数 。 

当 且 仅 当 工 agrange 2- 形 式 84 是 Ta” 上 的 辛 结构 时 ， 工 是 
正则 Lagrange 固 数 。 了 于 是 有 下 壕 命题 c2?)。 

命题 1 对 于 正则 Lagrange 函数 工 ，Legendre 变换 

FL:T Mm Tm 

是 一 个 从 辛 流 形 (TM”,8L) 到 痊 流 形 (T*M”w,8) 的 辛 同 构 。 

设 {2,69 是 TM"m 上 的 局 部 坐标 系 。 对 于 工 :TM" 一 RR， 
函数 :了 MW" 一 尽 ， 有 


4- -中 cr 


称 为 关于 工 的 作用 量 。 函 数 E:TM" 一 尽 ， 有 
玉 二 4 一 工 (7.4.8) 
称 为 关于 工 的 能 盟 。TiM” 上 满足 下 列 条 件 的 矢量 场 羡 z 《如 加 
在 在 ): 
—ixgQ,=dE (7.4.9) 
称 为 工 的 Lagrange 矢 最 场 。 
矢量 场 Xs 并 不 是 对 任意 的 Lagrange 国 数 工 都 在 在， 得 对 
于 正则 的 上 ，Xz 存在 。 
定义 3 设 匀 E 经 (TM"™)。 当 且 仅 当 对 六 的 所 有 积分 曲线 
yY:7 一 Tafm， 有 
(Yoy) 一 7 (7.4.10) 
成 立时 ， 称 瑟 为 Wm 上 的 一 个 二 阶 方程 ， 其 中 工 :Tazo 一 fm: 
(2) 一 (4g) 是 自然 投影 。 
Hamilton 体系 和 Lagrange 体系 的 主要 区 别 之 一 在 十 : 在 
7T3" 上 可 能 存在 二 阶 方程 ， 而 在 T*af” 上 则 不 可 能 。 
对 于 十 则 的 Iagrange 函数 工 来 说 ，Xs 必然 是 二 阶 的 。 
2. Lagrange 方程 
命题 2 设 Xr 是 关于 工 :TH 一 中 的 Lagrauge 矢 量 场 ， 
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{9 ,6 是 TM" 上 的 局 部 坐标 系 。 设 Xr 是 二 叭 的， 如 果 7: 一 
TM™:i (g(t),G( 有 )) 是 Xz 的 积分 曲线 ， 那 么 它 满 是 经 典 的 
Euter-Lagrange 方程 

a aL OL 


瑟 Bg 0 《7.4.11) 
[证 明 3 由 式 ‘(7,4.9) 知 
— Xs RL=dE 
8 ga ya 
展开 得 | 
aL 87 \ :sg HL 
Dn 作 - 问 jw-Cr-en 得 ]-， 


{7.4.12) 
因为 Xz 是 二 阶 的 ， 所 以 若 了 :i 一 (g'() ,G1()) 是 Xa 的 积分 曲 
线 ， 则 必 有 


Re 
xg 一 天 4 一 全 
从 而 式 〈7.4.12) 成 为 
7 
NC A )ag =0 


考虑 到 dz: 的 线性 无 闫 性 ， 有 
or 9 
XE 60: 三 Dd; 
由 于 7 了 :I 一 TM”™ 是 Xs 的 积分 曲线 当 且 仅 当 


Yx* ($B)=Xsl; 


二 0 


故 当 且 仅 当 沿 7? 满足 
ds 好 、 
De 一人， di dg 0g 0 {7.4.13) 
?7 是 Xs 的 积分 曲线 。 


显然 ， 当 7Y;R>TM" 是 Yo:R—>M”:tI>Yolt) 的 提升 A 
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R—TM™:t 一 (7 及 ) 时 ， = 自然 满足 。 1 


3， 有 相同 Lagrange 矢量 场 的 Lagrange 函数 

与 Hamilton 力学 中 二 ' 和 互 = 让 +const. 导出 同样 的 
五 amilton 失 量 场 类 似 ( 因 而 导出 闻 样 的 运动 方程 ), 在 Lagrange 
力学 中 有 下 述 命 题 。 

命题 3 投工 和 是 TM” 上 的 正则 ILagrange 涵 数 ，X: 和 
Xi 是 对 应 的 Lagrange 矢量 场 ， 则 下 述说 法 等 价 : 

(1) T=iL+a+const, (7.4.]14) 

其 中 a:7THm>R 有 局 部 表示 


BA ,; 加 
c 一 5 《7.4.15) 
下 
重 六 E FT 。 
(2) Ks=Xs EH 0.=2Qr (7.4.16) 
[证 明 3 因 
7 ，， 
po d ger Ad 中 一 2 dant a 
£ 
所 以 
QP» Yd ee :一 -0 
f 
OY sd 
> 0'901 ME dd'0g’ ~ 60’'0g: 


由 于 XE 一 - QL! dE, XE= 27 :dE, 页 车 2r = Fs 则 Eg 一 
Xi< 过 dE 二 d 坪 ， 由 式 (7.1.7》 和 (7.4.8) 知 


dB=dE > D6 ti 


即 是 六 的 一 次 齐 式 。 
综 上 所 述 ，( 2 ) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 
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De a i 
5 70, 3909 ~ , 1047 09139 
而 .上 式 成 立 <> 在 在 /EECM)， 使 得 “= Bh, 即 (1) 


成 立 。 故 《1) 与 《2) 等 价 。 :| 
式 〈7.4.12) 表 上 朋 、Xs 和 XE 上 共有 相同 的 积分 曲线， 亦 即 
它们 的 积分 曲线 满足 相同 的 Lagrange 方程 。 
定义 4 如 果 7Y:I 一 TM"m 是 7 了 TM" 上 矢量 场 称 的 积分 曲线 ， 
则 称 ro 7 :7 一 > 池 ” 为 四 的 基本 积分 曲线 。 洛 Y:1 一 7*M" 是 
Zagfm 上 矢量 场 Y 的 积分 曲线 ， 那么 就 称 x07Y:I> 放 ”为 Y 
的 基本 积分 曲线 。 
显然 ， 当 且 仅 当 矢量 场 玉 的 任 一 积分 曲线 7 是 它 的 基本 积分 
曲线 76 的 微 商 时 ， 即 
F707TD) = VD, Yo) ) (7,.4.17) 
二 人 阶 的 。 
4， 超 正则 Lagrange 获 数 
TM™ 上 的 Lagrange 系统 和 了 41fm 上 的 Hamilton 系统 具 
有 菜 种 对 应 关系 ， 在 一 定 条 件 下 ， 它 科 等 价 , 并 且 通 过 egendre 
变换 可 以 将 前 者 变 为 后 者 。 
定义 5 设 AEFI(TMm)。 和 如 果 FL:THM"m—>T*Mm 是 一 个 
微分 同 凸 ， 则 称 工 为 超 正 旭 的 Lagrange 函数 。 
显然 ， 超 正则 的 Lagrange 函数 必定 是 正则 的 。 
命题 4 设 LEFIA(TM") 是 超 正 则 ILagrange 了 落 数 ,也 = 
Eo FL-1:T*M"-3 尼 ， 其 中 五 是 关于 上 的 能 量 ， 则 有 
(FL)vXE = Xp (7.4.18) 
即 映射 FIL 把 Xs 的 积分 曲线 7 :I 了 M” 上映 为 Xa 的 积分 曲线 
ZLoY 二 7Y2;I-—>7T*M"m。 进 一 步 说 ， 也 就 是 革 # 和 之 有 相同 的 
基本 积分 曲线 。 
Cc 证明) 由 于 工 超 正 则 ， 故 FL 是 微分 同 胚 ， 生 
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全 二 一 11 
从 而 (FIL)aXp= (FI)#(— 0Q7dE) 
=(— FLO)*0) (RL )*dE 
=— 8 1d((TI)*E)=— QH =X 
命题 后 半 部 的 证 明 可 以 根据 下 面 的 结论 得 到， 设 作 "、N? 
是 微分 流 形 ，? :Mm—>N?” 是 微分 同上 胚 ， 六 E 妇 (Mm),，7Y 是 信 
的 积分 此 线 ， 则 Yo 9 是 %wX 的 积分 曲线 。 1 
由 命题 4 可 以 看 出 ， 对 于 超 正 则 的 艺 ，Legendre 变换 FI 


将 Lagrange 函 数 工 变 为 所 amilton 国 数 五 一 过 如 和 一 工 ， 将 


Lagrange 方程 变 为 Hamilton 方程 。 
命题 5 设 工 是 超 正 则 Lagrange 函数 ,及 =EoFL-!, 其 
中 瑟 是 关于 工 的 能 娃 ， 则 
(KH) =AN(PL)! (7.4,19) 
其 中 44 是 关于 工 的 作用 量 ，9 是 7*34w 上 的 标准 1- 形 式 。 
5 证 明 ] 设 {2 加) 是 T*M” 上 的 局 部 华 标 系 ，{9: ,9 站 是 
TM"m 上 的 局 部 纵 标 系 。 由 式 (7.4.4) 和 《7.3.9) 知 


0XD = 
i 


i 
由 Legendre 变 换 : gg | 一 gq， 上 > = 知 


襄 Cr 7 7 
又 因为 五 作为 有 、 四 en ee 销 数 环 ， 于 是 
ooc0 = 本 3 条 一 | 


推论 设 工 是 超 正则 a 函数 ，6z 一 天 过 *9， 则 
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4 一 8r( 生 p) (7.4,20) 
其 中 厂 和 4 分 虽 是 关于 工 的 能 量 和 作用 量 。 


7.4.2 ” 非 定 常 力学 
设 LIEFMTM”x 展 )， 则 关于 工 的 Legendre 变换 由 下 式 
定义 ; 
TL:TM™ x R->T*M" x R:g: -yg, 
HL (7.4.21) 
85 


9 tt 


i |—=p:;= 


定义 6 如 果 FL 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ， 则 称 工 是 正则 的 ; 
如 果 请 ZL 是 一 个 微分 同上 且 ， 则 称 工 是 趟 正则 的 。 
显然 ， 超 正则 的 一 定 是 正则 的 。 
基本 积分 曲线 的 定义 也 可 以 推广 到 非 定常 的 情况 ， 这 只 需 将 
定义 4 中 的 7 了 sam 换 成 Txtmx 如 ,Ta 换 成 了 Vrx 吕 即 可 。 
4、 五 的 定义 同样 推广 。 
设 EFWATM" x R) 是 正则 的 ， 记 
人 一 2 一 dLEAdt (7.4.22) 
则 在 TM” x 尼 上 存在 唯一 的 矢量 场 芝 :， 使 得 下 列 各 式 满足 ( 因 
为 87 的 秩 是 2 人 e)， 
Kp JSdt=1, Xr:Q:=0 (7.4.23) 
命题 6 Y:I 一 TM"xRR:i 一 (gi,#,) 是 gs 的 积分 曲线 
的 充分 必要 条 件 是 ， 沿 7 满足 Lagrange 方程 
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打 足 5 中 不 含 六 项。 展开 《7.4.23) 的 第 二 式 ， 得 


FE LT 
> {(exs 3 — Gr) —Fdt) 


f 


oz L ee 
(a jaf -tt) (sg 一 多 }=0 
ee aL BL 
因为 工 是 正则 的 ， 所 以 (dy 一 ya、( d -6 -G6 和 i) 线性 无 
关 。 即 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
6 aL 
sip oa 0 Lie 
由 于 当 且 仪 当 
y*( 呈 )= 区 


时 ，Y 是 入 的 积分 曲线 ， 而 有 结论 : 
?是 入 = 的 积分 曲线 的 充分 必要 条 件 是 沿 ? 满足 
A 
dé D6: ee dg < » ds 4 | 
命题 7 设 IEF(TM"mx R) 是 超 正 则 的 , HH=E0oFL-!: 
T*M™ x R->R， 则 有 


(FJ) eXp= 人 Xp (7.4.24) 
如 果 站 :J 一 >T*Mmx 民 是 Xs 的 积分 曲线 ， 则 FLo7Y:I>T*+M" 
x 民 是 Xs 的 积分 曲线 。 即 文 s 和 az 有 相同 的 基本 积分 曲线 。 
[证 明 ] 这 是 命题 4 向 非 定常 情形 的 推广 。 因 文 : 使 式 7. 
4.23》 成 立 ， 故 
(PL-D*( RE Qt) = (FL Ne PL- I)*dt 
| =(PI)sRr JA= (FPL)*1=1 . 
(PL-O*(CREJ OF) = (FI) Xs (FL I)*or 
= (FI)s Xe Qn=0 
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由 于 到 ze 是 T*M"™x 尺 上 唯一 满足 下 式 的 矢量 场 《 因 为 8n 

的 秩 为 2 zz)， 
和 rd 一 1， 克 rr Qn=0 

所 以 有 

(FI)yNg= Nn 

命题 的 后 半 部 亦 可 根据 命题 4 的 证 明 中 所 到 举 的 依据 得 到 ,1 

上 述 命题 表明 ， 在 超 正则 的 情况 下 , TM%x 展 上 的 Lagra- 
nge 体系 与 7*M"x RR 上 的 Hamilton 体系 是 等 价 的 。 


7.4.3 Legendre 逆 变 换 


工 的 纤维 导数 定义 3 一 个 从 TM"xR (或 TM”*) 到 
T*Mmx 民 (或 7*M"m) 的 Legendre 变换 ， 与 之 相应 ， 五 的 纤 
维 导数 也 可 以 定义 一 个 从 T*Mx 尼 到 TM"mx 民 的 变换 
ILegendre 道 变换 。 

定义 7 设 避 EFIMAIYMmx R)， 有 映射 


FH:T*+M" x R2TM® x R:(q', pit) >(q, or | 
= (gq,0’,1) {7.4.23) 


称 为 五 的 纤维 导数 ， 亦 称 为 Jegendre 闭 变 换 。 

关于 Lagrange 函数 LSICTM" x RR) 的 正则 性 及 超 术 则 性 
定义 可 以 推广 到 天 amilton 函数 五 土 来 。 

定义 8 如 果 瑞 射 天 五 是 一 个 局 部 微分 同 且 ， 则 称 Tami- 
lton 函数 五 是 正则 的 ; 若 下 玉 是 一 个 微分 同 胚 ， 则 称 Hamilton 
请 数 二 是 超 正 则 的 。 


令 


FE=Ho (FH)-!, A=0(Xn) 0 (FH)-', L=A-E 
(7.4.26) 

命题 8 设 瑟 SF'AT*Mwx RR) 是 超 正则 的 ,LEF? 73M” 
x 妨 ) 由 式 〈7.4.26) 定 义 ， 则 工 是 超 正则 的 ， 且 由 工 定义 的 
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Legendre 变换 (7.4.21) 是 和 由 及 定义 的 Legendre 首 变换 47.4.25) 
的 逆 ， 即 FL= (FH)}-!。 

[证 明 ] 设 {9,pis 直 是 了 *M™x 民 上 的 局 部 坐标 系 , {9 
gt} 是 TMm™mx 民 上 的 局 部 坐标 系 。 由 式 (7,4,25) 和 (7.4.26)， 
有 


， aH 
(LoFH)(g, pn) = 0(Xn)—H= 2 65 b:-H 
= 2 9 —H 

f 


OL _ sopr yg yo pe_, 
下 Wa tha gD 


亦 即 变换 F 及 和 BL 满足 
Lo FH=id ( 恒 等 变 换 ) 
由 于 了 及 是 微分 间 上 且 ， 而 有 
FL=rFLo (FHo(FH) DN) (FLoFR)o (FH) 
= (FH)-! 1 
经 与 命题 8 类 似 的 推导 ， 可 得 如 下 命题 。 
命题 9 设 Lagrange 国教 工 Ezn(7Mmx 加 ) 是 超 正则 的 ， 
H=Eo (天 了 ) EFAT*NMm x RY}, EH 式 (7.4.7) 和 (7.4.8) 
定义 。 则 五 是 超 正则 的 了 amijilten 函数 , 且 由 玉 定 义 的 Legendre 
逆 变 换 〈7.4.25) 是 由 工 定义 的 Legendre 变 换 (7,4.21) 的 
逆 ， 即 FH=(FL}-!。 
由 命题 8 、 命 题 9 ， 我 们 可 以 得 出 与 命题 7 相对 应 的 结论 。 
命题 10 设 Hamilton 函数 及 EF"(T*M” x 民 ) 是 超 正则 ， 
工 由 式 〈7.4.26) 定义 ， 则 
(FH)s Xu= Xp (7.4.27) 
证 明 与 命题 7 的 类 似 ， 在 此 不 再 次 述 。 
对 于 超 正 则 的 工 来 说 ， 由 工 所 确定 的 Tag”"x 引 上 的 一 个 
Lagrange 系统 唯一 地 对 应 了 *ngf”x 如 上 一 个 超 正则 的 匡 ami~ 
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lton 系统 ， 疗 样 ， 对 于 超 正 则 的 五 来 说 ，79afmx 且 上 由 五 所 
确定 的 一 个 吾 amilton 系统 唯一 地 对 应 着 Zrx 及 上 的 一 个 
Lagrange 系统 。 更 确 印 地 ， 有 下 述 命 题 。 
命题 11 超 正 则 的 Lagrange 函数 工 与 超 正则 的 Hamilton 
函数 一 一 对 应 ， 工 可 以 由 五 通过 式 “7.4.26) 构造 出 来 ; 瑟 可 以 
由 工 通过 式 (7.4.7)、{7,4.8) 及 瑟 =Fo (FL)! 构造 出 来 。 
[证 明 ] (1) 设 工 是 给 定 的 超 正 则 Iagrange 国 数 ， 瑟 是 
通过 式 (7.4.7)、(7.4.8) 及 互 =Eo (FF) 构造 出 来 的 。 则 
H=Eo (FIL)-!=(4—L)o TH- (NL or 
假设 由 五 通过 式 〈7.4.26) 构造 出 来 的 Lagrange 函数 是 工 ， 则 
L=0( Xp) o (FH) I— (9(Xp)—L oFH)o (FH)-! 
一 上 
(2 ) 设 五 是 给 定 的 超 正则 Hamilton 函数 ， 工 是 五 通过 式 
(7.4,26) 构造 出 来 的 Lagrange 请 数 ， 则 
L=0(Xg) o (FH)-!— Ho (FH)-! 
~—(8(KX) — HR) oFH) = (0 NX) —H) oFL 
假设 由 工 通 过 式 〈7.4.7)、(7.4.8) 及 百 = 巨 o (FL)"! 构 造 出 
来 的 开 amijiten 函数 ， 则 
=Eo (FL :~ (4—IL)o (FL)-! 
一 (4 一 8(Xp) oFL4+ HoFL)o (FE) 
一 4o 开 FI 一 9(Xr) +H=H “二 


7.4.4 _ Hamilton 原理 
设 工 ，7aMmx 民 -> 只 是 C-- 国 数 ， YIM" 是 Mm 上 的 


一 条 可 微 曲 线 。 将 7 提升 为 TM=x 民 中 的 一 条 路 径 7 :I 一 
TA xR: YY (和)=(Y(1)，Y'(),t)。 取 泛 力 


3 tl 
Y=s0)=| (Zoya =! L(Y dE (7.4.28) 
to fo 


命题 12 如 果 Yoifhi,&j 一 UCM”m 是 如 中 的 一 条 可 微 曲 
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线 ， 则 y。 满足 由 工 表 示 的 Lagrange 方程 的 充分 必要 条 件 是 对 
应 的 泛 沙 在 7 二 Yo 处 取 驻 定 值 《与 有 相同 端点 的 路 径 想 比 )。 
[5 证明] 取 路 径 族 如 下 : 
biteo=0, eI x Ci dU (sy 区 $e,t) 
$estn) =ac UU, $e,t)=bEU (7.4.29) 
B06) = $le,t)=Y,(0) 
这 是 一 族 有 相同 端点 的 路 径 。 当 


dS(y,) 
ds 


一 0 (7.4.30) 


6=0 


时 ，5 在 ?处 驻 定 ， 
将 路 径 族 中 的 每 条 路 径 提升 ， 得 BCen,e1jx [fT7TUX 
(fj。 旨 式 (7.4,.28) 和 (7.4.29)、 得 


dS(Y,) 


tt A a 
-| ACA 


?1 
[v/a 90 BL Bg 
3) > 0 Be + Gg “de )a 
二 dag ,2 .88 
用 

BF 3g | 

+ 

1 8 


因 路 径 族 Y. 有 相间 的 端点 ， 故 
89- | 


从 而 


dS(7) ff qd BL 0LY00: 
» > 00 30 5 
由 于 -入 - 是 相互 独立 的 人 意 函 数 ， 故 当 是 仅 当 击 了 表示 的 


Lagrange 方 程 洛 7 满足 时 ， 式 (7.4.30) 成 立 ， 即 S 在 y。 处 
驻 定 。 | 
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命题 12 就 是 Hamilton 原理 ， 它 是 $7.3 中 命题 〈 佘 切 处 上 
的 Hamilton 原理 ) 的 对 偶 表 述 。 
厂 
6 = 9 pdg'— Hdt (7.4.31) 
其 中 H=2 69°—L 


6 称 为 由 Lagrange 函数 工 确定 的 Cartan 1- 形 式 。 
命题 13 设 7:[ 而 二] 一 4” 是 一 条 可 微 有 曲线 ， 则 省 葬 SCY) 
有 如 下 的 形式 : 
tL [i 
Ys)=) (Lo = Yr C07.4.32) 
其 中 yY=FLo7，? 是 Y 的 提升 ，FZ 是 由 工 生 成 的 Legendre 
变换 ， 由 式 〈7.4.21) 定义 。 
[证 明 ] 由 式 (7.4,21》 及 7 的 定义 知 


| wr (PL oD* (5 pdg' 一 Rd 
to i 


fo 


= 3* (F105 par HY)) 
Io 


=| ep 人 (L oy)dt 、 | 


命题 13 3 表明， 如 果 Iagrange 方 程 沿 子 成 立 ,那么 FL2Y 
就 是 | 这 与 由 命题 ? 得 出 的 结论 相同 。 
命题 14 设 泛 函 S(Y) 一 和 9 是 一 驻 定 值 ， 即 


5 
ds 


一 0，7 一 YY 
5s= 人 0 


,其 下 面 的 说 法 等 价 : 
《1) Lagrange 方程 沿 7Y 广 足 ; 
(2) XJId0,=0, 
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其 中 及 是 与 驻 值 曲线 7 得 切 的 Lagrange 关 量 场 ， 即 
和 -di 一 1， 舌 Jdg 一 0 


[证 骨 ] 设 19 尖 , 颁 是 微分 流 形 TMmx 尽 上 的 局 部 坐标 
系 ， 则 TM" x 民 上 1- 形式 有 局 部 基 {dyi,dy’, dt}。 由 工 所 确定 
的 Cartan1- 形 edn 

一 、 OL 

CD A aL )dt 


=Ldt+ 区 先 (ar -ta 


因此 db 一 人 局 Mdgi—¢'dt) 
-a 
67 L904) 
-了 ia( 好 7) -grat 


py (ad: 一 Ya 
因 芒 是 与 驻 秆 曲线 7》 根 切 的 pt 而 有 

X105- Dd 一 (ae 一 Pd) 
所 以 ， 当 生 仅 当 沿 了 满 足 Lagrange 方程 


d 87 8 
di fo’ 
时 ， 荆 J99|;, 一 0 成 并 。 


37.5 非 完 整 力 学 系统 的 微分 几何 理论 
在 $S7.3 和 57.4 中 讨论 的 是 完整 力学 系统 ， 其 中 主要 是 完 
整 保守 的 自由 系统 。 迄 今 为 止 ， 炎 量 的 研究 也 只 局 限于 这 类 系 
统 。 对 于 一 般 的 力学 系统 ， 特 别 是 非 完整 力学 系统 的 “几何 化 ” 


则 做 得 很 少 。 一 些 作 者 虽然 给 出 非 完 整 力学 系统 的 几何 描述 ， 但 
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仍 遇 于 尝试 性 的 初步 结果 。 
本 节 介 绍 Lagrange 矢量 场 ， 广 义 Noether 定理 , Hamilton 
原理 ， 以 及 高 阶 非 完整 系统 的 几何 描述 。 


7.5.1 Lagrange 矢量 场 


1， 射流 形 

设 x(R,M”") 是 由 可 微 曲 线 7Y:R—>M" 构 成 的 空间 , 在 

尽 x 4( 民 0) 上 引入 一 个 等 维 关 系 ，( 人 7?) 与 和 引 ,7 ) 等 价 的 必要 
充分 条 件 是 

人 dy dry (1) 


di” der 


(7.5.1) 


并 记 作 (7) ~ 人,Y)。 

定义 1 空间 屁 x (RR，M"”) 关 于 以 上 等 价 关系 “~” 的 
商 空间 六 (和 R,M"m) 二 Rx nA(R，M"m) /入 称 为 +- 射 流 形 。 7"(Y): 
民 一 J"(R，M") 称 为 Y 的 + 阶 延 伸 或 x- 射 。 

射流 形 理论 ， 最 初 由 C. Ehresmann 在 1951 年 提出 , 后 出 
尺 . Hermann 加 以 发 展 。 它 的 出 现 为 研究 非 完整 非 保守 力学 系统 
提供 了 理论 工具 。 

对 于 一 阶 非 完整 系统 ， 只 需 用 到 1- 射 流 形 (RR, MM”)。 由 
于 六 (R,M"m) 和 接触 流 形 尺 xTM" 同上 卫 ， 站 (R,M") 便 是 系统 
的 状态 时 间 空 间 ， 也 就 是 说 ， 我 们 也 可 只 在 尽 xTM"™ 上 考虑 问 
题 。 

2. Poincaré 基 

设 4d4，o:5 om 是 是 xM< 上 线性 无 关 的 1- 形 式 ， 即 
{di, ww 让 构成 有-*( 屁 x M”) 的 一 个 基 ， 因 而 


do —3Ch oho CE dh (7.5.2) 
其 中 Chl，Ci1EF'RxM")， 且 有 
Ci 一 Ci (7.5.3) 
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利用 自然 投影 Xin; 1(R，M") 一 RRxM" 和 将 提升 到 
J(RxM") 上 ， 得 到 (CR，M") 上 m% 个 1- 形式” 一 xho*， 仍 
将 wm 记 作 oi。 > 

设 7 :月 一 ”是 可 徽 曲线 ， 六 1(Y) 是 其 1 阶 延伸 ，Xjt c= 
六 (7 时 Ee 儿 JR,M")) 是 六 (7Y) 的 切 笑 量 场 。 引进 ?1，…， 
?7E FAT(R,M™))， 它 们 由 下 式 定义 

PIV wi R00)) (7.5.4) 
则 {di, wi,d?} 构成 -又 *( 关 (只 ， 开 ”的 一 个 基 , 称 为 Poincare 


基 . 取 狗 JCR,M")) 上 {4,1,dv') 的 对 偶 基 2，Xe ar |， 
称 为 , 沼 (J(R,M")) 的 PoincarE 基 。 由 对 偶 性 和 式 〈7.5.2)， 
得 到 关系 
0 | 5 a 
CXi, X=CH;X*, Er x |=cCt,x {7.5.3) 
3，Lagrange 力学 系统 的 衷 达 
定义 2 站 CR,M") 上 的 1- 形式 0 | 
0 = —y'dt (7.5.6) 


称 为 接触 形式 ， 洗 们 满足 接触 条 件 
HY)*9i=0 (7.5.7) 


由 {6} 张 成 的 Pfaff 系统 久 =span1{9'} 称 为 接触 系统 。 

定义 3 在 位 形 空间 和 "上 的 一 个 一 阶 非 完整 非 保守 
Lagrange 力学 系统 由 《 工 , /, 放 )》 了 瞧 一 地 给 出 ， 其 中 世 皇 百 2( 瑚 
(只 ，aMYm)) 是 Lagrange 函数 ;，4: 是 力 形 式 , 它 是 (RR，M") 
上 的 二 形式 ，/ 一 Qi:01,Q:E PYAR, M")); ER *TR, 
4L")) 居 -- 个 ? 维 非 完 整 Pfaff 约束 组 ,7 之 #1。 

一 阶 非 完整 非 保 宁 工 agrange 力学 系统 ， 遂 常 记 作 (M4"， 
TH) 

下 面 研究 约束 组 。 与 式 〈7.4.32) 类 似 ， 对 任何 EPC 
(及 ,Nm))， 甘 于 下 的 Cartan 1- 形 式 定义 为 

一 672 一 


az 


0(F)=Fdtt or 0 (7.5.8) 
它 是 J 入 ,JY*) 上 满足 

OF)— FdEEGE =spant{e'} 《7.5.9) 
和 

d6( 五 ) E RTR MAG 《7.5.10) 
的 叭 一 的 1- 形式 。 


命题 设 扣 ECT(R, mm))，x=1，…，*， 相 互 独 
立 ， 即 满足 
GAGE (7.5.11) 
那么 有 
(fF Aeehd (ff')A0 (7.5.12) 
[证 明 ] 假设 式 《7.5.12) 不 成 立 ， 即 0(0 产 ) 线性 相关 ， 则 
存在 袜 E 关 (六 (是 7))，7==2 yz， 使 得 


0 100) att A 87= fdt+ 70 


Oh hOmAOC Ff ) = A fF dENO Ns Om tA 3 OAO he Nm 
i 
= f'dih0' he hfm + 0" 


因 diA6:AwAgm 天 0， 有 
=2f’ 

显然 ， 这 与 {fi} 独立 的 假设 相 了 矛盾 。 1| 

一 般 说 来 ， 命 题 1 的 逆 命 题 不 成 立 。 但 对 于 ?个 一 阶 线 性 函 
数 ， 即 当 | 

六 一 4 让 十 dd (7.5.13) 

有 时， 由 式 (7.5.12) 可 以 推 得 式 《7.5.11)， 即 这 时 两 式 等 价 。 

对 于 放 ，… "ERA(JK(R,3"))， 如 果 它 们 满足 


— 673 —- 


C1) dfihewhdf 0 
《2) 在 系统 (Mr , 工 ,4 吧 ) 的 雪线 y， 民 一 1 上， 有 
和 (Ts 一 0 (7.5.14) 
则 称 f° 是 系统 2 = Cr,Z 22) 的 天 阶 约束 组 , 共 中 j*(Y): 
民 一 产 ( 尼 , 3 是 7 的 天 阶 延伸 。 
显然 ， 当 无 =1 轩 ,车 "中 不 包含 民 xM" 上 上 陋 数 的 提 
升 ， 则 它 是 非 完整 约束 组 ， 当 万 二 0 时 ，f" 是 完整 约 来 组 ， 此 
时 FR, NM”) = Rx Mr™, 
定义 4 设 e* 是 完整 约束 组 , 即 g"EF'" (Rxiw)， 记 
六 三 5w8”"， 则 称 
n=span{df lam=1,",r} 《?.5.15) 
为 由 完整 约束 组 生 成 的 > 维 QeTase 型 Pfa 攻 约束 系统 。 
定义 5 设 肥 =(adr, 了 pi 到 )， 如 果 有 
HH=span{o( ff )|a=1, ,+} 《7.5.16》 
则 称 多 是 由 一 阶 约束 组 产生 成 的 > 维 qeraea 型 Pfaff 约束 
需要 注意 的 是 ， 定 义 5 中 的 f" 都 不 是 尽 x jm 上 捕 数 的 提 
升 ， 即 不 存在 a" (RRx M")， 舍 得 
“rg (7.5.17) 
在 Frobenius 意义 下 ， 如 果 .更 是 完全 可 积 的 ， 则 Heraea 
型 Pfaff 约束 系统 .多 是 完整 的 ， 此 时 称 (3g”, 工 ,“, 开 ) 为 完整 力 
学 系统 :如 果 于 不 完全 可 积 ， 则 是 非 完整 Pfaff 约束 系统 ， 
此 时 (M”, 工 ,+, 仿 ) 是 一 个 非 完 整 力学 系统 。 
例 1 设 约 束 组 为 
f°=Aim+A"=0 (g=1, ,+) 《7.5.18) 
其 中 4，A“EFOARxM*)， 则 由 f°" 生成 的 Pfaff 约束 系统 为 
FP=span{ri Fe} (7.5.19) 
其 中 
=span{Aiw’ + Ardila=1,*,r} 《7.5.20) 
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变 (xy x" ) 是 方程 组 


.4351 十 dz 一 0 2 
的 一 组 特 解 ，{Cx: "x2) ae 一 1 7 是 方程 组 
Axi=0 (7.5.22) 
的 基本 解 组 。 从 而 注 足 式 《7.,5,18》 的 六 有 表达 式 
7 Xs + A (7.5.23) 
其 中 EFIR x 和"m) 彼 此 独立 。 取 
Kot 已 < 一 和 KX 《7.5.24》 


由 or} 是 线性 无 关 的 光滑 矢量 场 ， 它 是 一 个 >++ 纵 分 
布 。 因 | | 
Xo B= FD (7.5.25) 
故 分 布 { 和 io 天。} 与 余 分 布 {0 了 是 对 应 的 ， 从 而 它们 的 可 积 
性 一 致 。- 由 $7.2 知 ， 当 
CXos XI =a Kot a Kes (Xa, Ke)=al paRot a eR, 
(7.5.26) 
时 ， 余 分 布 {9( 了 ")} 完全 可 积 ， 即 约束 (7.5.18) 是 完整 的 。 
和 4， 基本 2- 形 式 ， Lagrange-Poincaré 恒等式 
定义 6 设 系 统 人 2 一 QM" 上 ,4 如 ),， 站 ( 民 , Mm) 上 的 2- 形 
式 为 8( 工 , 4, 儿 )， 如 果 存 在 1- 形 式 4 到 )E 鲍 ， 使 得 
RL ED) — LL, 2 = 2BINAE (7.5.27) 
其 中 
QL 2hdi (7,.5.28) 
则 8( 工 , 4 到 ) 称 为 系统 的 基本 2- 形 式 。 
显然 ， 对 于 完整 系统 2 =(am, 了 ,az)， 基 本 2- 形 式 就 是 
{TL , 14) 


设 系统 是 正则 的 ， 即 (7 ) 处 处 非 异 ， 若 矢量 场 Xi 满足 


下 列 条 件 
二 675 一 : 


Rr Sodt=1, KJOL, HD) 0 KILrPB=0 (7.5.29) 
则 称 下 7 为 条 统 的 Lagrange 矢量 场 ， 
定义 了 如 果 71(7) 是 系统 的 Lagrange 矢 量 场 的 积分 项 
线 ， 且 | 
NH'(7)*P =0 
则 曲线 了 :一 MY” 称 为 系统 2 二 (UM", 工 ,, 多 ) 的 轨 线 。 
展开 〈7.5.29》 中 的 第 二 式 ， 易 得 
XL-0 《7.5.30》 
由 | 
XLAG =0 (7.5.31) 
上 式 说 明 ，Xi 是 一 个 二 阶 微分 方程 。 据 此 ， 有 下 述 命题 。 
”命题 2 矢量 场 XLE. 和 名 (JN(R,M")) 是 系统 2 的 Lagr- 
ange 矢量 场 的 必要 充分 条 件 是 


, 0 Ew A 0 
Kia t YN + Ag (7.5.32) 
其 中 - 
A = x (7.5.33) 
并 且 
8 1 上 ,05 i Bf 
Lr Gr) (Ch + C90) Be XT Qtae gp (7.5.34) 
xf "=0 (7.5.35) 


等 式 (7.5.34) 称 为 Lagrange-Poincaré 恒 等 式 。 它 实际 
上 就 是 非 完整 系统 用 PoincarE-qeraea 变量 表示 的 将 乘 子 的 
Lagrange 方程 。 

由 定义 7 知 ， 系统 % 的 轨 线 ?7: 民 >ag" 是 Xz 的 积分 曲 
线 。 因 此， 六 (7):; 民 一 Mw 应 满足 的 方程 是 (1) 将 (7.5.34) 


中 的 iexr 改 为 多 所 得 到 的 方程 (2 ) 将 〈7.5.35) 中 的 2 x 


改 为 号 所 得 到 的 方程 ， 即 f*=const. 这 一 点 由 $7.2 中 积分 曲 
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线 的 定义 可 得 到 。 
如 果 系统 2 是 完整 的 ， 当 且 仅 当 沿 产 (Y) 满 足下 述 方程 


yr pe 
d (5) cs + CP) sn XL-0: 


则 7: 用 一 3 是 系统 的 轨 线 。 特别 地 ， 车 到 wi€E 绝 *(CM")， 
则 由 式 (7.5.2) 知 Ct 一 0， 即 
dC! 
此 时 ，3'《Y) 应 满足 的 方程 旺 
这 就 是 文献 [21] 所 说 的 Boltzmann-Hamel 方程 。 
5. 约束 嵌入 
定义 8 如下 定义 的 子 流 形 入 称 为 系统 2 的 约束 堪 入 
子 流 形 ， 
N=17 (9 ETIR MI TE Rx MT), ji(V P=0} 
(7.5.36) 
显然 ，N 是 站 (R，M") 的 一 个 24 一 ++1 维 子 流 形 。 如 上 果 
.到 是 由 一 阶 约束 组 {f°} 生成 的 ， 则 入 可 定名 为 
N={x|xE TR, MT"), f(x)=e" = f(x)=0 (7.5.37) 
由 式 《7.5.35》 和 《7.5.37) 可 以 看 出 ，Xi 与 N 相 切 。 
定义 9 ”如 下 定义 的 矢量 场 称 为 系统 的 约束 代 人 Lagrange 
矢 盟 场 


着 L 三 i = |y (7.5.38) 
其 中 X's 表示 i 在 N 上 的 限制 。 
设 江 NN 一 让 (R,WM™) 为 包含 映射 ， 由 式 (7.5.29)， 有 
i RL =0, i*R, di=1 (7.5.39) 
且 六 i 由 式 (7.5.39》 叭 一 确定 。 
系统 2 的 轨 线 就 是 艺 x 还 在 六 上 的 积分 曲线 ， 这 些 曲 线 也 
是 小 下/ 的 积分 曲线 。 | 
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定义 10 设 ?1(R, MM") 一 (RR，M") 是 微分 同 肽 ， 对 
任意 石生 1( 尼 ，M™))， 定 义 上 ， 玉 ,，8 如 下 
Lss*L =[C(9-1)*LI]y 
XL = 9) ly 
DE, LB) SQL, A BP) = 0 2 L, ,PR) jw 
要 注意 的 是 ，i#8( 工 ,12) 天 28084721， 但 存在 上 使 
得 入 2( 工 , /4052) 一 有 (2 了 Mt)。 
命题 3 设 儿 = CH, 工 , /+， 贸 )， 映射 9: 7'(R, MM") 一 > 
AR,M"m) (tg 77) | 一 (8,9' ,yi) 满 足 
(1) dy'hwhdy™A0, 


(2 ) 佐 阵 (32) 一 (af) 处 处 非 异 ， 
C3) y= f°, 


5 —biXiL 


(a ,7 Ee—=I—») 
则 
了 2 0% i Yr < _0_ 了 ”~ 
| EF t+ VX Pa + (7.5.40) 
且 
, /OL 和 A OF 
x BF ) BCH +C 5) 


(nt 
其 中 bi EF! (Ti(R, 


£9 ?, 下 二] 38。 


(7.5.41) 
Mr"™)) 由 52iaf 二 84 定义 ， $=1, *, £3 


方程 (7.5.41) 可 称 为 准 华 标 下 的 Lagrange-Poincaré 
方程 。 

推论 1 车 命题 3 中 的 3》 取 为 
yi 二 Yi, tog Tot, 7 
4 本 (7.5.42) 
(Fg=1," ,es a= rs 5 一 5 --Yy) 


其 中 8 EF 用 (R,M")) 这 样 选取 ,使 得 函数 组 {9+* 一 严 *} 生 成 
的 Pfaff 系统 span{9(7*1* 一 F")} 与 名 重合， 则 
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TL Yo tt A (7.5.43) 


37 
且 字 
3 Bi YL 
(G21+ G717 + A G5 )( Br)=Pr (7.5.44) 
其 中 
Ci- Pi=0:+C70. 


(7.5.45) 
Y= 坟 + (FCT Ke, Yi=X'+CKX 
而 KY;，K*;，GI1:，GE; 由 下 式 确 定 
[YY 一 玫 Ye 十 全 3 XN 
CYiYi = RI;Yr+G? ;XH" 
7, J R=1, Es Ci, op EH 
方程 (7.5,44) 就 是 不 带 乘 子 的 工 agrange-Poincare 伍 等 式 。 
由 式 (7.5.44) 可 导出 Nielsen 形式 的 Lagrange-Poincaré 
恒等式 . 
(xi — RI+K! WL oyiL 
ee 轩 ii" /Bvt 


{7.5.46) 


-~(G1+67 .m+ A )( OL )= PP 


DY’ 八 OF° 
(7.5,. 47) 
推论 2 设 命题 3 中 的 一 阶 约束 组 为 {f= 二 7"}，y = 二”， 则 
六 0 yi ;他 
R= it VX + A Bn (7.5.48) 
用 
, 867 ,OL 
xno CortCliv sa XL 
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一 (CFAHC0 人 3)=0， (7.35.49) 
特别 地 ， 当 训 二 span{0(7*)} 是 完整 的 Heraes 型 Pfaff 约束 系 
统 时 ， 有 


C3 ,=Cy=0 (7.5.50) 

天 而 Poincaré-HeTaes 恒等式 

; 67 a OL > 
xL By (CoitClv) sy — XK {=—0O; 《7 o 51) 


满足 ， 其 中 全、 7、 R=1, rr, ES I A] ,7s 
so—r, 

命题 2 的 证 明 容易 由 式 (7.5.27)~(7.5,29) 得 到 ; 命题 3 
的 证 明 可 由 定义 10 和 式 (7.5.36)~(7.5.39) 得 到 ， 而 推论 I 
和 推论 2 只 需 分 别 将 vw' 的 荫 法 代入 命题 3 即 得 证 , 在 此 不 再 
车 述 。 


7.5.2 广义 Noethar 定理 


Noether 定理 揭示 出 系统 的 守 便 量 〈 首 次 积分 》 与 内 在 的 动 
力学 对 称 性 之 间 的 入 在 关系 ， 它 的 出 现 给 近代 力学 和 理论 物理 的 
研究 以 航 大 的 推动 。 本 小 节 讨论 Nosther 定理 对 非 完 整 系 统 的 
推广 一 一 广 闵 Noether 定理 。 : 

定义 11 设 有 完整 力学 系统 (MI”, 工 , r+》 以 及 非 完 整 
力学 系统 和 二 (WH, 工 , 坟 , ,名 )。 恕 果 谐 足 

xd- 二 MO f°") dt (7.5.52) 

则 称 2 为 2 的 约 化 系统 。 

显然 ， 约 化 系统 2' 是 将 2 的 + 个 一 阶 非 完 整 约束 当 作 它 
的 + 个 特殊 的 首次 积分 。 这 样 做 ， 合 得 我 们 可 以 通过 用 完整 系统 
的 Noether 定理 求 系统 2 的 首次 积分 来 录 找 % 的 首次 积分 。 

命题 4 (Noether 定理 ) ” 设 约 化 系统 WW 一 (M”,L, #2)， 
其 基本 2- 形 式 为 3( 工 , /4 )。 定 义 
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B={YER TR MI) AY J OL, A)) =0} (7.5.53) 
则 ， 当 且 仅 当 存 在 YE 绝 ， 使 得 
YJR(L, KH)=d7 (7.5.54) 
膨 ，GE DICJMR,M")) 是 系统 2 的 一 个 首次 积分 。 
[证 明 ) 国 数 GEE (Rn)) 是 c 的 首次 积分 ， 当 旦 
忆 当 
SG=Xo dG=0 
因 对 (RR， 对") 上 的 任何 1- 形式 we， 仅 在 存在 矢量 场 YE 吧 - 
(CR,M"))， 使 得 | 
w=YJ0(L, £2) 
时 ， 才 有 
Xr iw=0 
所 以 6 是 首次 积分 的 充分 必要 条 件 是 ， 存在 YE 旨 , 使 得 式 
(7.5.34) 成 立 。 | 
和 SS$7.3 中 命题 9 一样， 命题 4 也 说 明 系 统 的 运动 守恒 量 
《首次 积分 } 可 以 通过 一 个 笑 量 场 来 生成 。 由 式 〈7.5.54) 易 知 ， 
了 积 YthXi 生 成 同一 个 首次 积分 ， 其 中 累 为 了 (R， 和 Mm) 上 的 
任意 函数 。 


设立 拭 @r， 即 
d(¥ JQ(L, A))=0 (7.5.55) 
上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 _ 
SB( 工 ,Ap 一 pvd( /td 
展开 上 式 ， 有 
yA LT) tdY 2 (HAE =0 (7.5.56) 
由 Poincaré 引 理 知 ， 至 少 在 局 部 上 存在 .一 个 光 消 国 数 & ， 十 得 
yOL) FY HA) =dg (7.5.57) 
设 
YT 5 二 (7.5.58) 
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将 式 (7.5.58) 及 (7.$5.352)、(7.5.8》 代 入 式 (7.5,57》 中 ,得 


00 | aL /605 的 Og 
Law + 站 人 (es Hv ~ OW ) EE 

? f ~? (XIL) 。 
LXi + 05 (XE (XT)) 十 一 rr + Ee 7 


HL ar ,.. a ,, 
+ 了 06 SR (CHO+CY ED) = Kig (7.5.59) 
388 BL /0 ,YL | 
-0 i a + Bi ot XL 
全 元 本 
+ 3 Ce 二 CE -7( Hn 
A{ RIT) ., HL Bg 
由 
因此 ， 对 于 其 个 函数 gE 73( 记 ( 民 ,"))， 如 果 方 各 (7.5.， 
59) 有 解 (8, 侣 ,5 )， 旭 系统 有 对 应 于 由 式 〈(7.5.58) 定义 的 矢量 
场 立 的 首次 积分 
G=g—YJ0(L) 


一 如 -[L0+ 


Ei 


6L 7 
(F780) | (7.5.60) 


反之 ， 设 6G 是 系统 的 首次 积分 ， 我 们 来 寻求 生成 G 的 矢量 
场 Y，。 
由 荆 和 Xi 的 表达 式 ， 有 
LY, X=(— XS CN (FO) + Cr ev) Kt 


昌 Pi a 
— {XS ) 庆 + (YA — Xe ) 3 - 《7.5.61》 


因 by sx QL N= vx ix vA 
=— X,Y i (dnd)) (7.5.62) 
将 式 (7.5.61) 代入 式 (7.5.62) 中 ， 并 考虑 到 式 (7.5.34)， 
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MX TNO CIE bv) — Ci 


一 Ri (Ei — 8) ee (7.5.63} 


式 中 ，(g*’) 是 条 阵 (- 扣 冶 ) 的 逆 ， 即 


a k=? 《7.5.64) 
， 天 7 芭 
pe 他 2 世 
Nu Ovoy’ 


式 (7.5.63》 说 明 对 任何 YE ， 由 5 和 站 完全 确定 。 
正 因 如 此 ， 首 次 积分 的 构成 式 (7.5.60) 中 不 含 “kt。 

展开 (7.5.54)， 阁 虚 到 六.(G) 二 0， 取 dx 一 Aidi 的 系数 相 
等 ， 得 关系 式 
06 
Bed 

由 于 了 和 有 XL+Y 生成 同样 的 首次 积分 ， 因 此 系数 6 是 可 以 
任意 选取 的 。 这 样 ， 对 于 一 个 给 定 的 首次 积分 GE， 式 (7.5.63) 
和 (7.5.65) 完全 确定 了 生成 G 的 矢量 场 了 。 

命题 5 设 YeR (TNR, M")), gEF (TR, Mr")), 
则 当 且 仅 当 | 


y=— gi (7.5.65) 


(C1) or 3 (LL) dg)=0 (7.5.66) 


(2) XrJd(lg—YJI0T))=0 《7.5.67) 
《3 ) 由 式 (7.5,.58) 定 义 的 国 数 0 全 ,< 广 足 RA 5.63)s 
时 ， 式 (7.5,57) 洽 足 。 
“ [证 明 ] 将 式 (7.5.66》 和 各 (7.5.67) 展开 ， 得 


80 ,OL 1686 00,\_ Og 
Ler Gr Gr 一 7 )= 8 
工 (了 +Xroj + 六 二 和 和 十 | 
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OF (Ct, (7.5.68) 


sd .08 2 
YE Oo PNT 
+ DNEI—7 VK ) + 


at 
TC P(E 0) + OE — Yi'6) 


_0g Wi 
= +wX'g 


最 然 ， 方程 组 (7,5.68)、(7.5.57)》 与 方程 组 (7,.5.59) 是 完全 
等 价 的 ， 即 命题 得 证 。 式 〈7.5.59》 就 是 所 谓 的 Riiing 方 息 ， 
式 (7.5.68》 称 为 广义 Killing 方程 。 | 


命题 6 如 果 ZE 慨 "(N(R，M")) 类 于 8(I, 4)》 是 蕉 对 

称 的 ， 好 存在 常数 c ， 使 得 
zBL, 1) =eQ(L, 7) (7.5.69) 

则 对 任意 的 YE 和 rr， 均 有 [Z,YJE 人 多 ， 并且 营 G 是 由 Y 了 生成 的 
首次 积分 ， 则 az 一 cG 是 用 5Z,Y] 生成 的 首次 积分 。 

C 证 明 ] 因为 对 关于 2 准 对 称 的 Z， 有 

d(CZ,YISO dL irh i S20) 
LAR) diy (ec) = 2 diyl) ediyl 
一 习 
此 即 [ZZ,YjE 多 进一步， 在 局 部 上 有 
Ce 
= zd0 -eidyd dG 00) 

亦 即 履 zG 一 eG 是 由 [Z,Y) 生 成 的 首次 积分 。 上 

命题 6 给 出 用 已 知 的 首次 积分 求 男 外 的 首次 积分 的 一 种 方 
法 。 它 的 构思 和 文献 [35) 的 思想 一 致 。 

2。 居 人 子 流 形 上 的 表述 

命题 4 ~ 命题 5 具有 在 得 到 约 化 系统 后 才能 用 ， 而 约 化 系统 
的 构造 往 征 又 很 麻烦 。 和 如果 3| 入 了 握 入 子 流 形 ， 将 广 & 义 Noether 
定理 在 骨 人 了 流 形 上 表述 ， 斌 可 洲 免 这 种 麻烦 。 

命题 7 没有 =(M”, 上 ,4 名)， 定义 
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DYE it(Y JF)=0} (7.5.70) 


式 中 认 N 一 1(R,M"m) 是 从 联 入 子 流 形 N 到 1(R,M") 的 包含 
映射 。 则 当 且 仅 当 存在 一 个 矢量 场 YE 缚 ,， 使 得 


YJIIL, W)C {7.5.71) 
有 时， 函数 GERF(CN) 是 人 的 首次 积分 ， 即 
xiG™0 
同样 ， 我 们 亦 可 得 到 约束 嵌入 子 流 形 入 上 的 Killing 方程 
下 0 8 8L \aC 
0L /108 1 00N 7 .6 /HL YaCcr yu yi 
Ov ( By 39) La +( G7 (S$ — 70) 
4 > 
= -gw (7.5.722) 
OO sj i OE i DEO ri 
T(t Yi0)+ oF 名 十 【Y 二 ) ETF a oF + 9 Ye 


本 ,~ 07 ， 
791 YD )* (C3 + KY em) Doe t (Gs 


em——\ 
670) (OE )) E70) + P(e —7i0) 


一 1 ,ys E 一 131 一 入 


E+ iy 899 天 一 1 53 A= 
(7.5.725) 
如 果 对 于 某 个 &EFGV)， 式 (7.5.72) 有 解 8， 合 ， 则 和 存 


在 由 矢量 场 


Es 他 
= a 到 WI 了 - 
= Y= O09+t ?A +E 3 


Yet Yr +e Bor (7.5.73》 


生成 的 首次 积分 
G=it(tg—Y HL)) 
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OV 
式 中 ss 二 1 2 二 1 二 1 一 Fy; WW、Yi 出 式 (7.5.45) 定 
义 ; 函数 5 由 5 和 完 侈 确定。 经 与 得 到 式 (7.5.63) 相似 的 
推导 ， 得 全 所 应 满足 的 关系 式 


2 (Ye ( A2Z (各 5 
, LN ) ES 中 -) a 


Sa 1 一 了 了 
一 区 一 歼 Jb(L) 一 CE 一 元 (全 一 910) (7.5.74) 


可 六 0 / Ovi Bo Gv ) a XS" 
— IHRLO+ RI, — 87)— Et, ei) 
p or 
+ 3 (BE )G (67) GY 0 
HP; aC ee 
+ (Bs; —(Q.+ 4 ) 7:8) C7.5.75) 
例 1 4ppell-Ramel 例 
Lagrange 因数 为 
一 二 加 ( 富 寺 32 十 各) 一 2 有 2 (7.5.76) 
非 完 整 约 来 为 
f=2— aaNet D1 (7.5.77) 
取 
第 二 完 $ Y= Vs 7 
名 相应 和 的 Poincaré 基 为 
8 yd 2 0. s 0 
af’ x ~ Ox’ By? A 人 
由 式 (7.5.46)、(7.5.45) 和 (7.5.72) 得 Killing 方程 
De， 


Way (TE + 08) CPEs DE) + m1 + a (Ty 


Oté2 了 0& 
十 ?2 有 9， )= 37; 


0 和 5 


Ma (9 十 区 ) WE F261) +m (1 +a) (这 
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+ ) = (7.5.78) 


97 DYs 
2 sv—1!2 dg 网 
mea(l71 + 2) (VEIT F252) = gr Ye YY28 
对 于 8 二 ?133;， 式 (7.5.76} 有 和 解 
6 一 一 71 =7.757 
于 是 有 第 一 积分 为 
区 一 总 一 (7 人 6 十 372 人 2) =7173! (7.5.79)1 


7.5.3 ” Hamilton 原理 

考虑 一 个 有 培 个 自由 讼 的 力学 系统 ， 共 位 形 空间 为 微分 流 形 
Mm， 风 产 ( 民 ,nd ) 是 其 状态 时 间 空 间 。 设 (CR,M”") 上 的 局 部 
坐标 为 1 知人 二， 车 取 前 述 的 wi 为 


. w=dg' (7.5.80》 
如 vd 
并 县 CS 一 C 二 0 
接触 形式 为 
0i=dg'—¢'dt 
Cartan 形式 为 


00) =Latt Br (dg -2df) 


显 然 ，? 六 | 一 (2 下 是 系统 的 轨 线 的 充 要 条 件 是 : 沿 
六 7): (gD, = 区 多 ，#) 满 中 


工 Z DA 
和 i 2 一 人 十 Ao 禾 (7.5.81) 
/"=0 | (7.5.82) 
设 XX, 是 产 (Y) 的 切 矢 量 场 ， 则 沿 六 (7Y) 满足 式 (7 .5.81) 
的 充 要 条 件 是 
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ABC) 一 0 (7.5.83) 
式 中 ， Q(T., ,2) 是 系统 Br = (M™ ,L477) 的 基本 2- 形 
式 ， 下 
D 工 人 大 


QL D(a i 3 


: of 
-Qi1 dt) hor 
(7.5.84) 
将 式 (7.5.83) 在 六 (7):Ce 的 一 六 (和 2) 于 积分 ， 得 
,2,4 PB) =0 (7.5.85) 
ny) 


1(7Y)= Xr (7.5.86) 
ni(Y) 


命题 7a 若 7Y:[4,0] 一 M*” 是 系统 2U 的 轨 线 ， 则 泛 栈 
I(Y)=0。 

上 述 命 题 就 是 非 完 整 非 保 守 系 统 的 amilton 原理 ,与 $7.4 
中 完整 保守 系统 的 Hamilton 原理 不 同 ， 它 已 不 再 是 稳定 作用 量 
原理 。 


7.5.4 高 阶 非 完 整 力学 系统 的 微分 几何 结构 
1. nn 次 速度 空间 
设 YR Mm 和 7 了 :R= M" 是 两 条 可 微 曲 线 ，(Y;,t1) 和 
(7: 王 )》 称 为 是 等 价 的 ， 如 果 对 M” 上 的 任意 可 微 路 数 上/ 上， 下 式 
成 立 : 
dt dt 
mf 9 YN (#1) = (fF oY2)(f) 


太一 0，1，2，…， 妈 (7.5.87) 
上 述 等 价 类 的 集合 记 作 了 *(M”)， 它 是 一 个 微分 流 形 。 特 别 
是 ，7"(M” ?就 是 用 * 本身， 而 TIOM"m) = 二 TMm。(Y,t) 在 上 述 
意义 下 的 等 价 类 记 作 红 7Y, 训 YETs(CM") 称 为 7 在 处 的 速度 。 
定义 12 对 每 一 个 允 委 2， 上 映射 
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rm 一 Ti) (7.5,88) 
由 下 式 定义 
3) i (7.5.89) 
显而易见 ，r&r "与 由 下 式 定 义 的 上 映射 区:T"(GM")>" 
一 致 


rue) =7(7) (7.5.90) 
特别 是 ， 当 % 二 1 有 时， 车 误 是 切 从 投影 
ru Im 一 > (7.5.91) 


命题 825 积 流 形 尽 xTt(M") 即 是 射流 形 J*(RR， 
MMM")。 车 记 Y: RM" 在 二 处 的 阶 延伸 为 宫 (Y)， 则 
FTE (ERY) (7.5.92) 
即 
HOOIR—E> FR, MD) (t,t) (7.5.93) 
显然 ， 流 形 T*(CM*) 的 维 数 是 (+1)m， 而 J*(RR,34") 的 
维 数 是 (+1)m+ 1。 
设 {qi 二 1,"… 是 VC3 上 的 局 部 坐标 系 。 则 如 下 定 
义 的 国 数 19 | 一 1 :0537 一 0 8 是 (让 ) -UCTK(M") 上 的 
局 部 坐标 函数 : 


7) 一 总 (于 o7) 全 (7.5.94) 


甘 中 一人， 一， 
2. 到- 射流 形 rt( 及 , 4”) 上 的 高 阶 非 完整 力学 系统 
定义 13 J*(R,Mw=) 上 的 1- 形式 
of=dygi—gindi, (f=1," sm 7 一 0 天 一 1) (7.5.95) 
称 为 接触 形式 ， 它 满足 接触 条 和 件 
7*(Y)*01= (7.5.96》 
其 中 了 :RM" 是 可 微 曲线 。 记 
CE =span{o! li=1, ,m1=0,"%,R—1} (7.5.97) 
多 称 为 接触 系统 。 记 儿 的 子 空间 
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GFR=span{oi!li=1,., my (7.5.98) 
多 * 称 为 基本 接触 系统 。 
对 于 任意 名 数 LEFoJA(R, M"))， 如 果 它 不 是 了 (R&R， 


Mm") 上 的 函数 的 提 升 ，Y'<r， 即 名 了，i 一 1,…, 轴 ， 至少 有 一 


个 不 为 零 。 则 定义 读 范 数 的 Cartan 1~ 形 式 为 


0(L)=Ldi+ ot (y=0e,8) (7.5.99) 


” 设 {EF"} 是 系统 Bu 的 避 阶 约束 组 ， 且 其 中 不 包含 J*(R， 
Mm) 上 函数 的 提升 ，* < 之 *， 称 
P=span{o FF)|a=1,',£)} (7.5.100) 
为 系统 和 的 由 {FF"} 生成 的 广义 HerTaes 型 Pfaff 约束 系统 。 
命题 9 设 FrEJIt(R,Mm) 彼 此 独立 ， 即 
dFitw hdFs #0 (7.5.181) 
则 
OCFI)Nm hO( Fs) FO (7.5.102) 
证 明 与 命题 1 的 类 似 。 
由 命题 9 可 以 看 出 ， 训 阶 约束 组 {F*ia==1,*…,g} 和 成 的 
Pfaff 系 统 和 2 是 & 维 的 。 
定义 14 一 个 Jagrange 函数 工 是 六 (如 ,M) 上 的 一 个 光 
清 郊 数 ， 力 形式 是 J*( 民 ,Mm”) 上 的 一 个 1- 形式，4= 二 0Q96， 其 中 
OrEFAIAR, Mm)); P=span(d CF) la=1,.,8} 是 由 加 阶 约 
束 组 {F*|a 一 1,*",g} 生成 的 广义 Ueraes 型 Pfaff 约束 系 统 。 
2 =={M™ 工 ， 1, 如 ) 称 为 . 产 (办 ，M”》 上 的 一 个 到 阶 非 完整 力 
学 系统 。 8 
当 在 = 1 时， 有 即 为 前 述 的 一 阶 非 完 整 力 学 系统 。 
定义 15 ”如果 哎 在 Fropenius 意义 下 在 JT*(R,，M") 上 
完全 可 积 ， 则 称 如 为 天 阶 了 次 《人 一 有 一 如) 可 积 的 韭 完整 Pfaff 
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对 于 六 次 可 积 的 Pfaff 约束 系统 2 ,一定 存在 一 组 函数 
ERATY(R, 几 "))，a 一 1 gE， 炖 得 更 由 六 阶 约束 组 生 
成 。 特 别 是 ， 当 一 天时 ，. 开 可 以 一 个 霉 阶 约束 组 ， 即 完整 约 
束 组 生成 ， 此 时 称 2 开 为 完整 的 。 

系统 2 的 基本 2- 形 式 为 

QE, 2 B=0L, 4 + 2 PDB) dt (7.5.103) 

其 中 QL, £2)—=d(L) + AAdE 《7.5.104》 
HPIE EY (7.5.105) 

定义 16 设 矢量 场 XE 如 (J*(R,， MM"))。 如 果 怕 是 正 


规 的 ， 即 和 矩阵 ( 5 各) 处 处 非 异 ， 且 


Xr Sdf=1 《7.5.106》 

有 0， 车 4 一 SPanft il 一 1 一 《7.5.107) 
KLJL x P=0 {7.5.108) 

Xr SP(L, ,HB)=0 《7.5,109》 


对 称 了 XL 为 系统 BC 开 ,4 瑟 ) 的 工 agrange 矢量 场 。 
如 果 7: 慌 一 ”的 大 阶 延 伸 和 (7Y) 是 Xi 的 积分 曲线 ， 共 
jt(V) EP =0 (7.5.110) 
则 称 Y 为 系统 2 的 轨 线 。 
展开 《7.5.109)， 可 知 


XL I GE*=0 {7.5.111) 
命题 10 矢量 场 XE 妈 (J*(R,M"))。 当 且 仪 当 
一 人 DO 0_ Es 
之 Bt! 5 = 十 + gt a 有 + 入 Bal (7.5.112) 
有 满足 
| OL OF° 
Ex 7 Q; + Ae gt {7.5.113) 
So » 2 《7.5.114) 


其 中 4.E FCICR,JM"m)) 是 Lagrange 莱 子 。 
证 明 只 需 将 式 〈7.5.106) 一 (7.5.109) 展开 即 可 得 到 ， 详 见 
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文献 [327。 
命题 11 7Y:R 一 Mwi | 一 (i,g()) 是 系统 的 轨 线 的 充 


要 条 件 是 : 沿 (7Y) 满 足 


本 3L aL BF 放 
B97 Bg: =Q;+ 4 ry Tn 
和 3 


式 《7.5.115) 就 是 经 典 力 学 中 带 乘 子 的 Lagrange 方程 。 
命题 11 的 证 明 由 积分 曲线 的 定义 即 可 得 到 。 


§7,6 历史 资料 


7.6.1 名 家 介绍 


EE. Cartan (1869~1951》 法 国 数学 家 。1941 年 当选 为 英国 
皇家 协会 会 员 ， 是 法 图 科学院 院士 ， 并 于 1946 年 任 该 院 院 长 。 主 
要 贡献 在 连续 群 论 ， 完 整 系统 ， 相 对 论 和 旋 量 论 等 .他 的 著作 4 积 
分 不 变量 讲义 》 (Lecons sur les invariants intégratx,; Patis, 
1921) 是 该 领域 内 的 经 典 著 作 ， 是 近代 微分 几何 的 黄 基 性 工作 。 
他 给 出 Cartan 形式 ，Poincare-Cartan 和 积分 不 变量 等 。 


7.6.2 年 事 介 绍 

1901 年 Poincaré 提出 了 力学 方程 的 新 形式 一 一 Poincaré 
方程 。 

1922 年 E. Cartan 斯 车 Lecons sur les invariants 
intégraux} 出 版 ， 开 创 了 微分 形式 在 力学 方面 的 应 用 。 

1926 年 J]. LL, Synge We Riemann 流 形 上 
的 力学 的 系统 性 论文 。 

1951 一 }952 年 、, Ehresmann 提出 了 射 -波形 理论 。 

1952 年 G. Reeb， 首 次 对 Hamilton 系统 和 栓 流 形 进 行 了 
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现代 描述 。 

1962 年 了 . Klein， 用 特殊 外 微分 法 建立 了 Kiein 体系 的 
Tagrange 方程 。 

1970 年 ”及 . Hermann 发 展 了 Cartan 的 微分 形式 理论 和 
,hresmann 的 射 ~ 流 形 理 论 。 

1973 年 、Q. KK,Ghori 等 给 出 了 非 完 整 力 学 系统 的 Poincare 
方程 。R. Hermann 研究 了 一 类 具有 特殊 Pfafi 约束 系统 的 力学 
系统 的 微分 几何 结构 。 

1974 年 Q. 及 . Ghori 等 推广 了 Hamilton~Jacobi 理 论 ,并 
得 到 了 变质 量 非 完整 力学 系统 的 Poincaré 方程 。W. M. Lule~ 
2yjew 过 沦 了 Hamilton 系统 、Tagrange 系统 及 Legendre 变换 、 
对 两 个 系统 之 间 的 等 价 性 作 了 探讨 。 

1977 华 ”G. B. Edelen 研究 了 完整 非 保守 和 非 完整 非 保 守 
系统 的 Lagrange 力学 。 

1978 年 ” 射 - 流 形 的 一 个 推广 由 W. M, Tulczyjew 作出 。 

1982 年 ”BR. Hermann 从 Lagrange 的 观点 探讨 了 一 般 力 学 
系统 的 微分 几何 结构 。S. Benenti 讨论 了 分 析 力 学 中 的 辛 关 系 。 
下 .Cantrijin 得 到 了 完整 非 保守 力学 系统 的 Noether 型 定理 。 

1984 年 ”下 ,Cantrijin 进一步 研究 完整 非 保守 力学 系统 的 辛 
结构 。 了 . EE. Werth 推广 了 Legendre 变换 ， 证 沦 了 了 非 保 守 的 
五 amilton 力学 和 工 agrange 力学 的 等 价 问题 。 

1985 年 ”M. DE. Les6n 等 用 拟 辛 结构 得 到 了 经 典 完 整 高 阶 
力学 系统 的 广义 Klein 形式 的 运动 方程 。 


7.6.3 关于 近代 分 析 力 学 


所 谐 “ 和 近代 分 析 力 学 ”是 指 用 近代 数学 ， 转 别 是 用 近代 微分 
几何 《包括 流 形 ， 张 量 卡 ， 微 分 流 形 ， 辛 永 形 等 ) 来 描述 的 分 析 
力学 。 微 分 儿 合 与 力学 大 有 “ 录 缘 "， 这 种 “姻缘 "不 仅 从 数学 观 
所 上 提供 了 更 严格 的 表达 ， 而 且 可 以 使 我 们 更 好 地 了 解 其 物理 内 
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容 。 在 近代 分 析 力 学 方面 ， 被 称 之 为 “圣经 ”的 有 三 本 著作 ， 即 
Abraham and Marsden (1978, 1980)*, ApHonbpx(1974)"), 
以 及 Godbillon (1969)》552 的 书 。 

近代 分 析 力 学 的 主要 内 容 有 以 下 三 个 方面 ，(1) 芒 形 和 工 a- 
grange 力学 ; (2) 六 汶 形 和 二 amilton 力学 (3) KAM 定理 。 
在 这 一 章 里 ， 我 们 涉及 到 前 两 个 方面 ， 当 然 ， 也 涉及 到 非 完 整 系 
统 动力 学 的 几何 描述 ， 至 于 第 三 个 方面 的 有 关 问 题 将 在 下 一 章 讨 
论 。 

近年 来 ， 国 际 上 十 分 重视 对 近代 分 析 力 学 的 研究 。1982 年 6 
月 在 意大利 都 灵 召 开 的 国际 分 析 力 学 近代 发 展 讨 论 会 上 ， 许 多 力 
学 家 、 数 学 家 和 物理 学 家 介绍 了 他 们 在 近代 分 析 力 学 方面 的 研究 
成 果 : 中 。 加 拿 大 学 者 W. M. Tulczyjew 介绍 了 “Lagrange 力学 
的 几何 基础 "， 意 大 利 学 者 S. Benenti 介绍 了 “分 析 力学 中 的 辛 
关系 ”法 国学 者 J 了. M. Souriau 介绍 了 “二 体 问 题 的 整体 几何 ”， 
美国 和 学 家 J. 玉 , Marsden 等 介绍 了 “有 对 称 性 的 甘 amilton 系 
统 ”， 法 国学 者 C. M. Marle 介绍 了 “分 析 力学 中 的 接触 流 形 , 正 
则 流 形 和 莫 amiiton-Jacobi 六 法 ”等 。 

从 80 年 代 初 ， 我 国力 学 工作 者 也 开始 在 近代 分 析 力 学 方面 
作出 了 一 些 贡 献 -1。 不 过 总 的 说 来 , 显得 还 很 蔽 纶 , 尚 需 努 力 。 


习 题 


1. 设 中 :MM" >N" 是 映射 ,Wm、N" 是 微分 流 形 。 试 证 : 车 (U9)、 
(91) 是 Mm 上 的 图 ，(V ,VV)、(V ,V1) 是 ww 上 的 图 ， 且 中 (0) Cv 
则 

和 =Yo 中 op- 

是 or 的 充分 必要 条 件 是 争 := We 四 o C91)-! 是 or 的 。 

2， 设 中 :M1">N" 是 微分 同 胚 ,Ez CM"),， 7Y:I3UCM" 是 XX 在 
*E€ Nm" 的 积分 曲线 ，F, 是 其 流 。 试 江 : or 是 中 ,了 在 硬 (x) EN" 的 积 
分 曲线 ， 且 其 流 是 中 0 F071。 


一 694 一 


3. 设 F=e” 是 大 中 线性 从 是 场 工 的 流 ， 试 证 ， 方 程 
z= Rx) + f(x) 


的 带 有 初始 条 件 x 的 解 满 是 如 下 积分 方程 
X(t) 二 er 知 + 人 人 rr(s))as 


4 。 旭 果 对 47” 上 的 每 … 点 z 都 存在 一 个 邻 域 吕 ， 使 得 /E177)， 
2xr = Zrf， 试 证 式 =Y。 

5 。 设 下 YEOCUM)，Te 和 G4 分别 是 其 流 ， 试 让 下 述说 法 等 价 : 

CI) CCR,YI=0; (C2) (FI =Y (3) IOG= GOF: 

6. 设 a 是 2- 形 式 ,8 是 1- 形式 ,证 

(CAM) CR Ey Ns) = ARI, NRORI) GN RIB(CX,) 
FoRs, XIN) 
其 中 1, Xs XE (NY), 

7 . 设 抽 是 M4” 上 的 一 个 -形式 ,fE Fr(M"m)， 且 对 任意 的 x*€ afm， 
了 (x) 关 0。 车 fo 是 恰当 的 ， 试 证 存在 1- 形式 8， 使 得 

dw = AW, dwAw=0 

8 。 设 CM?", 4) 是 六 流 形 ，/ :Mm >?” 是 局 部 微分 同 胚 , 则 当 且 仅 
当 对 任意 也 个 定 是 的 、 紧 的 流 形 B 和 8B8， 有 

| 各 | 0 
ad a 
时 ，f 是 举 的 。 其 中 BCM2" 是 子 流 形 。 

9. 设 XE 多 {Mm) ,定义 Pr:THN" sR Pr) QCXCN)) ,xE MT, 
rE T2M"m。 试 证 如 果 必 .YE 证 (M")， 那 么 在 自然 卒 结构 上 {Px, Py} = 
— Pixyryo 

10。 设 (M2"m, 尹 ) 是 柱 流 形 ， 基 是 一 个 局 部 lamilton 关 基 场 , 名 是 
M2?" 上 的 2w%- 形 式 ， 且 

w= fn Cn= AAD 
sm 个 
试 证 ww 是 关于 闷 的 一 个 不 变形 式 当 且 仅 当 了 是 一 个 不 变 国 数 。 

11. 设 氏 TM" 十 Lagrange 图 数 ， 其 Lagrange 洋 量 场 为 Xr。 设 
钊 :84 一 N" 是 微分 同 胚 ，7®@:TM”>TN" 是 十 诱导 出 来 的 映射 。 那 么 关 
于 工 = 工 07@ 中 的 Lagrange 矢量 场 是 (TD) XE。 
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12。 设 rr 是 举 流 形 【 开 所 员 ) 上 的 Tianilton 人 大量 场 ，Hamilton 内 
数 是 召 ， 基 流 是 坟 。 则 对 任意 的 1 ECM")， 有 


fOr) = {fon A 


13、， 设 (ad 中)》 是 六 流 形 ，f .BE P(A43") , 则 {ff, 8} = {df, deg} 。 
共 中 
{df Ng} = ~ Zxydg t xedf t dixiel) 
14: 设 (272m, 0) 是 举 流 形 ，(0,F) 是 Mm 上 的 一 张 图 ,9?(w) = 
{Pm}。 则 《17,， 8》 是 识 图 ， 妈 


48= 2 dpidq', 当 且 仅 当 
了 


{4',91} =0, {4', #7} =07 
{ py} =0 
15。 设 工 :TN 呈 R 是 一 个 Lagrange 荡 数 (可 能 是 退化 的 ), 四: "> 
Mm 是 一 个 油分 同 有 眶 ，7 四 :7477Tat" 是 诱导 映射 , 且 史 满足 2 中 = 工 ， 
试 证 (7)*D r= 8z1， 并 且 TG@ 是 辛 的 。 
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第 八 章 ”Hamilton 系统 的 混沌 初步 


牛 巾 为 党 认为， 几 是 初始 条件 已 知 ， 所 受 的 作 用 的 规律 已 
知 ， 则 以 后 的 运动 或 动态 全 是 确定 性 的 。 但 是 研究 发 现 ， 由 牛顿 
运动 定律 所 得 的 微分 方程 组 的 解 也 会 出 现 随机 运动 ， 用 和 任何 可 实 
现 的 办 法 对 初始 条 件 进 行 精确 的 测 景 和 对 轨道 作出 的 精确 计算 都 
不 能 稚 确 预言 运动 物体 在 长 时 间 后 的 位 置 和 速度 。 确 定性 的 系统 
在 长 时 间 内 就 戒 为 不 可 预测 的 ， 所 得 的 结果 好 象 是 随机 的 ， 我 们 
-把 这 种 随 租 性 称 为 动力 系统 的 内 在 随机 性 ， 或 称 作 混 沌 和 1)。 

力学 系统 可 以 分 为 可 积 系 统 和 不 可 积 系统 。 可 积 系统 只 存在 
平移 运动 ， 岗 期 运动 和 准 周 期 运动 。 而 不 可 积 系 统 还 存在 着 混沌 
运动 。 现实 世界 中 六 部 分 运动 都 是 不 可 积 的 ， 因此 混沌 运动 是 一 - 
种 普遍 的 运动 形式 5*。 

本 章 将 考虑 具有 较 少 自由 度 (主要 是 二 自由 度 ) 的 简单 
Hamilton 系统 ， 并 显示 在 大 多 数 情 况 下 ， 它 们 在 相 空 间 的 运动 
都 是 十 分 复杂 前 ， 既 不 是 规则 运动 ， 也 不 是 简单 的 各 态 历经 的 ， 
而 是 规则 运动 与 混沌 运 动 共 存 的 。 因 此 使 我 们 了 解 到 经 虎 分 析 力 
学 中 大 多 数 教 科 书 中 讨论 的 规则 运动 仅仅 是 一 种 例外 的 特殊 情 
形 。 

本 章 主要 介绍 研究 保守 Hamilton 近 可 积 系统 运动 所 需 的 其 
础 知识 和 基本 方法 ， 即 一 些 基本 顾 念 ， 作 用 - 角 变 晤 ;经 典 摄 动 
理论 ， 浸 新 不 变量 ， 长 期 摄 动 理论 : Hamilton 系统 和 正则 映 
射 。 此 外 还 给 出 近 可 积 Hamilton 系统 运动 的 整体 描述 ， 即 著名 
的 KAM 定理 ， 以 及 Poincarté-Birkhoff 定理 和 和 Arnold 扩散 的 
概念 。 
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8.1.1 相 空间 中 的 运动 


考虑 世人 自用 诬 系 统 的 了 amiiton 正则 方程 
太一 一 区 RS {t=1, 0 , 《8.1.LI) | 
相应 这 些 方程 存在 2 x 个 运动 常数 ， 它 们 是 初始 广义 坐标 和 广义 
动 虽 。 这 些 常数 唯一 地 决定 了 系统 其 后 的 运动 。 此 运动 可 以 阔 虑 
为 点 在 系统 的 2 关 维 相 空 间 中 的 运动， 其 运动 轨迹 有 如 下 的 特 
(1 ) 相 空间 的 轨迹 在 一 个 给 定时 刻 是 不 相交 的 ， 这 可 以 由 
初始 条 件 叭 -地 决定 其 后 的 运动 这 一 事实 得 出 。 显 然 ， 如 果 两 条 
轨迹 相交 ， 那 么 它们 在 那 一 时 肇 具有 相同 的 如 和 4& 值 ， 因 此 此 后 
的 运动 便 是 相同 的 。 假 如 开 amitton 国 数 不 显 含 时 间 ， 则 相 室 间 
的 罗 迹 全 独立 于 时 间 ， 并 在 相 空 间 不 本 能 安 叉 。 很 明显 ， 对 于 增 
加 一 维 时 间 坐 标的 扩充 相 空 间 米 说 ， 即 使 amilton 函数 是 时 间 
的 周期 国 数 ， 相 轨迹 也 不 会 交叉 。 
(2 ) 相 空 间 中 在 时 划 志 由 边界 Ci 包围 的 一 组 初 始 条 件 将 


C= 0) 


图 8.1 相 空 亲 的 轨迹 
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变换 到 时 刻 刀 由 过 界 Cs 包 图 的 男 一 组 初始 条 件 。 这 栈 组 初始 条 
件 在 太吉 诀 定 问 样 的 运动 。 这 是 第 个 特性 的 直接 推论 .因为 上 
边界 内 的 初 妨 条 件 决定 的 运动 轨 迹 当 罕 过 边界 时 ， 潜 随后 的 运动 
与 边界 具有 同样 的 初始 条 件 ， 因 而 这 些 初始 条 件 将 和 其 边界 同样 
移动 。 此 特 件 使 是 传递 性 :决定 系统 运动 的 一 大 组 初始 条 件 可 怕 
出 相 比 之 下 小 得 多 的 - -组 初始 条 件 赫 代 。 
(3) 考虑 表示 系统 一 种 可 能 状态 的 了 所 有 初始 条 件 的 总 体 。 记 一 
个 给 定 总 体 的 概率 或 系统 的 点 在 相 空 间 的 密度 分 布 为 
r=r(p, q,1) (8.1.2) 
如 果 将 > 归 -- 化 使 得 
| flap,dg~™—1 《8.1.3》 


政 在 空间 
那么 4 有 ==TTdzde 是 时 刻 # 点 的 概 深 ， 上 其 总 体 具有 与 第 z 对 
9 坐标 在 g: 和 49: 二 dq; 以 及 pirt+dp; 之 间 位 置 相应 的 初始 条 
。 相 点 4 和 在 无 穷 小 相 空 间 体 积 
站 pda 
中 数 景 的 变化 速度 可 以 由 连续 方程 
人 和 a (从 记 ) + (dg) ]=0 《8,1,4) 
求 获得 。 叉 4 上 泪 除 以 体积 可 以 得 到 在 相 空 间 中 一 -国定 位 置 的 密 罕 
变化 速率 
人 ， Dr Op ， PO - 
ot + (Pr Hpi "Op: :dy 1 Gq; )=0 (8.1.5) 
考虑 到 百 amilton 方程 (8,1.1)， 有 
:Or .Or fr 
开刀 3 )+ =0 C8.1.6) 
这 就 是 相 空 间 中 流 的 不 可 压缩 性 。 此 结果 便 是 著 名 的 Liouville 
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定理 。5” 


8.1.2 扩充 相 空 间 
考虑 显 含 时 间 的 Hamilton 函数 互 .根据 Hamilton 原理 ， 

有 
0 —H(S, g, t) )dt ja (8.1.7) 


r=1 


引进 参数 “， Re 成 形式 


可 (Zs 从 -五 业 2-)ac= 0 (8.1.8) 


i=!1 


pi:= p:;, fi = qi (t=1, **, %) 


Pe (8.1.9) 
PE et » Gn+1 二 
可 以 得 到 五 amilton 原理 的 新 形式 
《2? +1 
of 二 也 全 ac < 一 0 (8.1.10》 
$1 f=1 


这 里 我 们 将 一 吾 和 # 与 新 的 2%+2 维 扩充 相 空 间 的 其 它 广义 动 
时 和 广义 坐标 -- 样 看 待 ， 并 且 相 流 以 “时 浊 ”¢ 为 参数 。 
对 新 的 谷 标 《pp，~- 吾 , g, 1) 的 新 的 Hamiiton 函数 可 以 由 


Fs= 5pigi+ purit (8.1.11) 
。 i=1 
导出 。 根 据 式 〈5.3.25)， 右 
Hi(p, 9)=H(p, q,i) -HH (8.1.12) 


新 的 Hamilton 正则 方程 为 


dp: 38 dg: 0 万 = 
dz Fe Ey 9 de | Bp: 9 人 一 1 <。 需 十 1) (8.1.13) 


在 扩充 相 空 间 生 成 相 流 的 新 的 了 Hamilton 国 数 是 不 显 含 “ 有 和 
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启 ” “的 。 曙 〈8.1.13》 中 宇 一 #+1 的 方程 ， 可 以 得 到 
zc 一 5 和 -如 =const. 
因此 我 们 有 如 下 的 命题 。 
命题 县 有 显 含 时 间 的 互 amijlton 函数 的 系统 的 运动 等 价 于 
在 不 显 含有 时间 的 Hamilton 国 数 上 附加 一 个 自由 度 的 运动 。 
逆 命 题 也 成 立 。 给 定 一 个 不 显 含 时 间 的 Hamilton 函数 天 
其 有 ww 个 自由 度 ，2% 维 相 空 间 。 选 择 任 一 广义 谷 标 为 新 的 “时 
闻 ”¢。 与 此 广义 谷 标 共 轿 的 广义 坐标 便 代 表 一 个 显 含 “ 时 间 ” 的 
自由 度 为 4 一 1 的 新 本 amilton 函数 ， 它 生成 2% 一 1 维 编 减 相 空 
间 中 的 和 运动 。 例 如， 给 定 
五 (p, 9) 一 五 (8.1.14) 
令 
"Pi=p;, gi:= qi (2=1, ,gC—1) (8.1.15) 
由 式 (8.1.14) 解 出 ,二 pr( 户 ，9,4s)， 然 后 令 且 = p, 和 《= 
z。， 我 们 可 以 获得 缩减 相 空间 (P，9) 中 的 新 Hamilton 方程 具 
有 形式 (8.1.13)、 这 里 新 的 及 amilton 图 数 显 含 “时 间 ”*。 
通过 这 种 方法 ， 对 不 显 含 时 间 的 个 自由 度 的 Hamilton 了 丽 
数 系统 建立 的 理论 可 以 应 用 于 显 含 时 间 的 % 一 1 个 自由 诬 的 二 a- 
miton 消 数 系统 :中 ”。 特 别 是 ， 一 个 二 自由 度 的 不 显 含 时 间 的 
天 amilton 说 数 与 一 个 单 自由 度 的 显 含 有 时间 的 于 2milton 消 数 是 
动力 学 等 价 的 。 


8.1.3 作用 积分 


现在 过 论 在 固定 时 刻 t 计算 的 Poiacaré 相对 积分 不 变量 和 
由 不 显 含 时 间 的 了 Hamilton 闭 数 掺 述 的 一 维 振动 系统 的 作用 积分 
之 同 的 美 系 。 定 义 作 用 积分 为 


了 = 去 -中 pay (8.1.16) 
这 里 是 相对 振动 在 时 间 上 的 一 个 循环 而 积分 的 。 
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在 扩充 的 相 空 间 中 ， 对 于 单 拍 由 度 的 振动 系统 ，PoincarE 
相对 积分 不 变革 可以 写成 

下 (zae 一 ao =const. C8.1.17) 

这 里 ， 积 分 路 径 在 $= 二 const.。 但 是 因为 4 可 以 任意 选 择 ， 新 的 

路 径 ， 现 在 已 包含 时 间 的 变 分 ， 可 以 这 样 选 择 使 得 它 的 一 部 分 浩 

着 相 空 间 中 系统 的 实际 轨道 上 。 对 于 及 = 二 const。 这 种 特殊 情况 ， 
剑 绕 任何 封闭 路 人 答 ， 上 式 第 二 项 都 是 零 。 因 此 有 

pag =const. (8,1.18) 

现在 ， 我 们 环绕 白道 答 积 分 ， 如 贸 8.2 所 未 ， 积 分 由 两 部 分 


组 成 
中 zav- 上 


共 中 C: 是 沿 着 一 个 整 循环 的 路 径 。 对 于 周期 系统 ，C， 的 端点 有 
相同 的 2 值 。 因 此 ， 路 径 C: 可 以 这 样 选择 ， 使 得 9 一 const.。 


pag+ | pdyg . C8.1.19) 
1 Cs 


图 8.2 作用 积分 的 计算 路 径 


于 是 

pae= pdg (8.1.20) 
与 式 (8.1.17) 比较 ,有 

{ ageonst. =? x (8.1.21) 
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这 表明 了 作用 积分 与 这 种 情况 下 的 相对 积分 不 变量 的 等 价 福 。 作 
用 积分 十 分 重要 ， 因 为 它 组 成 了 作用 - 角 坐 标 中 的 正则 动 其 。 此 
外 ， 它 是 系统 运动 的 一 个 淄 渐 adiabatic〉 不 变量 , 即 与 上 述 振 
动 周期 在 时 间 上 相 比 较 变 化 缓慢 的 及 amilton 函数 和 的 近似 常数 。 


8.1.4 截面 


了 amilton 流 的 中 心 是 关于 Poincaré 截面 的 定义 。 对 于 一 个 
一 自由 度 的 自治 系统 ， 相 空间 是 四 维 的 。 我 们 在 相 空 间 选 择 - -个 
二 维 面 一 并 标记 其 两 面 (例如 左 和 有 有 )。 然 后 ， 研 究 -: 条 轨迹 
与 此 曲面 的 逐次 相交 。 这 些 交 点 是 由 轨迹 每 次 在 特定 意义 下 (如 
从 无 到 右 ) 穿 过 此 截面 而 产生 的 。 

一 种 特别 方便 的 选择 截面 民 x 的 方法 如 下 。 首 先 注 意 到 在 四 
维 相 空 间 里 ,. 胃 迹 是 在 三 维 等 能 面 及 (pi, pz, gd) = 及 上。 这 
个 方程 定义 了 一 个 关系 ， 使 得 两 个 变量 中 任 一 个， 例如 p; 可 以 
袁 示 成 共 它 三 个 变量 的 函数 

pb: = pil(pi, q., qz) (8.1.22) 

因此 ， 我 们 考虑 轨迹 向 三 维 体积 (#1, gt, 8z》 上 的 投影 。 如 果 运 
动 是 有 界 的 ， 那 么 这 个 体积 中 的 平面 9 二 const, 将 被 轨迹 重复 地 
穿 过 。 这 个 平面 由 坐标 9 和 其 共 匈 动量 如 组 成 ， 便 可 选 为 Poi- 
ncaré 和 截面。 如果 我 们 画 出 运动 轨迹 与 截面 逐次 相交 的 交点 ， 它 
们 一 般 来 说 会 出 现在 平面 上 一 块 有 界 区 域 的 任何 部 分 。 如 果 运 动 
除了 能 量 积 分 外 还 存在 首次 积分 


了 工 ( 力 ， p;, G1 22) 一 Const。 {8.1.23) 
则 联合 式 “8.1.22〉 和 《8.1.23) 可 以 得 到 
Pi=pi(g, 92) (8.1.21) 


因此 运动 轨迹 逐次 穿 过 截面 必然 在 9: 二 const. 的 一 条 唯一 的 邮 线 
上 。，。 所 以 ， 通 过 检验 轨迹 与 截面 交点 这 种 方式 ， 可 以 确定 运动 不 
变量 的 存在 性 。 一旦 确定 了 其 存在 ， 则 光滑 曲线 可 用 来 检验 局 部 
稳定 性 和 上 它 有 趣 的 东西 。 


一 了 08 一 


图 8,3 Foincare 蔽 画 


必须 注意 ， 特 殊 的 截面 《 坟 ， 95 恰恰 是 原先 也 amilton 系 
统 的 缩减 相 空 间 。 逐 次 的 穿 过 一 个 个 都 是 通过 由 瓦 amilton 方程 
决定 的 正则 变换 来 获得 的 。 因 此 截面 上 由 封闭 昌 线 作为 边界 的 区 
域 的 面积 在 逐次 车 过 截面 时 是 不 变 的 。 这 个 重要 特性 可 以 直接 证 
明 如 下 ， 写 山 普 可 积分 关系 


94 04 of .0 E 
d= By to d= td (8.1.25) 


这 里 4 和 元 被 认为 是 在 截面 上 取 的 初始 位 置 和 动量 。 代 入 母 函 数 
2(4,，p) 的 偏 导 数 ， 并 把 dB 和 dz 解 出 为 d4 和 dx 的 函数 ， 那 
么 


ot pp 
dg= (Fs Fa )aa+ Bd 
F i (8.1.26) 
a 2 
df = Fs di++ Eid’ 


这 里 为 了 紧凑 起 见 , 记 号 一 F，。 上 式 的 系数 行列 式 等 于 从 (1 


4 到 (9, p) 的 变换 的 JacoPi 行 列 式 ， 可 以 看 到 是 等 于 1 的 。 
因此 变换 是 保 面积 的 。 

截面 的 冉 念 可 以 推广 到 *>2 的 系统 ， 即 两 个 以 上 自 由 度 系 
统 。 对 于 多 个 自由 度 的 不 显 含 时 间 的 Hamiiton 函数 ， 相 空间 的 
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等 能 面 是 2 % 一 1 维 的 。 和 前 面 一 样 ， 我 们 把 荣 一 个 广义 坐标 , 例 
如 pf， 解 为 其 它 广义 坐标 的 函数 ， 并 考虑 轨迹 与 2 一 2 维 截面 
go 二 const. 的 逐次 相交 。 此 截面 具有 坐标 pts， Pri git， 
gs_!， 它 也 是 缩减 的 相 空间 ， 其 中 保 体积 性 质 成 立 。 如 果 运动 存 
在 一 个 或 多 个 不 变量 ， 那 么 轨迹 与 截 硕 的 交点 将 在 维 数 小 于 
2 4 一 2 的 -- 个 唯一 的 曲面 上 。 否 则 交点 将 充满 截面 内 2 % 一 2 维 
的 体积 。 

对 于 多 维系 统 ， 如 果 运 动 的 每 一 个 自由 度 都 是 近似 可 分 离 
的 ， 那 么 将 截面 向 (Pi, 9;) 平面 的 nw 一 1 次 投影 是 一 种 显现 运动 
轨迹 点 的 有 效 方式 。 对 于 那些 对 ( 思 , 9;) 坐标 完全 可 分 离 的 规 
则 轨迹 来 说 ， 运 动 在 每 个 (pi;. 9:) 玫 面 是 保 面 积 的 , 在 第 ?+ 个 和 外 
由 庆 存 在 一 个 运动 不 变量 ， 轨 迹 交点 在 (Zp:, 41) 平面 上 的 一 光滑 
其 线 上 。 然 而 ， 对 于 一 个 大 于 两 个 自由 度 的 系统 ， 它 是 近似 可 分 
离 的 ， 即 使 对 规则 轨迹 ， 其 与 裁 面 的 交点 投影 到 任 一 个 (加 ，9,) 
平面 ， 也 不 一 定 在 光滑 估 线 上 ， 而 是 充满 具有 有 限 面积 的 加 环 区 
域 。 此 圆 环 的 厚度 与 在 bp;, 97) 的 楼 近 完 全 可 分 离 的 程度 有 关 。 
在 这 种 情况 下 ， 与 截面 的 交点 在 一 个 一 1 维 的 曲面 ， 它 向 《如 ， 
9;) 平面 的 投影 是 一 个 有 限 区 域 。 


8.1.5 可 积 系统 和 近 可 积 系统 


1. 可 积 系统 

考虑 一 “个 自由 魔 的 Hamilton 系统 ， 如 果 我 们 总 可 以 找到 
一 组 广义 党 标 ， 使 得 在 这 组 广义 党 标 下 其 下 amilton-Jacobi 方 
程 可 以 分 离 成 "个 独立 的 方程 ， 每 一 个 方程 对 应 一 个 各 由 度 ， 那 
么 我 们 称 此 系统 为 可 积 系统 ， 有 有 时 也 称 作 完 会 可 积 或 完全 可 分 离 
系统 。 分 离 常数 x 便 是 隔离 积分 或 运动 的 完 会 不 恋 量 ， 央 为 每 
一 个 不 变量 通过 在 荣 正则 学 标 下 的 特性 32 一 /(g:》 隔离 一 个 和 
由 广 。 一 个 + 自由 度 的 Hamilton 函数 可 职 的 必要 充分 条 件 就 是 
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存在 ?个 独立 的 隔离 积分 。 

这 多 个 独立 的 积分 必须 是 内 旋 的 ， 即 它们 相互 之 间 的 Poi- 
sson 括号 必须 为 零 5)， 世 就 是 说 《ai 297) 二 0。 这 保证 了 x 是 变 
换 后 坐标 系统 新 的 动量 的 完全 集合 。 任 何 < 的 2% 个 牙 数 的 完全 
集合 ， 例 如 后 面 将 要 讲 到 的 作用 角 变 晶 J; 便 是 一 组 隔离 积分 。 这 
些 函 数 的 Poisson 括号 自动 为 零 。 

可 积 系统 的 典型 行为 是 周期 和 谁 赔 期 运动 。 所 请 准 周 期 运动 
发 生 在 各 种 频率 之 比 为 无 理 数 时 。 

2. 近 可 积 系 统 

我 们 将 这 样 的 吾 amilton 系统 ， 其 可 以 当 作 可 积 系 统 的 摄 
动 ， 称 作 近 可 积 系统 。 

近 可 积 系统 的 突出 特点 是 ， 规则 运动 轨迹 与 混沌 区 域 同 时 出 
更 ， 紧 密 邮 混和 在 一 起 。 对 于 二 自由 度 自治 系统 来 说 ， 规 则 轨 线 
分 隔 着 混沌 区 域 。 这 些 混沌 轨迹 是 出 确定 性 的 ， 厅 含 任 何 附加 的 
特点 “随机 力 ” 的 Hamilton 方程 导出 的 运动 的 自发 结果 。 对 于 
责 个 以 上 自由 度 的 自治 系统 ， 规 则 轨迹 不 再 能 分 隔 混 沌 区 域 ， 这 
些 混沌 区 城 联 成 一 个 网 络 ， 这 便 是 Arnold 扩散 现象 。 所 有 这些 
都 是 我 们 在 本 章 要 研究 的 内 容 。 


8.1.6 转动 和 摆动 加 

周期 性 运动 可 以 根据 其 运动 过 程 中 速度 的 符号 是 否 改 变 而 分 
成 两 种 类 型 。 

对 村 单 自由 度 系 统 ， 如 果 系 统 的 运动 是 周期 性 的 ， 其 坐标 9 
可 以 表示 成 时间 的 函数 ， 那 么 如 果 在 运动 的 一 个 周期 中 

《1 ) 乡 总 是 具有 同样 的 符号 ， 则 运动 被 称 为 转动 。 

(2) 5 改变 了 符号 ， 则 称 其 为 摆动 。 

显然 ， 振 动 是 摆动 。 如 果 相 空间 是 整个 实 线 ， 那 么 转动 是 不 
可 能 的 ， 因 为 8 的 连续 增加 或 减少 不 会 是 周期 运动 。 但 是 ， 和 如 果 
位 形 空 间 是 圆 ， 那 么 转动 和 摆动 都 可 能 发 生 。 因 此 周期 性 运动 的 
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类 铀 依赖 于 位 彤 空间 的 括 拉 结构。 如 果 位 形 空 间 是 一 个 平面 ， 那 
么 在 图 或 任何 封闭 虹 线 上 的 运动 相应 于 捏 动 。 转 动 只 有 在 相 空 间 
的 图 是 了 的 周期 汕 数 时 才 出 现 。 

对 于 多 自由 度 系统 ， 我 们 可 以 如 下 定义 摆动 和 转动 : 

如 果 对 于 每 一 个 自由 度 

《 1) p; 和 9; 都 是 时 间 的 同样 周期 的 沿 数 ， 这 便 是 摆动 。 

C2) pi 是 9g; 的 周期 卫 数 ， 这 就 是 转动 。 

每 一 个 自由 庶 的 周期 可 以 不 相同 。 如 果 周 期 之 比 不 是 有理 
数 、 那 么 运动 被 称 为 拟 周 期 性 或 崔 周 期 性 。 


3 8.2 作用 -和 角 变 量 


8.2.1 作用 - 角 变 最 

用 来 建立 一 个 问题 的 表达 式 的 变量 ， 并 不 总 是 求解 问题 的 最 
容易 的 变 扣 。-- 般 来 说 ， 我 们 常常 希望 用 一 个 根 对 简单 的 系统 的 
解 做 为 复杂 问题 求解 的 出 发 点。 因此 ， 我 们 希望 能 选择 这 样 的 蛮 
晤 ， 使 得 比较 简单 的 问题 的 解 能 以 最 简洁 的 方式 表示 出 来 。 对 于 
保守 自治 的 Hamilton 可 积 系统 来 说 ， 这 些 变量 便 是 作用 - 角 变 
景 。 

对 于 独立 于 时 间 的 一 维 Hamilton 系统 ， 系 统 存在 着 一 个 不 
谈 量 ， 凤 能 量 积 分 。 对 杆 独 六 于 时 间 的 % 个 自由 度 系统 ， 如果 
日 3amilton-Jacobi 方程 对 某 组 坐标 完全 可 分 离 ， 即 是 可 积 系 统 ， 
那么 也 可 以 找到 4 个 不 变量 。 我 们 用 汪 这 个 通用 的 符号 来 代替 第 
二 类 母 级 煞 和 :。 和 假设 存在 一 分 离 解 

S DSi(g;, RI, "es Cn) {8.2.1) 


鞭 中 a; 是 相应 于 运动 的 # 个 不 变量 的 新 的 广义 动量 。 如 果 Ha 
milton 国 数 可 以 写成 分 离 形 式 
一 了 09 一 


H- TH; (全 2 ) (8.2.2) 
1 


则 王 amilton-Jacobi 方程 可 以 分 离 为 % 个 方程 


而 ( gr )= (8.2.3) 


我 们 可 以 将 5S; 解 为 9; 的 函数 。 新 的 动量 <; 于 是 便 成 为 Hani- 
lton-Jacopbi 方程 的 分 离 常数， 并 且 满 足 


«i= Ho (8.2.1) 


新 旧 广 闵 坐 标 间 的 关系 满足 式 (5.3.25)。 新 的 Hamilton 函数 
吾 仅 是 动量 ;的 函数 ， 并 且 Hamilton 运动 方程 很 易 求解 。 

选择 分 离 常 数 x; 作为 新 的 动量 是 任意 的 。 我 们 同样 可 以 选择 
作为 a; 的 独立 图 数 的 % 个 产 


7 一 六 (Ga) (8.2.3) 
作为 新 的 广义 动量 。 由 这 郑 个 方程 反 解 出 "as 
ci 一 clii) (8.2.6) 
将 它 代 人 式 (8.2.1)， 则 变换 到 新 动量 J 的 母 消 数 可 以 表示 为 
S(q, J)=S(g, a(d)) 《8.2.7) 
新 的 及 amilton 国 数 为 | 
百 (.)= > ,oai(J) (8.2.8) 


同样 ， Hamilton 方程 可 以 被 容易 地 解 出 。 
对 于 完全 可 分 离 的 周期 性 系统 ， 一 种 选择 产 作为 x; 的 刻 数 
的 特殊 方 东 是 非常 有 用 的 。 为 了 定义 作用 量 J 作为 a; 的 国 数 ， 
我 们 先 做 作用 积分 ， 并 且 利 用 〈5.3.25)》 第 一 式 来 代替 p;， 则 ! 
三 = -去 pag: = 站 人 (8.2.9) 
其 路 , ,J ;是 新 的 广义 动量 。 反 解 上 式 可 以 得 到 新 的 母子 数 
S{g, J)。 


一 


根据 式 (8.2.8), 显 然 户 = 一 3 一 0， 因此 了 =const， 


:= =const. ~ {8.2.10) 
因此 共 力 坐标 给 出 为 
人: = wit+ Bs (8.2.11) 
其 中 心 和 及 是 常数 。 相 对 于 一 个 完整 的 振动 周期 了 ， 积 分 9;， 
得 到 


A0 = 人 dp: 一 ai 开 {8.2.12) 
但 由 (5.3.25) 第 二 式 ， 有 

d= Bo 个 - 和 (8.2.13) 
将 式 〈8.2.13》 代 人 式 (8.2.12)， 并 交换 导数 顺序 ， 有 


8 0S 0 
Ab; = dF: 中 -57 dgi = 87 f grdg: =? Tn (8.2.14) 


比较 式 (8.2.12) 与 (8.2.14)， 有 

wT =2 7 {8.2.15) 
这 表明 常数 o; 恰恰 是 振动 的 圈 频 率 。 因 此 ， 作 用 -和 角 变 量 公式 给 
我 们 提供 了 一 种 不 需要 求解 运动 方程 而 得 到 振动 频 率 的 简 使 方 
法 。 如 果 我 们 研究 的 系统 是 近 可 积 系 统 ， 那 么 几乎 总 可 以 预先 作 
一 个 给 定 系 统 可 积 部 分 到 作用 - 角 变 量 的 变换 ， 以 便于 系 统 进 一 
步 肝 摄 动 理 论 或 其 它 方法 来 进行 研究 。 


8.2.2 作用 -人 角 变 量 的 应 用 
下 面 过 论 作用 - 角 变 量 对 单 白 由 度 的 Hatmilton 系统 的 具体 
应 用 。 
对 于 单 自由 度 地 amilton 系统 来 说 ， 相 当 一 部 分 运动 是 时 了 间 
的 周期 国 数 ， 即 是 摆动 或 者 转动 。 作 用 -和 角 变 量 对 这 两 种 情况 都 
适用 ， 只 存在 微小 的 区 别 。 我 们 先 考虑 摆动 ， 它 要 求 相 曲 线 是 闭 
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的 ， 划 不 是 一 个 分 界线 。 为 此 我 们 选择 如 全 形式 的 有 amilton 图 
数 
Hula, = 起-+V(9) C8.2.16) 
其 典型 的 势能 和 相 曲 线 如 图 8.4 所 水。 

在 《28, Pp) 举 标 表示 中 ， 能 量 五 的 机 中 线 由 下 面 的 双 傅 国 数 
表示 | 

plgq, EE)=+C2m(E—V(g))* (8,2.17) 

这 种 多 值 性 是 难以 令 人 满 瘟 的。 因此， 我 们 转 而 杂 求 一 种 新 的 共 
园 变 量 ， 则 作用 - 角 变 量 (8,; 7》，， 它 们 具有 这 样 的 特性 ， (1) 每 
一 条 相 明 线 唯 一 遇 由 了 人 确定 ， 放 HJ 了 沿 锯条 相 曲 线 均 巧 常数 。 


J 2 
(49,D-*(0, 7 
2 “一 人 一 党 


2 日 


图 8,5 相 曲 线 在 《4, 六 和 {9, 六 坐标 系 的 麦 示 


= 
人 


图 8.4 势 张 和 相 隐 线 岗 8.6 必用 ~ 角 公 标 
《2 ) 相 曲 线 上 每 个 点 由 8 的 单 值 函 数 确 定 。 
在 (6, /) 坐标 表示 中 ， 轮 廊 线 是 常量 了 的 直线 。 角 变 最 9 
是 时 间 的 线性 国 数 ， 在 每 个 周期 增加 2 Y， 在 作用 - 角 找 述 中 ,， 相 
i A A 


了 


申 线 是 平行 于 9 轴 的 直线 。 
此 外 ， 因 为 点 (9, J) 和 (6 十 2 TX, 了) 表示 同样 的 相 点 ， 所 
以 8, 坐标 可 以 在 -- 个 半 无 限 圆 柱 上 表示 、 其 中 4 是 环绕 加 
柱 的 角度 ，> 是 沿 加 柱 轴 向 的 礁 标 。 
在 这 个 圆柱 上 ，9? 和 狼 均 是 ? 的 以 2 为 周期 的 周期 隐 数 
gO+27, J =g69, J, POT2n, TD) 一 万 (6， 万 ) 
C8.2.17) 
一 条 分 界线 将 相生 间 划 分 为 包含 不 同 特性 的 不 变 区 域 。 在 每 
个 不 变 区 域内 ， 所 有 的 和 运动 或 是 懈 期 性 的 ， 或 者 都 不 是 周期 性 
的 。 当 送 动 是 周期 性 的 ， 可 以 定义 作用 -和 角 变 量 ,但 是 它们 在 分 界 
线 上 无 定义 ， 许 且 作 用 -~- 角 变 量 在 不 如 的 区 域 是 不 相关 的 ，。 
考虑 到 式 〈8.2.9) 和 (8.2.16)， 有 


这 
JE) = 元 f dgC2m(E—V(g)I': 《8.2.18) 
好 1 


和 而 由 式 (8.2,13)， 可 以 推导 出 
.4 

| 0(g9)= 37| dgpto, 7) (8.2.19) 
“0 


遂 过 反 解 式 (8.2.18)， 可 以 把 能 有 表示 成 作用 晤 的 饼 数 
(7)。 但 是 我 们 通常 鳞 记 这 个 函数 为 是 (J》 或 玉 (]), 因为 通常 
用 无 这 个 符号 表示 能 量 的 某 一 确定 值 。 

在 应 用 式 〈8.2.19) 计算 0(9》 时 应 注意 到 f(g, J) 是 8 的 
多 值 阴 数 。 例 如 在 图 8.4 中 ， 当 8 增加 时 锋 是 正 的 ， 反 之 则 是 负 
的 。 因 此 ， 当 机 点 锐 整 个 相 曲 线 顺 时 针 转 动 时 8(?) 单 值 连续 地 
增 如 ， 并 旦 在 一 个 周期 内 增加 2 xt。 

作用 变量 和 动量 怎 具有 册 样 的 量 织 ， 即 能 景 x 时间 。 而 钊 变 
基 则 是 无 量 纲 的 ， 而 此 经 常 就 是 相 空 间 的 一 个 角 ， 当 然 开 不 总 是 

对 十 图 8.4 这 种 类 型 的 势能 , 有 一 -个 极 小 值 大,。 也 就 是 说 ， 
当 小 于 这 个 能 荆 时 ， 运 动 是 不 可 能 的 。 对 于 图 8.4 来 说 万 ,= 一 0。 

一 713 一 


在 这 个 能 量 下 ，(9, $8) 摘 述 中 的 相 申 线 缤 减 为 一 个 点 ， 并 也 
了 (Eo) 二 0， 即 作用 量 有 一 个 自然 边界 7=0。 
例 1 一 运动 质点 共有 势能 


Vlg)=Utgog . (ay 
甚 中 忌 和 < 是 正 的 和 常数。 试 求 其 作 用 -角度 量 和 五 amilton 国 
数 。 
由 式 〈8.2.18) 有 
1 可 3 
1=# ge ea (Cb) 


其 中 tg?ags 一 克 /L 积分 这 个 贸 数 得 
f= [2mE+O C2m0) 1 (c) 
考虑 到 7 宇 0， 并 且 仪 当天 =0 时 等 式 才 能 成 立 ， 由 此 关系 反 解 出 
Hamilton 了 敬 数 
| H(0, DD =7, 7 =o to] +2(2m0) 7/ /2m (A) 
加 频率 为 


“= = alaT + (2mU) 2/m 


=a[l2(ETU)/m)? (C2) 
根据 式 《8.2.19)， 有 


好 
50) 一 了 三 dgC2m( EC 一 Crtgzeg)03 
Le 
将 上 式 先 在 积分 号 里 求 导 ， 然 后 将 (4 》 代 入 得 


0(g}=% | dgL2m(E— Utgag)) -! 


ee Ee ) sinae] (Cf) 
当然 ， 我 们 也 可 以 得 到 其 记 吨 数 
(0)= 二 arcsinf ( ES) sino] (8 ) 


2x8 
图 8.7 势能 tg”%g 以 及 相 曲 线 在 《4 p) 和 8, 7 了) 的 表示 
考虑 到 0 一 上 +B， 可 以 将 2 表示 为 上 的 图 数 。 
现在 我 们 来 看 一 看 由 相 空 闻 描 述 (98, p) 到 作 甲 - 角 变 景 措 述 


09, 了) 的 正则 变换 的 母 函数 有 什么 特点 。 显 然 ， 第 二 类 太 国 数 
5; 在 一 个 运动 周期 的 变化 为 


ASa( 门 = age 


= 中 aos=2r7 (8.2.20) 
而 母国 数 $1 为 
Si(6, 9) = SJ, 9g) —0J, 90= 本 (8.2.21) 


它 在 一 周期 的 变化 为 
ASi=ASs—A(J0)—AS JAI=0 (8.2.22) 
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内 此 ， 在 一 周期 Sb, 9) 又 返回 原 值 ， 而 S:(C7， 9) 则 增加 2 7 了。 
所 以 S1(9, g) 是 0 的 周期 函数 ， 但 Si:(J, 7) 则 不 是 。 
例 2 试 求 出 线性 振子 
Hlg, p)=— 吉 meg Ca) 


的 作用 - 角 变 量 和 母国 数 S.C(5, 9) 以 及 Ss(J ,9g)。 
出 式 〈8.2.18》 知 


二 1 72 
了 = 于 dg' 2m ( 尼 一 到 oaoag ) 
一 了 : 2 
=E/w (5) 
其 中 和 ozgi 二 2。 因 此 开 amilton 于 数 在 作用 - 角 变 量 描 述 下 为 
HID=owT {cec) 
由 式 《Ge) 和 (5}， 可 以 求 上 出 
p=2m0 一 《68 本 (ad) 
利用 式 (8.2-j9)， 我 们 可 以 得 到 角 变 其 
HE 学 Pi HD '®, 
8= | dy 2 mog -] 一 QTC sin 2 (时 ) 2 Ce) 
或 12 
9 =( 引 ) sin0 | Cf) 
所 以 S:(J ,4) 可 以 由 与 式 (8.2.20) 类 似 的 公式 求 出 
9 


SJ,g) =| dq(2mew T — mw2g ) 1 
0 


U2™ 
一 .rarcsin | [ L? (2 ) + B92 mo — mg)! 全 


\ 27 
(Cg&) 

利用 式 (8.2.21)， 得 到 
Si(f .yg) 一 立 mog CtgB (hy) 


116 


由 《五 )， 我 们 还 可 求 出 
p = mg ctg 6= (2]7mm)' :cos 0 


下 面 讨 论 转 动情 形 下 的 作用 - 角 变 量 。 对 于 转动 来 说 ， 相 曲 
线 在 平面 内 不 是 里 闪 的 ， 我 们 用 业 来 代 赫 广 闵 坐标 9 ， 则 (四 
孟 着 时 间或 无 限 增加 ， 或 无 限 减 小 ，Harmilton 函数 是 ww 的 周期 
国 数 ， 假 设 周 期 为 2 
Hig+2r,p)=H(y, p) (8.2,23) 
与 摆动 -- 样 ， 也 可 以 通过 向 作用 - 角 变 量 的 变换 把 相 曲 线 变 成 直 
线 


ri 小 


| 
1 | 
2x 27 8 


图 8.8 转动 情形 的 相册 线 在 〈9，)》 利 (8,7 坐标 系 中 的 户 示 

作用 晶 可 以 作为 能 量 的 图 数 。 我 们 可 以 通过 令 《〈%， gz) 和 
《6，J 两 种 描述 下 的 相 曲 线 与 水 平 加 间 所 夹 的 面积 相 等 来 求 
出 ， 即 


2 
TE)= | dp (8.2.24) 
[0 
其 中 pp( 罗 ,及 ) 可 以 利用 能 哩 方程 
tp (8.2.25) 


解 出 。 遂 常 这 不 止 -个 解 。 当 开 amjlton 函数 具有 式 (8.2.16) 
这 种 类 型 时 ， 有 商 个 解 ， 相 应 于 六方 根 的 正 负 号 ， 表 示 不 同 的 转 
向 。 因 此 ， 对 每 个 能 量 ， 由 式 (8.2.25) 可 以 解 出 两 个 J， 相 
应 二 两 个 运动 方向 。 选 择 不 同 的 水 平 轴 ， 由 方程 《8.2.24) 给 出 
有 具有 不 同 的 附加 常数 的 作用 7 了。 所 以 。 不 同 于 摆动 ， 对 于 转动 ， 


人 


作用 量 役 有 自然 边界 ， 关 此 其 上 可 以 附加 一 个 任意 常数 。 
例 3 试 求 一 个 物体 在 于 述 周期 性 势能 场 中 转 动 的 作用 - 角 


变量 
一 如 风 [下 《一 工科 网 委 0)》 


Vy = £) 
Ug/r (0SEn) \ 
VG)=V (G+2n) 
“图 8.9 
系统 的 吾 amjlton 函数 是 
H(g,p) = +V (9) (5 


其 中 G 是 惯性 矩 。 显 然 瑟 必须 大 于 媚 ， 五 是 总 能 量 。 
由 式 (8.2.24) 求 出 
(2G)12 Ug NY? 
大 二 2 区 浊 dv( E+ 过) 


人 av(E -2 


| av(E Su 
0 实 


= CE (EU)/2) 


对 五 求 导 ， 可 得 到 频率 


2- 人 一 et LE:—(E—U)') 


一 8 


EN2+(E~U)in 
(2G) 2 


角 变 量 则 由 式 (8.2.19) 给 出 


oo- 部 = dy 9. 


风 


和 (人 0 


上 式 给 出 
T+ OOP (rg) 
1~(1—U)!2» 
1 一 (1 一 已)52 
这 里 如 =U/E。 图 8.10 便 是 96(w) 对 不 同 如 的 一 个 草图 。 | 
1 


TT 


9) 一 
(0 委 岁 魏 工 ) 


图 8.10 86 和光 的 关系 图 


§ 8.3 经 典 摄 动 理论 


大 多 数 多 维和 驱动 系统 是 不 可 积 的 。 也 就 是 说 ， 找 不 到 互 a- 
milton-Jacopbi 方程 的 解 。 然 而 对 于 那些 与 可 积 系统 差别 不 太 大 
的 系统 ， 我 们 可 以 尝试 通过 将 母 永 数 展开 成 为 小 贿 数 的 寡 级 数 的 
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形式 ， 然 后 相应 各 次 知 依 次 求解 Hamilton-Jacobi 方程 来 获得 
所 唤 精 度 的 解 。 尽 管 小 分 母 的 出 现 会 破坏 这 种 级 数 的 收敛 性 ， 但 
是 以 这 种 方法 获得 的 结果 在 相 空 间 的 某 些 区 域 还 是 能 很 好 地 描述 
系统 的 行为 的 。 而 且 ， 这 种 方法 对 获得 那些 很 难得 到 封闭 形式 积 
分 的 单 自由 度 问 题 的 近似 解 ， 以 及 获得 多 自由 度 系统 向 作用 - 角 
变量 的 预备 变换 都 是 非常 有 用 的 。 


8.3.1 单 自由 度 系统 


1。 一 阶 展开 
考虑 如 下 形式 的 瑞 amilton 函数 

H=Ho() + eH(f0) + eH (FH) + (8,3.1) 
”其 中 五, 仅 是 作用 量 7 的 函数， 因此 它 的 解 为 


JT=Jn, 0=ot+8, v= (8.3.2) 


这 里 J;,，%，8B 都 是 常数 。 和 根据 Poincaré: 和 Yon Zeipelcn 的 
方法 ， 我 们 寻求 一 个 向 新 变量 7，0 的 变换 ， 这 个 变换 使 得 新 的 
Hamilton 函数 仅 是 作用 野 7 的 函数 ， 利 用 母 函数 S(7,0)， 我 
们 将 S 和 豆 展 为 s 的 震级 数 
S=—JeteSit" (8.3.3) 
=H+eHit" (8.3.4) 
这 里 S 的 最 低 阶 项 可 以 生成 入 等 变换 J 二 了 和 5 一 6。 
旧 的 作用 量 和 新 的 角 变 量 可 以 由 式 〈5.3.25) 的 前 两 式 分 别 
求 出 为 。 的 第 级 数 


JJ 了 + 人， 0=0te 
(8.3.5) 
新 的 再 amilton 函数 可 以 由 《5.3.25)》 第 三 式 求 出 。 为 了 得 到 新 
的 Hamilton 图 数 。 我 们 必须 由 式 (8.,3.5) 反 解 旧 变 量 为 新 变 
叶 的 尔 数 。 对 于 。 阶 ， 这 是 很 容易 做 到 的 
一 720 一 


,0) 本 DsSi (fF,8) 


十 w+ 月 一 日 一 三 十 ，o， 
» 0F 


(8.3.6) 
了 于是， 根据 (5.3.25) 第 三 式 ， 有 
FH(F,0)=H(TC, O07, 9)) (8.3.7) 
展开 这 个 方程 的 右 端 为 < 的 震级 数 ， 并 利用 式 (8.3.6)， 得 
7 -- 了、， OH, 8S1 
HJ ,ON = Hf +e 66 
eHiCJ CF OO TF, O00) =eHif 6) + 
将 这 些 式 子 代 回 式 (8.3.7)， 相 应 于 。 的 零 阶 ， 得 
二 ,= HF) (8.3.9) 


to (8.3.8) 


相应 于 : 的 一 阶 ， 有 
B=0( +H) (8.3.10) 


我 们 的 目的 是 使 新 的 了 amilton 函数 仅 是 了 的 函数 ， 因 此 
必须 这 样 选 择 式 (8.3.10) 中 的 S:， 以 使 瑟 : 依赖 于 6 的 部 分 被 
消去 。 引 和 五 :的 乎 均 部 分 
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ao 二 | d6 Hi(7, 9) (8.3.11) 
和 振动 部 分 
{Hi}=Hi— (H) (8.3.12) 
由 式 《8.3.10〉 可 以 得 到 以 下 两 个 方程 . 
R= (UH) (8.3.13) 
2 一 一 人 Fr (8.3.14) 


联 立 式 (8.3.9) 和 (8.3.13)， 我 们 得 到 精确 到 一 次 项 的 变换 
后 的 五 amilton 函数 
H=Ho(f)y te (Hy, 0) + (8.3.15》 


它 具有 新 的 频率 5 一 29-。 式 (8.3.14) 可 以 用 来 求 Si。 可 以 


a We 


看 到 ， 和 精确 到 一 阶 小 量 ， 新 的 五 amilton 函数 是 对 旧 Hamilton 
函数 的 相 角 取 平 均 。 | 
为 了 求 出 St:， 我 们 做 {五 ,和 Si 的 fourier 级 数 


{Hi}= >， His( ene ， S: 一 >， Sio(7)eie8 
下 天 0 加 
(8.3.16) 
根据 式 (8.3.14)， 立 即 可 以 得 到 Sio=const. ， 并 且 
S 二 一 也 = 一旦 ti ne0 C8.3.17) 


HD ND 

当 w(7 了 ) 关 0 时 得 到 一 个 收敛 的 Fourier 级 数 。 将 式 (8,3.17) 代 
入 式 (8.3.16》 中 便 可 以 很 容易 求 出 坐标 变换 (8.3.6)。 

2, 高 阶 展开 

由 于 一 阶 修正 项 为 零 或 所 需 精 度 的 增加 ， 有 了 时 必须 展开 到 
的 高 阶 项 。Poincaré 一 Von Zeipel 方法 可 以 用 到 :的 任意 阶 。 
但 是 ， 从 式 (8.3.5) 到 〈8.3.8) 求解 新 旧 变 量 的 关系 的 代数 式 
会 十 分 繁 碧 。 如 果 变 量 的 反 演 是 不 需要 的 ， 那 么 计算 新 的 也 ami- 
lton 溺 数 ， 以 及 摄 动 后 的 频率 的 步骤 就 相对 直 接 多 了 。 下 面 我 
们 给 出 计算 相对 * 的 二 阶 精度 的 新 的 Hamilton 函数 所 需 的 公 
式 。 更 高 阶 的 请 参阅 文献 C93。 当 S 和 互 象 式 (8.3.3) 和 (8.3.4) 
那样 写成 。 的 需 级 数 时 ， 则 式 (8.3.8) 的 两 式 可 以 相应 表示 如 下 

(假设 五 和 瓦 : 不 为 零 ) 


二 ,0 = 抽 0D+ 吕 二 本 本 (号 小 
eH Ts0),0) = [Hi(7,0) + DT 让 站 
ps 全 
PW 
xf 0 ) ] . (8.3.18) 


式 (8.3.9) 和 “(8.3.10) 一 样 得 到 精确 到 : 的 零 阶 和 一 阶 时 的 


一 22: 一 


公式 。 不 反 解 9， 可 以 得 到 精确 到 :? 项 的 公式 
一 _éHn 652 1 Ho OS As aH! ERY 
A ] 07 “50 


{8.3.194) 


a7 36 下 0 产 \ 90 


闵 为 五 : 仅 是 了 的 函数 ， 有 
7 __/1 Brasi HH: 8S， 
一人 (全 a7: (3 a7 而 


(8,3.195) 


此 外 ，5; 是 8 的 周期 陨 数 ， 由 下 式 给 出 
Ho 35: -和 仁 -BE 人 OH! 264] 
07 69 2 7: \988 07 891, 
《8.3.19C ) 
这 里 ( } 和 { } 分 别 和 代 类 平均 和 振动 部 分 。 象 前 面 一 梓 ， 振 
_ 动 的 频率 5- -0 元 。 对 于 精确 到 。 的 更 高 阶 的 频率 的 近似 值 也 可 
通过 类 似 的 方法 不 用 变换 的 反 演 而 求 得 。 
例 1 精确 到 一 阶 精 度 , 计 算 皖 的 非 线 性 摆 动 , 其 Hamilton 
邱 煞 为 
Hs= 6p’—Peosg =E (Ca) 


假设 五,o 代表 二 次 项 ， 它 生成 一 线性 所 动 。 把 其 余 项 考虑 为 拢 
动 。 将 五， 展 为 Tayjior 级 数 并 了 略 去 常数 项 ， 则 
和 了 
Hr=3 GP + Fo Po Gy Po 


这 里 前 两 项 组 成 吾 p。 引 入 小 参数 。 是 为 了 方便 地 鉴别 摄 动 项 ， 
并 了 且 为 了 以 后 的 用 途 ， 还 保留 了 <? 项。 实际 上 展 开 参数 是 摆动 

和 分 界线 能 量 的 比率 ， 因 此 在 计算 的 最 后 我 们 可 令 。=1。 
为 了 接 动 理论 做 准备 ， 我 们 将 未 扰动 的 系统 先 变 到 作 用 -和 角 
变量 来 获得 新 的 HHamilton 函数 ，==E 十 下 
一 了 23 一 


吾 = oo7 一 于 G72sing+ -有 -人 六 -sinsg 一 -。 Cb) 
wh 
其 中 wo=《FG)W 是 未 受 扰 的 摆动 频率 。 将 sin8 的 每 展开 为 
Fourier 级 数 ， 得 到 
Ho=%0] (2 ) 
GF 
Hi=— i (3~Acos20+cos 40) 《了 本》 


Ur 10 一 15cos28 十 6cosdf 一 Cos60》 


Me 
(ey 


应 用 展开 技巧 ， 并 就 (4 》 对 8 取 平均 ,各 据 式 《8.,3,15) 我 们 
立即 得 到 精确 到 。 一 阶 的 新 的 Hamiiton 逆 数 


二 呈 了 2 
— 8 Me 
{i 6 
诬 了 沙 数 可 以 通过 积分 式 (8.3.11) 获得 
Sv 二 i 《8sin24 — sing ) (&) 
应 用 此 表述 式 可 以 很 容易 求 出 新 沦 变 秆 的 变换 公式 (8.3.6)。 省 


8.3.2 两 个 和 两 个 以 上 自由 度 

和 如果 受 拢 的 下 amilton 函数 是 高 于 一 个 自由 度 的 自治 系统 或 
是 明显 依赖 于 时 间 的 一 个 或 一 个 以 上 自由 着 的 系统 ， 那 么 曾 而 的 
展开 步骤 便 不 会 收 伐 。 为 了 看 型 这 一 点 ， 我 们 将 Poincaré-Von 
Zeipel 方法 推广 到 # 个 自由 度 的 自 深 系 统 , 对 时间 的 明显 依赖 性 
好 可 以 通过 3 引进 扩充 相 空 间 来 讨论 。 : 

考虑 如 下 的 卫 amilton 函数 


HJ,0)=R(d) + eH (Yd ,0) (8.3.20) 
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其 中 了 和 8 是 豆 o 的 # 维 作用 - 角 变 基 , 互 : 是 角 变 量 的 多 重 周期 
函数 
Hi= DHin (J )e™'? (8.3.21) 


共 中 
m0 =mi0rt "tt p00 Ce 22 
这 里 2% 是 整数 ， 求 和 是 关于 zs 的 % 重 各 ,我们 还 是 来 寻找 一 种 
向 新 矢量 J，8 的 变换 ， 以 使 新 的 Hamilton 函数 仅 是 J 的 也 
数 。 我 们 引进 一 个 近 恒 等 母 函 数 ， 它 的 一 阶 项 也 是 一 个 双重 和 ， 
是 关于 8 的 多 重 周期 函数 
S=I0 + Sm (J) em + (8.3.23) 


就 象 一 维 情况 ， 我 们 将 旧 的 变量 用 母 函 数 写 成 新 变量 的 函数 ， 并 
且 将 它们 代入 (5,3,25) 第 三 式 ， 使。 的 各 阶 徊 相等 ， 我 们 得 到 
零 阶 近似 

HtF) = Hy) (8,3.24) 


和 一 阶 近 似 
二 二 SC, a) ts 
Hi=w (J) +H,(J,0) (8.3.25) 
这 里 
w=— oD (8.3.26) 
oJ 
是 未 受 扰 运 动 的 频率 和 欠 景 。 
象 一 维 一 样 ， 对 式 《8.3.25) 相对 所 有 的 角 变 量 取 平均 ， 得 
HE=H(J)+e HT ,0)) (8.3.27) 
此 外 
和 
Sn =—{H,} (8.3.28) 


Si ee 首 上 的 积分 ， 因 为 


dS: _8S, ,85,, 49 8S4 .dT 
HR og of OF df 


并 旦 ， 对 零 阶 来 说 ， 第 一 项 和 第 三 项 是 零 , 因 此 得 到 式 (8.3.28》 
的 左 洲 ， 二 是 


(8.3.29) 


f 
s.=-| d(H I (0))} 《8.3.30) 


另外 ， 可 以 通过 对 及; 的 Fourier 级 数 一 项 一 项 地 积分 来 解 出 
SJ， 可 以 得 到 


no ， Hi ml ) fim 人 
SCFO)=J Te a 
m0 mw(J ) 


(8.3.31) 
这 样 ， 我 们 立即 面临 了 小 分 母 和 问题 。 因 为 对 任意 的 了 可 以 找到 
一 矢量 下 使 得 mvw 可 以 任意 接近 零 。 这 便 很 明 显 破 坏 了 级 数 
的 收敛 性 。 可 以 指出 这 个 现象 和 象 共 所 面临 的 数学 困难 一 样 ， 世 
代表 了 物理 困难 ， 因 为 它 是 由 改变 了 相 空 间 轨 迹 的 真实 共振 引起 
的 。 不 过 ， 在 发 展 那些 至 少 在 高 阶 展 天 中 延缓 奇异 性 的 展开 方法 
方面 人 们 已 经 做 了 大量 的 努力 。 这 些 方面 的 工作 使 我 们 可 以 得 到 
在 相 空 间 的 菜 些 区 域 里 ， 对 发 生 在 有 限 但 很 长 时 间 内 的 运动 的 收 
化 到 真实 解 的 近 伺 解 。 此 外 ， 这 些 解 在 某 些 情 况 下 在 相 空 间 的 某 
一 局 部 在 任意 长 的 时 间 里 都 非常 接近 真实 运动 ， 这 是 由 于 在 一 些 
特定 的 了 值 下 某 些 〈KAM) 级 数 的 真实 收敛 性 。 在 后 面 我们 将 
会 看 到 ， 对 现 个 自由 度 系 统 来 说 ， 这 些 解 封闭 地 包围 着 共振 解 ， 
因此 把 非常 复杂 的 共振 轨 迹 约束 到 近似 于 非 共振 解 。 


8.3.3 对 时 间 的 明显 依赖 性 


现在 我 们 对 单 目 由 度 明 显 依 束 于 时 间 的 系统 来 推导 摄 动 公 
式 。 系 统 的 有 a.milton 函数 为 
T=H0(7)+ eH(T ,08,1) (8.3.32) 
这 里 援 动 项 对 9 的 局 期 是 2 ， WA I 2x/Q， 有 
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如: 一》 再 bm(J)eit2+m80 (8.3.33) 

ln 
令 5 具 有 如 下 形式 , 
S= J9+eS(7,0,2) (8.3.34) 
它 可 以 给 出 象 式 〈8.3.6》 那样 新 月 坐标 之 间 的 关系 。 因 为 豆 , 明 


显 依赖 于 时 间 ， 将 式 《〈8.3.7) 改写 为 


HOT,G D-H C0 + ede) (8.3.35) 
对 :展开 有 Ee : 
Ho= Ho 7) (8.3.36) 
F051 05r 
Het 85 + Hi: | (8.3.37) 
再 选择 5S1 以 消去 五 : 的 振动 部 分 ， 有 
H=Ho+e (HY (8.3.38) 
这 里 平均 是 对 8 和 : 这 两 者 的 振动 来 取 的 。 江 是 
PS， B.S， ee 
Br to gr {AH} 《8.3.39) 


为 了 决定 St+， 我 们 展开 得 天 Fourier 级 数 形式 
St 二 exp [i(B + Qt)Y 
(8.3.40) 
这 里 我 们 又 遇 到 了 破坏 级 数 收敛 性 的 小 分 母 。 
尽管 共 据 明显 地 出 现在 最 低 阶 ,但 经 典 摄 动 理论 在 决定 足 能 
远离 主 长 振 的 作用 量 的 不 变性 方面 还 是 非常 有 用 的 。 为 了 表明 这 
一 点 ， 我 们 选择 五. 的 一 种 简单 形式 ， 即 其 中 不 含 4 的 高 次 谐 波 


Hi=U( ,t+V(,t)cos0 (8.3.41} 

把 五 和 Si: 展 为 Eourier 级 数 
Hi(f,0,0) = bn( Pcos(l —mQt) {8.3.42) 
S70 = Am 7)sin(le —m Qt) (8.3.43) 


东 中 求 和 是 对 ! = 0),1 利 所 有 人 纪 来 取 的 。 将 式 (8.3.43) 代 人 式 
一 


《8.3.39)， 解 出 对 六 办 天 0 的 系数 di 


bw 
an 一 元 二 107 (8.3.44) 


如果 我 们 选择 了 使 得 分 母 远离 零 ， 那 么 41w 有 意义， 并 上 是 精确 
到 。 阶 ， 我 们 有 新 的 百 amilton 国 数 的 作用 - 角 变 量 的 形式 (8 .3， 
38)， 即 

HE=Ho(7)+ eb 7) (8.3.45) 
将 新 的 不 变 虽 写成 旧 的 作用 - 角 变 晤 的 录 数 


= PS OS1(7,0,8)_ 
JJ 0,0) = | 


任何 函数 57) 仍 是 不 变量 。 在 后 面 我 们 将 利 用 这 一 事实 在 接近 
基 共 拍 来 构造 全 局 成 立 的 不 变量 。 


(8.3.46) 


3 8.4 浸 渐 不 变量 


8.4.1 概述 


有 一 类 特殊 的 Hamiliton 系统 ， 它 的 苹 amijlton 落 数 虽然 明 
显 依赖 于 时 间 ， 人 但 可 以 退 过 颖 动 展开 就 某 阶 精度 来 构造 近 亿 不 变 
景 ， 以 达到 降 阶 甚至 求解 的 目的 。 这 类 瑟 amiiton 国 数 除了 某 个 
自 遇 庶 外 ， 其 余 的 自由 度 以 及 时 间 的 变化 都 是 缓慢 的 ， 并 且 在 慢 
的 时 间 只 庶 范 留 内 ， 豆 amilton 函数 的 变化 很 小 .这 种 了 amilton 
疯 数 的 缓慢 变化 被 称 作 浸 浙 。 而 通过 展开 构造 移 系 统 的 不 变量 使 
是 温 渐 不 变 车 。 

浸 渐 理论 有 许多 应 用 。 例 如 ， 慢 变 长 度 的 单 摆 在 时 间 保 持 方 
面 很 重 归 ， 刀 今 相 似 的 理论 已 被 用 于 现代 钟表 的 石英 晶体 振子 
下。 漫 渐 理 论 还 描述 了 行星 的 运动 ， 因 为 此 运动 受到 太阳 质量 交 
化 的 影响 ， 而 太阳 质 量 每 年 变化 大 约 为 10 习 。 此 外， 在 微观 
领域 内 浸 渐 理论 也 有 广泛 应 用 和 。 
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木 节 我 们 先 研 究 淄 浙 变化 的 效果 。 所 得 结果 十 -分 简单 ， 取 在 
浸 渐变 化 时 ， 作 用 变量 几乎 是 常量 。 然 后 ， 给 出 Hamilton 系统 
的 淄 渐 不 变量 的 一 - 阶 近 似 的 构造 方法 。 

现在 我 们 来 看 看 近 可 积 Hamilton 系统 的 小 摄 动 与 我 们 构造 
方法 中 将 要 用 到 的 悍 〈 或 浸 渐 ) 摄 动 在 展开 级 数 的 阶 数 方面 的 差 
别 。 对 于 小 摄 动 来 说 ，Hamiliton 琢 数 具 有 如 下 普遍 形式 

. H=Ho(Jj,t})+ eBid Bt) te (8.4.1} 
这 里 如 , 代表 了 了 完全 可 积 系统 。。 是 小 参数 ， 代 表 了 吾 的 不 可 积 
部 分 的 量 信 。 对 于 小 摄 动 ,及 ,的 导数 和 瓦 ; 的 导数 与 及 和 Hi 只 
有 同样 的 阶 ， 即 


2 AH! 


六 [~ | 号 | 一 | 瑟 1， 等 等 


但 对 于 慢 摄 动 ， re 页 要 比 求 是 前 的 项 小 一 个 < 
阶 。 也 就 是 说 ， 对 慢 的 时 间 变 分 


等 等 ， 为 了 保证 这 种 阶 的 差别 ， 通 常 引入 小 参数 *， 将 HHamilton 
函数 写成 


Hr= Hol st) 
Ne az 
这 样 i 一 < 五 9 


这 里 “ ”表示 了 对 5= 坟 的 导数 。 | 
本 市 ， 我 们 将 研究 这 样 的 了 amiiton 函数 ， 它 除了 一 ' 个 自由 
度 以 外 ， 基 它 的 自由 度 以 及 时 间 的 变化 都 是 缓慢 的 。 基 十 以 上 因 
H=H(J ,ey, et)+ eHi(],0,cey, t+ (8.4.2) 
这 里 7 和 0 基 未 受 扰 (e 硅 0》 的 运动 的 单 快 变 自 由 上 度 的 作用 ~ 角 
变量 。y 一 (P:9)》 是 其 它 自由 度 的 禄 变 正则 变量 ， 并 不 一 定 要 是 
作用 - 角 变 量 的 形式 。 因 为 当 =0 时 ， 系 统 实际 上 是 单 自由 度 
的 ， 因 此 它 是 可 积 的 ， 了 和 8 总 是 可 以 求 出 的 。 小 参数 。 在 我 们 
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对 五 求 导 来 构造 拔 动 级 数 时 将 自动 保持 着 阶 ， 并 且 在 计算 的 最 后 
可 令 其 为 1。 


8.4.2 漫 渐 不 变量 


下 面 我 们 就 一 般 的 单 自由 度 Hamilton 系统 来 看 一 下 当 系 统 
浸 渐 变化 时 ， 系 统 作 用 变量 的 变化 。 多 自由 度 系统 的 情况 类 似 。 
芳 虑 再 amjlton 系统 
HH=H(g,b,*) 《8.4.3) 
这 里 ?是 一 个 参数 。 若 7 是 常数 ， 则 系统 的 运动 是 有 界 的 ， 因 此 
对 每 一 个 固定 的 *， 存 在 相应 的 作用 * 角 变量 .很 显 然 ,Hamilton 
的 浸 渐 变化 在 选择 
7 一 上 《0 扫 s 委 1) (8.4.4) 
计 可 以 崇 示 。 这 时 有 
8 8H 


一 E 


证 二 (8.4.5) 


我 们 称 一 个 函数 研 (9,p，"》 是 系统 的 一 个 浸 渐 不 变量 ， 如 

果 对 于 任意 的 满足 0 和 <s 委 1 的 s， 
Fl()=F(g(t), p(t), rH)) 

在 时 间 范 围 内 0<i<e :内 变化 很 小 。 精 确 地 说 ， 有 如 下 定义 。 

定义 ”如 果 对 于 任意 的 ?>>0， 可 以 找 到 一 个 so， 使 得 对 任 
总 满足 0<s<se 的， 对 函数 下 ( 拉 =(g()，5(8)，?( 四 ) 总 成 
立 

[IF(D)—F(0)|<Y, (0<i<e-!) 

则 五 便 被 称 作 是 一 个 溉 渐 不 变量 。 

显然 ， 浸 渐 不 变量 是 一 个 给 定 的 ， 有 限 的 时 间 间 隔 中 的 近似 

我 们 假设 ， 对 于 因 定 的 *， 瑟 amiiton 函数 《8.4.3》 可 以 通 
过 参数 地 依赖 于 * 的 母国 数 51(8,g,7) 的 正则 变换 (gq,p)=>(6, 了 ) 
变换 到 作用 - 角 变 量 (6,7) 的 形式 。 
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车 = 随时 间 变 化 时 ， 则 母 巩 数 亦 随 时 间 变 化， 由 S$; 导出 的 
谈 换 (9,P) 一 (0, 了 7 仍 是 正则 的 ， 但 变量 (9, 了 ) 已 不 再 是 系统 
的 作用 - 角 变 景 。 

新 的 日 amilton 函数 应 用 式 (5.3.17) 可 以 表 水 为 


HT,7)= H(t+e a {8.14.6) 
其 中 
瑚 (万 =) 一 五 (80 为 (0 7) (8.4.7) 


仅 是 了 上 和 = 的 确定 轩 数 。 
运动 的 Hamilton 方程 为 
日 一 Or) 二 ceRGOyz)， f=~—eR(0, rz) 


《8.4.8) 
其 中 
-0 吾 
mt yz) 一 5 《rz) 《8.4.9) 
-03 ;a ， 
Rl To 2 6586 C8.4.10) 
引 娠 ”对 于 互 amiltolu 亏 数 (8.4.1) 来 说 ， 作 用 变 便 J 是 
系统 的 淄 浙 不 变 脐 。 


[证 明 2 在 83.2.2 小 市 我 们 已 经 证 明了 母 茵 数 S: 此 ?的 网 
期 国 数 ， 轴 此 尽 : 和 R: 也 是 9 的 周期 东 数 。Rz 的 平 均值 为 


2T 2x 
1 _ 11[ 6S 
去 | Ra dp= - 计 人 0 (8.4.11) 
其 中 积分 时 了 和 = 保持 不 变 。 上 式 的 右 端 可 以 写成 
2 大 0=27 
1 8 6S, ,, __1 
27 3 37 52| = 


(8.4.12) 
即 ， 因 为 51 是 9 的 周期 函数 ， 所 以 六 :的 平均 值 是 零 。 


令 
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Ra(0, 7,7) -| R28, ,+)d0" (8.4,.13) 
全 


因为 玉 ; 的 平均 值 为 零 ， 因 此 Rs 亦 是 2 的 半期 国 数 。 因 此 


d /Ri\ 1 ap ,0 /Ri\;, 0 /RR 
禹 (全 )= 己 - -6 ep 
(8.4,14) 
上 式 可 以 整理 为 
Re 下 《8.4.15) 
其 中 


MOD = ER (+ ) 


w Br \w 9 


{8.4.16) 
将 式 《8.4.16) 代入 《8.4.8) 第 二 式 中 有 


7 -和 (人 )+ ea 


<D 


攻 为 Ri， 玉 2， 六 的 周期 性 和 天 0， 所 以 并 人 是 有 界 的 


IMD 1 EM (8.4.17) 
| 他 |<a 《8.4.18》 
这 里 到 ，M> 是 常数 ， 因 此 7 了 妨 和 它 的 初 人 的 差 为 
7D Jl 2 + eM (8.4.19) 
因此 存在 一 个 常数 到， 使 得 ; 
17 (J SRKe (0<#éi<e dl) {8.4.20) 


这 意味 着 对 时 间 区 间 (0，* 5 的 所 有 时 间 ， 了 (无 限 接近 于 它 
的 初 值 。 | 

以 上 推 证 的 简章 结果 十 分 有 用 。 它 经 常 可 以 使 我 们 从 相应 的 
篇 单 得 多 的 不 明显 依赖 时 间 的 吾 amilton 系统 的 运动 来 获得 依赖 
于 时间 的 Hamiiton 系统 的 运动 情况 ， 例 如 下 例 。 
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例 1 一 个 质量 为 mx 的 质点 在 势能 
Vlg)=Utg: og (a) 
场 中 运动 ， 若 “缓慢 增加 ， 试 问 系统 的 能 量 ， 振 幅 和 频率 怎样 变 
化 ? 
当 问 题 涉 及 浸 渐 变化 ， 我 们 总 是 先 考 虑 相应 的 独立 于 时 间 的 
问题 。 在 8.2.2 节 例 1 中 我 们 已 经 求 出 能 量 和 作用 量 的 关系 为 
E=aJ[laT +t2(2m0)11]/2m (Cb) 
以 及 频率 为 , 
o=afaT + (2m0)) /2 (Cc) 
在 Hamilton 函数 浸 渐 变化 时 ， 作 用 量 了 保持 常量 西 为 Ham- 
ilton 基 数 的 值 不 是 常量 ， 所 以 能 景 变化 了 。 但 是 上 面 的 能 量 ， 
ax 和 的 关系 式 仍 近似 成 立 。 因 此， 能 量 与 时 间 的 关系 可 以 简单 
地 写成 


El a(t) flaltt) +22m0) 1 /2 {ad) 
邮 梓 ， 系 统 的 运动 频率 近似 为 
wa T+ (2 了 71 了 7278 《2 》 


在 这 种 情况 下 ,运动 的 能 且 和 频率 均 随 着 a(z》 的 增长 而 增 人 长。 
8 以 ,3 漫 渐 不 变量 的 构造 
现在 对 联 amiltoa 了 疼 数 《38.4.2 来 构造 经 典 的 浸 放 不 变量 。 
对 零 阶 精度 来 说 ， 不 变 重 就 是 与 亿 变 自由 度 相应 的 作用 景 
了 。 现 在 要 构造 具有 一 阶 和 精度 的 温 浙 不 变量 ， 因 此 要 著 碟 扰动 
E 好 :的 影响 。 力 此 ， 象 8.3 节 一 样 ,我 们 来 寻找 从 0 到 
了 ，8，y 的 正则 变换 。 以 使 新 的 Hamilton 函数 ， 
万 一 百 。+ < 万 十， (8 .21) 
独立 于 快 相 变 量 6。 引进 近 恒 等 变换 母 函 数 
3 一 0+P "qteS (Tp qt) + 《8.4,22) 
于 是 ， 精 确 到 一 阶 近 似 ， 正 则 变换 为 
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人 
08 37 (8.4.23) 

EE 2 

p=p 1，q9=9 一 :一 二 

DP 


将 这 些 式 子 代入 有 五， 展开 到 :的 一 阶 
Ho(J, ey, st)=Ho CF, sy, 了 十 三公 


{8.4.21) 


共 中 “一 号 六 是 快 变频 率 。 注 意 到 在 展开 式 中 应 有 的 


_Dz ,85, aH, ,65 
8g sp ”sp 69 
因为 是 : 的 二 阶 项 故 已 被 略 兴 。 于 是 ， 根 据 《5.3,25) 第 三 式 


(8.4.25) 


HF, 0 ,ey ,st)=H(, 0, ey, ei) 


eo. 人 、 (8.4.26) 


将 瑟 , 五 , 5 利用 式 (8,4.,23) 展开 ,并 令 。 的 各 阶 短 租 等 ， 精 确 
到 零 阶 ， 有 

Ho(j, ey, et)=Ho(7, ey,et) (8.4.27) 
精确 到 一 阶 为 


HC], 9 ,ey, et) = + HO, Ossyp, ed)(8.4.28) 


其 中 Si 一 S.C 也,e，et)。 注 意 到 起 (8.4.26》 中 的 项 号 也 
是 二 阶 项 ,多 此 在 式 8.4.28》 中 已 被 略 去 。 
因为 需要 使 育 , 独立 于 5， 所 以 我 们 选择 S, 以 使 .到 ;的 关 
于 的 振动 部 分 被 消去 。 保 持 得 的 角 变 量 不 变 ， 我 们 定义 对 6 的 
平均 为 
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hb 


ooz- 直 人 Hd (8.4.29) 


关于 0 的 振动 部 分 为 
{Hi}ys= H,-- (Hs (8.4.30) 


将 式 《8.4.28) 分 成 其 平均 和 振动 部 分 ， 得 到 精确 到 一 阶 的 的 


(J, ey, et) =Hote HT {8.4.31) 
和 Si: 的 方程 
四 os (8.4.32) 
a0 


它 很 容易 被 积分 。 精 确 到 零 阶 ， 漫 渐 不 变 基 是 了 了。 精确 到 一 阶 ， 
新 的 水 上 变量 是 7， 和 根据 式 〈8.4.23) 第 一 式 可 以 表示 为 旧 变 量 的 
二 O81 
lJ, 0.ey, ED)=J]—: 06 (8.4.33) 


将 式 (8.4,32) 代入 式 〈8.4.33)， 并 将 哑 变 量 8 写 成 6， 得 到 


Pe pe (8.4.34) 

事实 上 ， 企 何 地 的 扼 数 也 可 以 选择 作为 证 渐 不 变量 。 
通过 构 簿 一 个 浸 潮 不 变量 实际 上 在 党 渐 近似 的 极限 内 将 再 a- 

milton 系统 从 和 芭 个 让 由 度 降 到 芭 一 1 个 自由 度 。 这 是 因为 囊 一 个 
< 的 渐 近 级 数 给 昌 的 变换 后 的 再 amitton 函数 

H=H(], ey, st,«) (8.4.35) 
是 独 六 十 6 的 ， 因 此 了 是 常量 。 假如 此 系统 余下 的 自由 度 中 经 历 
一 个 振动 ， 这 个 据 动 相应 其 它 自由 度 来 说 是 快 的 ， 那 么 我 们 可 以 
引入 第 二 个 小 参数 :2， 变 换 未 受 扰 (sz: 三 0) 的 系统 的 快 变量 到 
作用 - 角 宰 量 ， 然 后 兴 拒 第 二 个 浸 渐 不 变 基 。 这 一 方 法 也 许可 以 
性 得 一 组 漫 渐 不 变量 ， 下 到 系统 降 到 一 个 自由 度 ， 并 和 且 可 以 积分 
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以 获得 最 后 的 不 变星 。 
浸 渐 不 变星 实际 上 可 以 就 各 阶 精度 而 求 出 ， 并 且 最 后 的 级 数 
当然 ， 浸 渐 理论 也 是 有 限制 的 。 因 为 共振 也许 会 改变 或 破坏 
不 变量 。 如 果 精 确 到 一 阶 。 将 y 写成 作用 - 角 变 量 形式 y= (J，， 
0y)， 不 赂 去 式 (8.4.25) 和 和 名， 则 式 《8.4.32) 为 


中 Si Si PS9， a A 4 
Ey 。 BD,) < Ce =— {Hi}s (8,4.36) 


因为 S: 和 { 瑟 1 是 9 和 组 的 周期 国 数 ， 展 开 为 Eourier 级 数 
可 以 得 到 


S); 一 1 ny) expCi( 前 
RO emt ell 
且 二 {点 , ?,， my) 
KD 


+m"e8,+106t)) (8.4.37) 
可 以 看 到 慢 变 量 和 6 的 快 振动 之 闻 的 高 阶 共振 (m, ;很 大 ) 会 
引起 小 分 母 。 充 分 接近 这 些 其 振 ， 在 式 《8.4.36) 中 忽略 = 阶 项 
是 不 不 确 的 。 事 实 土 ， 忽 略 了 这 些 共振 效应 的 瀑 渐 级 数 是 渐 近 
的 ， 实 际 上 是 发 散 的 ， 并 且 只 有 在 时 间 远 小 于 或 等 于 人 慢 的 时 间 尺 
度 的 险 时 才 成 立 。 
例 2 试 求 慢 变 谐振 子 
岂 一 去 C(r) 纪 + 王 F(r)g2， 其 中 = 二 (4) 

的 浸 渐 不 变 旺 。 并 研究 共振 对 它 的 影响 。 

我 们 看 到 小 参数 通过 利用 + = si 已 被 写 进 系统 的 Hamilton 
函数 。 首 先 我 们 要 把 amilton 函数 变换 到 互 o-= 五 us 一 0) 的 
必用 - 角 变 量 形 式 。 利 用 如 下 的 母国 数 妆 :(9, 8, r) 

Fi(lg, 9, 5) = 二 Rgctgo (5) 


其 中 只 (rz) = (F/G)!1。 根 据 式 (5.3.17)， 我 们 得 到 变换 后 的 
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JIamilton 郊 数 为 


HH=wo]+e 广 Jsin20 Cr) 


这 里 wo.(5) 二 (FG) 总， 并且“ ”表示 对 求 早 。 于 是 系统 就 
成 为 式 (3.4.2〉 的 形式 。 下 面 就 可 以 通过 衬 报 动 展 开 来 构造 浸 
兆 不 变 重 。 精 确 到 零 阶 ， 当 渐 不 空 量 恰 是 


到 人 const， (Ca) 
精确 到 一 险 ， 我 们 对 〈c ) 应 用 式 (8.1.31)， 得 到 
了 = 7(+ePsin20) 一 const。 (Ce) 
浴巾 P(ed) = (R'200R)。 这 表明 精确 到 - 阶 无 穷 小 ， 了 有 --- 个 
以 快 变 基 的 频率 的 两 笠 来 振动 的 微小 的 附加 部 分 。 
可 以 通过 直接 对 1 求 导 来 验证 了 的 确 是 不 变量 。 因 为 
T=)+eP]sin20-r2ePJwcos20+0(e) 《了 了) 
根据 于 amilton 方程 


= 2 一 一 :7cos29 一 一 26 疡 Jooncos20 


二 此 
T=ePJsin20 (&) 
祖 据 慢 摄 动 移 阶 的 关系 
五 ~E . 
所 以 产 是 s 阶 。 所 以 了 是 一 阶 不 变 其 。 
现在 考虑 息 子 振动 和 振 地 参数 的 慢 的 周期 性 变化 的 共振 而 引 
起 的 浸 渐 不 变量 的 长 期 变化 。 为 此 ， 把 户 展开 为 Fourier 级 数 ， 
有 
P=e > asexp(inw et) (Ch) 
na 0 
其 中 sw! 是 慢 振 动 的 频率 ， 并 且 w/ws 和 1 辣 阶 。 将 《加 ) 代 人 
《8 )， 有 
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了 7 Dartexpriweett 20) 
—exp[li(nw;st — 20))} (7 )》 
这 里 精确 到 -- 阶 无 穷 小 用 7 代替 7 了。 在 人 慢 振 动 的 -- 个 周期 上 积分 
《2z)， 得 


1= 


人 


Te (7) 
当然 在 对 和 对 9 的 振动 频率 可 通 约 ， 即 
On0 _3 
sl 2 


其 中 s 是 一 个 具有 ' 阶 的 整数 的 情况 下 ，(#》 式 中 名 = 土 s 项 
将 是 对 的 常数 ， 并 且 对 慢 周期 的 积分 可 得 ; 


4&7 2| 2me : 
六 sl|g, | a (FY) 


或 者 说 


因此 ， 若 在 时 间 ~2 x /ow 共振 保持 ， 则 一 阶 不 变量 被 破坏 , 这 
意味 着 浸 渐 性 被 严重 地 违反 。 当 然 这 并 不 一 定 表 示 运 动 不 存 在 不 
变量 ， 而 只 是 因为 不 变 昌 不 县 有 上 面 这 种 形式 。 事 实 上 ， 线 性 振 
子 《&) 是 可 积 的 ， 因 此 有 不 变量 存在。 如 果 振 子 是 非 线性 的 ， 
那么 不 变量 吓 能 存在 ， 也 可 能 它 的 拓扑 结构 被 改变 ， 也 可 能 被 完 
爹 破坏 ,这 里 我 们 仪 用 线性 振子 来 说 明 展 开 技 巧 和 它们 的 局 限 。 


3 8.5 长 期 摄 动 理论 


在 接近 未 受 扰 Hamjlton 系统 共振 处 ， 由 上 一 节 标 准 方 法 给 
出 的 一 阶 浸 渐 不 变量 将 出 现 小 分 母 。 这 些 谐振 变量 可 以 通过 向 以 
诗 振 频率 转动 的 参考 系 的 正则 变换 从 未 受 扰 的 也 amilton 谓 数 中 
消去 。 新 的 华 标 量度 了 变量 在 共振 处 的 值 的 慢 振荡 ， 而 共振 则 是 
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新 的 相 平 面 的 帆 闻 固定 点 。 存 站 振 被 排除 后 ， 可 用 上 一 市 的 方法 
对 快 转动 相位 作 平 均 。 下 面 我 们 讨论 两 个 自 出 度 的 直 治 及 ami- 
lton 系统 ， 癌 非 自治 系统 的 推广 可 以 通过 引 人 一 个 扩展 的 相 空 间 
而 很 容易 做 到 。 


8.5.1 共振 的 排除 
假设 amilton 请 数 有 如 下 形式 
H=H(J) + eT (J, DB) {8.5.1) 
其 中 及 . 可 以 解 出 为 作用 - 角 变 量 的 形式 ， 并 卫 及; 是 如 的 周期 函 
H.= 2 Hi (dexplin'0) (8.5.2) 


be 
这 里 n= 二 (i wm) 是 一 个 整数 和 拓 景 。 如 果 在 未 受 扰 的 频率 之 间 存 在 
一 个 共振 ， 即 


-是 整数 《8.5.3) 
长 中 
HH Hr 
ws wj (8.5.4) 


那么 应 用 8.3 和 8.4 节 的 摄 动 理论 来 解决 系统 的 运动 只 能 产生 长 
我 们 用 式 〈8.5.3) 来 宸 示 系 统 的 永 共 振 或 由 主 共振 生成 

岛 振动 的 谐 波 频率 产生 的 次 共振 。 在 这 黄种 情况 下 ， 长 期 项 都 
ee 大 或 瑚 的 一 个 变 次 来 排除 。 我 们 妹 
择 如 下 形式 的 尽 国 数 


FF 一 人 70 一 s92) 记 二 02 六 (8.5.5) 
它 定 多 了 一 个 从 J， 9 到 J， 8 的 一 个 正则 变换 ， 使 得 
HT, 人 OF; 
n= 和 =r ?9 mi -=J sfi 
G0 al (8.5.6) 
~ _ OF: Fs 
六 :01—80s, 0; “3 一 0s 
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在 其 上 新 变量 的 变化 率 


0 一 yr8 一 56， (8.5.7) 

量度 了 高 共振 的 慢 偏 差 。 

在 用 式 (8.5.5) 这 种 形式 的 母 函 数 来 排除 共 振 时 ， 可 以 先 
择 任 意 一 个 原 相 变 时 保持 不 变 。 这 里 ， 我 们 假设 9 是 两 个 频率 
中 较 慢 的 一 个 ， 令 9=6: 为 不 变 的 变量 。 央 此 ,在 就 变换 后 的 快 
相位 对 量 amilton 函数 作 于 均 时 ， 是 对 较 慢 的 原 变 景 取 平 均 。 这 
种 选择 的 方便 之 处 在 于 如果 要 排除 高 阶 共 振 ， 可 以 保持 二 阶 相 
五 作用 的 最 低 谐 波 。 

把 式 (8.5.6》 代 人 式 (8.5.1)， 有 


= (D+eH(I, 0) (8.5.8) 
其 中 
六, 二 DH Texp{y CE 0 十 CToz)6 《8.5.9》 
Fi 
间 上 节 一 样 ， 对 5: 取 平 均 ， 可 以 得 到 精确 到 一 阶 的 变换 后 的 
了 amilton 持 数 
B=H.(J)+eB(y, 8.) (8.5.10) 
其 中 
万 ,= 据 (.1) (8.5.11) 


= (0), 9))， = TH pp (dF Yexp( ~iph) 
2 p=0 


C8.5.12) 
平均 在 接近 共振 时 也 成 立 , 这 时 抽奖 个 。 因 为 及 独立 于 多， 因 
此 

f= fconst. {8.5.13) 
这 便 是 也 amilton 图 数 〈8.5.8) 浸 渐 不 变量 级 数 的 第 一 项。 出 
《8.5.6 ) 第 二 式 可 知 ， 记 表示 了 系统 不 变量 的 组 合 ， 即 
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人 入 
.一 .7 十 本 六 一 const， (8,.5.14) 


转动 坐标 的 作用 就 在 于 明确 地 表示 接近 共振 系统 改进 的 不 变 
量 。 但 是 ， 对 于 高 阶 共振 ， 即 5 法， 改进 的 不 变量 六 只 是 -个 
常数 对 上 未 改进 的 不 变量 /，。 因 此 ， 对 于 改进 的 不 变量 来 说 ， 具 
有 重要 意义 的 共振 开 是 那些 具有 低 谐 波 数 5 的 共振 。 
当 六 是 带 数 时 ， 由 Hamilton 函数 (8.5,10) 给 出 的 -0 
相 平面 的 运动 等 效 于 单 自由 庶 的 运动 ， 因 而 是 可 积 的 。 相 平面 
a 81 存 在 一 个 或 一 组 驻 值 点 ys Dio, 它们 小 足 


a 志 
EN (8.5.15) 
Bfi G0 


它 代 表 了 受 扰 后 的 开 amilton 系统 的 周期 解 .未 受 扰 的 Hamilton 
系统 在 由 式 〈8.5.3》 给 出 的 特殊 下 对 所 有 如 存在 的 周期 解 ， 
在 8 是 退化 的 。 通 过 摄 动 ， 这 种 退化 性 被 排除 ， 只 剩 下 岂 式 
(8.5.15) 给 出 的 局 期 解 。 

Fourier 级 数 的 振幅 及 - pr ps 当 2 增加 时 一 般 下 降 得 很 快 。 因 
此 ， 作 为 很 好 的 近 拟 , 我 们 描述 了 -~0 平面 的 可 积 适 动 时 ， 只 需 
用 p=0， 土 1 项 。 所 以 

BPI) + eH dd) +2eH,, (Scos0, (8.5.16) 

其 中 不 失 一 艇 性 ， 我 们 令 吾 -, 二 及.-,， 这 总 可 以 通过 一 个 普 道 
的 变量 变换 9; 一 01+ Const. 来 达到 。 


将 式 (8.5.16》 代入 式 (8.5.15)， 可 以 得 到 固定 点 的 位 置 


oF oo 6 0 五 ,， 
ee = ,5， 
ep Bfio 2 人 bn dh 


—2sH,,.,sin 00=0 (8.5.18) 
从 式 〈8.5.18) 可 知 两 个 固定 点 在 91 二 0, Xt。 根据 式 (8.5,17) 


和 共振 条 件 


8 so = 
Gf “67 fs sw —7w2=0 (8.5.19) 
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六 由 下 式 给 出 


有 oo ,OH,,-s i 
es “5D. 
op 2 Gf a (8.5.20) 


其 中 上 式 中 正 号 相应 于 人 ,二 0， 负 号 相应 于 gjo= 士 r。 


8.5.2 偶然 退化 和 内 在 退化 


现在 我 们 讨论 旺 amilton 系统 的 两 种 情形 。 
定义 1 如 果 未 受 扰 的 amilton 图 数 只 是 对 特殊 的 六 和 
下 出 现 共 振 ， 那 么 了 amilton 函数 ,被 称 作 侦 然 退 化 。 
这 是 了 amilton 国 数 的 普遍 情形 ， 对 这 种 情形 来 阅 ， 未 受 扰 
的 Hamiiton 函数 变换 到 转动 系统 是 变换 后 的 两 个 作用 最 坐标 的 
隙 数 ， 刀 
B= fi, f,) (8.5.21) 
定义 2 如果 未 受 扰 的 且 amilton 函数 具有 这 冬 的 特性 ， 即 
对 于 所 有 的 7 和 .fi 共振 条 件 都 满足 ， 那 么 吾 。 被 称 作 是 内 在 退 
化 的 。 
显然 ， 册 在 退化 前 瓦 amnaitton 图 娄 为 
Hy=Ho(sT + 71s) . (8.5.22) 
这 就 保 汪 了 式 《8.5.3》 对 所 有 的 J 和 .7:; 都 成 立 。 利 用 (8.5.6) 
第 一 志和 第 二 式 将 式 (8.5.22) 变换 到 转动 系统 ， 则 
B=R,(f,) (8.5.23》 
即 内 在 退化 情形 下 ， 吾 ,独立 于 了 站。 这 种 情形 经 常 出 现在 对 物理 
系统 的 主 共 振 感 兴起 的 情况 下 ， 嘿 然 主 共 振 可 能 是 偶然 的 或 内 在 
的 ， 二 纶 共振 却 由 于 其 频率 依赖 于 作用 量 坐 标的 复杂 程度 而 几乎 
ee 
， 人 偶然 退化 
2 《8.5.16) 和 (8.5.21)， 在 记 和 0， 的 仿 移 为 


P=O(:H, rr) 分 =Ot1) 《8.5。 21 > 
二 2 


因此 可 以 关于 驻 值 总 在 六 询 不 是 们 展开 式 〈8.5.16)。 引 人 


A 访 = 六 一 六 《8.5.25) 
我 们 有 
1 82 六 
B=AI) + 0 A + py a oA P24 
1 全 2 Ho. 
Hutd)= H, SI 5 二 信访 十 3 3 有 
(Af + (8.5,26) 
ey dH, 1 i 
了 = 也 十 一 ~ 一 一 -一 一 
妃 ,，r(w) A A + 0 
(A P12+ oe 


将 式 (8 5,26) 代入 式 8.5.16》 中， 略 去 常数 项 ， 考 虑 到 条 件 
《8.5.17)， 仅 保留 。 和 .A 的 最 低 阶 项 ， 我 们 得 到 描 述 接近 共 
振 运 动 的 amilton 函数 


A 吾 = 坊 G(AA): 一 Fcos0 (8.5.27) 
这 里 是 非 线 性 性 参数 
人 a8 
7 a .5.28) 
Gf) ps 《8.5.28 
并 且 天 是 扰动 强度 和 Fourier 模 振幅 的 乘积 
b F(J)= —2eH,,(d,) 《8.5.29} 


这 个 结果 十 分 完美 ， 它 表明 在 接近 每 一 个 共振 的 运动 就 好 象 一 -个 
摆 的 运动 一 样 ， 由 摆动 ， 分 界线 和 转动 组 成 。 式 (8.5.27) 曾 被 
许多 研究 者 用 来 描述 Hamilton 系统 接近 共振 的 普遍 运动 ， 并 且 
是 研究 与 这 些 共振 相应 的 分 界线 处 的 混沌 运动 的 基础 。 在 某 种 意 
义 上 ， 式 《8.5.27) 提供 了 接近 所 有 共振 运动 的 通用 描述 工具 。 
因此 我 们 有 时 称 A 豆 为 标准 于 amilton 国 数 。 

在 扰动 下 原 运动 经 变换 后 其 接近 共振 的 运动 如 图 8.11(4) 所 
未 。 对 于 GF>0, 稳定 的 固定 点 在 91 一 0， 测 不 稳定 点 在 七 x。 
了 ,一 94 摆动 的 频率 在 接近 稳定 点 是 慢 的 
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w= FOO H,,.) 2) (8.5.30) 
并 有 当 接近 分 界线 时 ， 这 个 频率 减 小 到 零 。 它 首 是 远 远 小 于 
了 .一 0; 振动 的 频率 ， 此 频率 和 1 同 阶 。 最 大 偏 移 Af max 很 小 ， 
它 出 现在 分 界线 ， 并 等 于 分 界线 宽度 的 一 半 〔 在 91=0 处 )。 


A 


共振 


摆动 
分 界线 


Bf, per 


(2) 


图 8.11 接近 -孤立 共 报 的 漫 渐 运 动 
4a) 仿 然 退化 。 (58)》 内 在 退化 。 


Afimz—=2 B/G) 2=OL(eH,, N12 (8.5.31) 
接近 稳定 固定 点 ， 相 轨迹 轨道 是 椭 阁 ， 其 半 轴 的 长 度 比 为 
-一 了 44 一 


F/G)! OC et,,.)! i) (8.5.32) 
Abi 


2. 内 在 退化 
类 似 偶然 退化 ， 但 注意 式 〈8.5.23)， 即 严 独立 于 六 ,用 
下 式 来 替换 式 (8.5.24) 
ae -OCeH,,,), Oi:—OleHow, eH,sis) (8.5.338) 
这 表明 在 六 和 在 和 的 仿 移 是 同 阶 的 。 我 们 不 能 象 偶然 退化 耶 
样 仅 对 广 来 展开 式 〈8.5-16)。 为 了 检 监 解 的 特性 ， 我 们 把 式 
(8,5.16) 在 精 阁 固定 点 6,=0 线 性 化 。 记 Ab = 6 ， 将 式 
《8.5.16) 展 为 开 A9; 和 A 六 的 直到 并 阶 近 似 的 级 数 ， 有 
. 个 再 0 8 oo 
Hoh) =Hon( do) + 人 (Afi) + (AF, )2 十 。。 


Of un 2 8 
(8.3.31) 
0H,, 1 FH.,,.. 
Has To ATO EAI tT A): 


十 eet (8.53.35) 
六 EF ~ 。 
Cos 一 1 一 二 (A6) +t" (8.5.36) 


将 上 面 三 个 式 子 代入 式 (8.5.16)， 考 虚 到 条 件 (8.5.17) 并 略 
去 常数 项 ， 我 们 得 到 与 简 谐 振子 相同 的 Hamilton 了 忒 数 


AR=3G(Af): + TEAG): (8.5.37) 
其 中 
0:Hn ,oHo oa’ Hs,s 
一 -一 > 了 一 个 十 到 (8.5.38) 
Of “6 Da 
万 一 一 2 五 (8, 1, 39) 


对 于 内 在 退化 情形 ， 式 《8.5.38》 第 一 项 为 零 ， 因 此 G 和 下 均 是 
< 阶 。 所 以 访 一 0 接近 椭圆 点 的 振动 的 频率 是 

wi= FOG)! :=~0(e) (8.5.40) 
让 且 帆 贺 半 制 的 比 为 
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人 (8.5.41) 


在 椭 贺 国定 点 附近 从 偶然 退化 向 内 在 退化 的 过 渡 由 式 (8.5， 
38》 来 决定 。 当 式 (8.5.38) 中 第 一 项 通过 极限 零 ， 则 系统 由 候 
然 退 化 变 为 内 在 退化 。 

类 似 上 述 方法 就 9,= 士 x 进行 线性 化 可 以 得 到 双 曲 轨道 的 渐 
近 线 与 9, 轴 的 倾角 为 土 + 

tgx= (F/G) i (8.5.42) 
因此 G 天 0。 对 于 内 在 退化 和 偶然 退化 情形 在 此 类 臻 是 类 似 的 。 
一 - 般 来 说 我 们 发 现 对 于 是 非 线性 ， 内 人 在 遂 化 导致 复杂 的 特性 ， 而 
偶然 迟 化 则 一 般 是 比较 简单 的 。 


8.5.3 高 阶 共 振 的 排除 


1. 高 阶 共振 的 排除 

车 :不 是 是 够 小 ， 那 么 出 现在 Hamilton 函数 《8.5.9) 中 的 
次 共振 将 引起 长 期 项 ， 它 会 改变 或 破坏 浸 渐 不 变量 访 。 这 些 
共振 是 前 面 推 导 的 一 6, 相 振动 的 谐 波 与 基 频 os 之 间 的 共振 。 
在 滔 渐 人 极限 内 ， 它 们 将 产生 图 8.12(a) 所 示 的 岛 链 。 这些 共振 
可 通过 和 8.5.1 节 类 似 的 方法 排除 ， 尽 管 在 下 文 将 可 看 到 结果 有 
一 些 附加 的 特点 。 

考虑 平均 后 的 再 ainilton 国 数 (8.5.10)。 首 先 我 们 需要 将 
它 表 示 成 户 -9: 运动 的 作用 - 角 变 量 形 式 。 为 此 我 们 不 是 直接 去 
解 Hamilton-Jacobi 方程 ， 而 是 对 接近 椭圆 奇 点 的 运动 应 用 援 
动 理论 。 假 设 变换 后 的 Hamilton 函数 为 天 作用 - 角 恋 革 是 
7 和 mi， 那 么 如 果 对 Hamilton 因数 (8.5.10) 来 说 式 〈《8.5， 
18》〉 是 一 个 很 好 的 近似 的 话 ， 那 么 利用 §8.3 例 1 中 (/) 式 ， 
并 且 为 了 符号 上 的 统 --， 令 了 ,= 二， 则 

Ko(Tis I)=Bt fo 2) + ol TEGlI + (8.5.43) 
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这 里 G 和 ,是 了 ;的 函数 ， 由 式 (8.5.38》 和 《8.5.40) 给 出 。 
在 对 92 的 平均 成 立 的 情况 下 ， 方 程 《8.5.43) 是 正规 解 。 它 独 
立 于 角 变 旺 ， 因 此 7 二 了 和 了 是 运动 的 两 个 常数 。 向 作用 - 角 
变量 的 变换 可 网 图 8.12(5)。 
为 了 考 虐 次 共振 对 这 个 解 改 变 的 影响 ， 我 们 重新 引进 在 对 
02 作 平 均 时 忽略 的 项 六, ER 
Hi(Y, DB) 一 五 (JJ DO) 一 万 (CCV ,0,) (8.5.14) 

它 的 fourier 展开 为 

fe : 的 站 Ss 和 

WE a CVD)expPl s yOrti ( 二 +m )0:]| 

《8.5.45) 

式 中 ““” 表 示 ls +mr=0 的 项 已 失 式 中 去 掉 。 关 于 椭圆 奇 点 


0 = 0 展开 上 上 式 ， 有 
疗 ; = > Hinm( fot+ AFf,, fexp[ i A 0 


上 


Hi 人 (了 +) | (8.5.46) 


将 这 个 受 扰 Hamilton 的 数 对 A 一 A 1 所 动 变 换 到 作用 - 角 变 
景 的 景 低 阶 ， 应 用 $8.2 例 2 (f) 式 ,， 并 甩 将 9; 写成 8,， 我 
们 有 

Ri 二 > Hi fo, 了 >) explifz tn )s:| 


J, msm 
xexp[ F(R ) sing, (8.5.47) 
其 中 尺 一 CCG7)22。 因 为 我 们 考虑 的 是 眉 然 退化 ， 和 根据 式 〈8.5， 
32) 知人 A 六 偏 移 很 小 ， 因 此 略 去 。 展 开 第 二 个 指数 

下 1 一 2, Timn( fio, 1)exp ing +i (1 二 + 吉 )#:] 


{rn 


er 


(8.5.48} 
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图 8,12 近 次 共 报 运动 。(a》 5al = 6@z 情形 ， 次 共振 岛 在 下 一 凡 从 标 系 。 
(6》 变换 到 未 溉 扰 上 六 - 角 控 动 的 作用 一 角 并 最 1 一 各。Ce》 变 招 
型 相应 于 五 -外 | 次 担 动 匆 转 动 坐 际 系 ， 苞 获得 第 漆 的 相 平面 
其 中 


129 
(和 》 ! (8,.3.49) 


Tima = Bint fo, op tia R 


这 里 了 ,是 2% 阶 Bessel 茹 数 。 

由 式 《8.5.48) 可 以 清楚 地 看 到 $2 和 $1 之 间 存 在 着 高 阶 的 
共振 ， 使 得 关于 $: 的 平均 不 为 零 。 为 了 得 到 新 的 不 变量 ， 利 用 
式 (8.5.43) 和 (8.5.48)、 可 以 将 整个 amilton 函数 写成 

K=RKcT, 2) + eK Ty Io, $1, $21) 《8.5.50) 
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它 和 式 (8.5.1) 具有 类 似 的 形式 ， 只 是 具有 新 的 阶 参 数 sz。 因 
混 我 们 可 以 用 8.5.1 节 的 方法 排除 次 共 所。 假设 共振 为 


1 人 2 » 


二 二 了 (8.5.51) 
人 D1 
其 中，% 类 似 式 (8.5.4) 
.==001) (8.5.52) 
ai 类似 式 (8.5.30) 
0 “0th) (8.5.53) 
象 式 (8.5.6) 一 样 ， 变 换 到 新 的 变 景 了, 了， 和 加， 这 里 
$i=p$)— I? {8.5.54) 
是 由 母 肾 数 . 
Fm (phi—gha) lt gof, (8.5,.55) 


导出 的 得 变量 。 在 快 相 角 $2==#z 上 作 平 均 ， 肌 式 〈8.5.48》 和 
《8.5.51)， 得 到 
ng=— (LF +m )p 
其 中 9, Ls/r)p, mp 是 整数 。 这 相当 于 在 变换 后 的 式 (8.5.48) 
中 只 保留 以 下 项 
#=—Ip, I=Rkr, m= fg—hs (8.5.56) 


其 中 了 和 下 是 整数 。 在 转动 系统 对 HHamilton 函数 尽 作 平 均 
KE=R(i,, 2,) 十 ezRi(F,, £2, $1) (8.5.57) 


其 中 | i 
Kol N= KT Od), TC1)) (8.5.58) 
R= YK.ipa exp(—ij$) {8.5.59) 
i 
这 里 
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Kpae= 》 Trii1a {8.5.60) 
* pe ~、 
是 $1 振动 的 第 个 谐 波 的 Fonrier 系数 。 因 为 开 独 立 于 加 ,我 
们 立即 得 到 


b=1+ (S$)T =const, (8,5.61) 


这 便 是 岛 振 动 的 浸 渐 不 变量 。 还 可 看 到 ， 了 ,一 $, 运动 是 可 积 的 。 
将 式 《〈8.5.57)，(8.5.59) 与 式 《8.5.10)、(8.5.12》 相 比较 ， 
可 以 发现 前 面 的 结果 都 用 到 高 阶 共 振 这 里 。 向 转动 系统 变换 后 的 
运动 在 图 8.12(c) 表 出 。 

2， 岛 振动 的 振幅 

为 了 侨 计 次 共振 的 强度 ， 我 们 取 式 (8.5,60》 中 最 大 的 项 ， 
它 是 | 站 一 1 和 |i 二 1。 此 外 ， 我 们 令 4 =1， 相 应 于 与 Frs= 9， 
振动 的 基 波 的 共振 。 根 据 式 (8.5,49) 和 (8.5.60)， 最 大 的 项 


正比 于 
7 


从 式 《8.5.51) 可 知 儿 是 一 个 具有 -5 阶 的 整数 。 因 为 Pi 和 
尺 同 阶 ， 自 变量 (27,/ 玉 )52 的 最 大 值 与 单位 1 同 阶 。 因 此 ， 对 
于 恕 很 大 〈s 很 小 )， 可 以 把 Bessel 函数 用 其 展开 式 的 第 一 项 来 
近似 

21、 CDA2R) 


人 
folY ER) pl <O, Cem) 


” 队 式 (8.5.62) 可 以 看 到 相互 作用 项 的 幅度 正比 于 I,?， 因 此 当 
1 减 小 时 ， 岛 振动 的 幅度 递减 得 很 快 。 把 式 (8.5.30) 和 (8.5. 
31》 中 的 五 -,,: 用 以 - 64 来 代 赫 ， 并 利用 式 《8.5.62), 可 以 看 到 
在 了 的 振动 幅度 和 频率 至 少 是 O517(s-172)1]1# 的 一 个 因子 ,小 于 
在 久 振动 的 振幅 和 频率 。 我 们 之 所 以 称 新 的 立 振 动 为 岛 振动 
是 因为 它 在 ,一 6 相 平面 上 呈现 一 个 岛 链 。 
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《8.5.62) 


尽管 展示 由 于 二 阶 共 振 而 引起 的 岛 振动 的 不 变量 曲线 的 方法 
利用 于 获得 主 共 振 不 变量 曲线 的 方法 相同 ， 介 所 得 结果 却 有 略 有 不 
霹 。 锅 共振 的 浅 幅 象 式 《8.5.52) 那样 强烈 地 依赖 于。， 而 主 共 
振 的 强度 对 。 的 依赖 关系 则 较 弱 ， 为 et 。 因 此 ， 对 很 小 的 。， 
岛 插 动 很 快 就 变 得 可 以 忽略 。 但 另 一 方面 ， 对 相对 大 的 <:， 岛 并 
振 将 会 变 得 和 主 共振 一 样 在 决定 浸 浙 不 变量 的 极限 方面 士 分 重 
要 。 

高 阶 岛 链 在 接近 祖 通 奇 点 处 只 让 很 快 减 小 这 表明 它们 自 盘 在 
适度 的 扰动 幅 底 下 在 这 些 岛 的 稳定 状态 。 攻 而 ， 距 使 在 相当 大 的 
扰动 下 ， 不 变量 不 仅 存 留 在 主 周期 解 的 邻 域 ， 也 同样 存留 在 二 阶 
周期 解 的 邻 域 ， 就 象 我 们 可 以 从 稳定 的 二 阶 岛 链 中 看 到 的 。 

这 一 小 节 排 除 接近 袖 圆 固定 点 的 次 共振 的 方 基 是 一 种 重 正 化 
支 靶 590。 这 就 是 推导 一 种 从 第 # 阶 到 第 %+1L 阶 共振 的 变换 ， 它 
保持 了 Hamilton 函数 的 形式 ， 但 其 中 的 参数 对 要 厚 应 变换 到 更 高 
阶 。 


$8.6 Hamilton 系统 和 正则 映射 


8.6.1 可 积 系统 


考虑 二 自由 度 不 显 含有 时间 的 保守 于 amilton 系统 ， 关 为 假设 
五 可 积 ， 因 此 它 可 以 表示 成 作用 -~ 角 变量 的 形式 
RO, J)=E (8.6.1) 
二 是 系统 不 变 的 能 量 ，J i 和 J 是 运动 常数 。 不 变 的 能 量 使 相 空 
间 的 运动 由 相 维 降 到 三 维 。 两 个 作用 量 中 任何 一 个 的 不 变性 可 以 
进一步 将 系统 从 三 维 不 变 能 量 空 间 降 到 二 维 曲面 .在 二 维 曲面 上 ， 
角 运 动 由 各 自由 度 的 相应 频率 来 决定 
O11= + ho, P= mt+ bo (8.6.2) 
这 里 每 个 角 变 量 都 是 以 2 x 为 周期 的 周期 澡 数 。 
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1。 环 面 上 的 运动 

系统 的 运动 可 以 表示 在 相 空 间 的 环 面 上 。 这 也 可 以 推广 到 两 
个 以 上 自由 度 系统 ， 它 是 描述 运动 的 方便 的 方法 。 我 们 来 看 大 二 
让 由 度 系 统 。 假 设 到 是 系统 的 给 定 能 量 ， 检 查 两 个 让 出 度 中 任 一 
自由 度 例 如 第 一 个 自 田 度 )， 则 J 作为 同心 圆 的 半径 ，6: 则 是 
环境 各 图 的 转角 ， 整 个 环 面 还 必须 附加 一 个 0, 角 才 能 确定。0z 
与 901 成 直角 ,组 成 了 整个 环 面 。 系 统 的 运动 轨迹 始 终 沿 闭 这 个 
环 面 。 

选择 一 个 给 定 的 己 并 固定 六 ,当然 也 就 圈定 了 , 产 因为 
oj 一 ov )， oz 一 oz(y)， 因 此 比率 
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也 是 园 定 的 ， 称 之 为 旋转 数 。 对 于 <=z/s, 其 中 六 s 征 五 质 整 数 ， 
这 两 个 频率 是 可 通 约 的 ， 那 么 系统 的 适 动 退化 为 环 面 上 一 维 临 线 
的 周期 轨迹 。 它 在 经 过 > 个 0 循环 和 8 个 9 循环 后 自行 封闭 。 
一 般 来 说 ，< 将 是 苞 理 数 ， 在 这 种 柑 况 下 ， 轨 迹 将 映射 到 整个 昌 
面 。 因 为 > 和 s 都 可 很 大 ， 臣 此 作用 空间 中 的 周期 轨道 亚 以 任意 
接近 。 

环 而 上 的 运动 特别 有 用 之 处 在 于 它 可 以 推广 到 两 个 以 上 自由 
度 的 系统 。 每 个 不 恋 的 作用 景 使 相 空间 的 轨迹 所 张 由 而 的 维 数 减 
小 一 维 ， 因 此 %* 自 由 庶 系 统 有 %* 个 常 作用 量 ， 它 把 在 21 维 初 空 
间 的 运动 缩减 到 一 个 %* 维 有 曲 面 或 流 形 上 。 这 个 流 形 或 曲面 由 *% 个 
角 变 置 变化 而 成 。 完 全 类 似 网 8!,13， 妈 个 角 变 量 工 相 简 直 , 其 有 
周期 2，J 二 const.。 

以 上 讨论 的 另 一 个 重 村 结果 是 在 任何 正则 空间 里 的 可 积 运 盐 

p=p(J, 0), q=q(d, 0) (8.6.41) 

是 可 以 分 解 为 


p= pnd)expli(imomitm BB) (8.6.5) 
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图 8.13 所 而 九 = const， 帮 = const, 上 的 运动 


q (1)=— Yqn(d yexpli(mwi t+ mB)) 


其 中 融 是 一 个 具有 整数 分 苔 的 % 维 矢量 ，B 是 一 个 党 矢量 。 方 程 
(8.6.5) 由 角 变 量 的 fourier 展开 得 和 到， 而 且 可 以 得 到 P, 9 的 
拟 周 期 运动 。 为 了 得 到 阁 期 解 ， 令 
Paz* 包 一 0 《8.6.6) 
内 为 m 和 整数 分 旦 ， 这 表明 的 分 量 之 间 有 整数 关 系 ， 即 中 >= 
noo， 甘 中 pt; 没有 公 因 子 。 在 一 个 周期 后 ， 亏 线 出 现 闭 合 


27X 2 
T= 一 (8.6.7) 
D 


这 里 是 对 共有 图 频率 wi 的 第 二 个 自由 度 所 需 的 环 路 数目。 

2. 扭 映 射 

研究 相 空 间 记 迹 的 一 个 方便 的 方法 是 惜 助 于 截面 。 这 种 方法 
对 二 自由 度 系统 龙 其 有 月 。 对 于 Hamilton 男 数 《8.6.1) 有 两 
种 侈 择 截面 的 方 法， 六 一 % 平 面 〈《6 = 一 const,) 和 J 一 0: 平面 
《9i=-const.)。 我 们 选择 荫 者 ， 来 检查 一 下 运动 轨迹 与 妃 --0i 
稚 面 的 交点 。 逐 次 的 详 点 县 有 方 =colst.， 闪 旦 被 时 间 At= 
2xy/os 隔离 开 。 在 这 段 时 间 理 ,9 增加 了 woAt=2xx(7D， 这 里 
4 是 旋转 数 。 内 为 产 =.a(7 三)， 对 于 给 定 的 瑟 ， ax 可 以 认为 
仅 是 六 的 图 数 。 为 了 便于 标记 ， 略 去 下 标 1， 得 到 描述 运动 从 
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第 和 4 到 第 w+1 次 交 虚 的 方程 

Fri ns Oor1—0s+2 rol rr) (8.6.8) 
这 里 为 了 方便 起 见 将 x 写成 Jo41 而 不 是 J 的 函数 。 式 (8.6.8) 
给 出 的 映射 被 称 为 捏 映 射 。 它 将 圆 仍 映射 为 圆 ， 但 是 旋转 数 一 般 
依赖 于 加 的 半径 。 对 于 a 为 无 理 数 ， 任 何 略 上 的 初始 条 件 当 -> 
co 均 杀 地 死 满 整个 贺 。 对 于 <=*/s 是 有 理 数 ，* 和 3 互 质 ， 我 
们 得 到 映射 的 固定 点 。 对 它 来 说 ， 任 何 初始 条 件 经 过 s 次 相交 后 
年 新 出 现 。 这 两 种 情况 都 如 图 8.14 所 示 ， 其 中 s 二 6。 


图 8.14 轨迹 与 截面 0= const, 经 许多 次 相交 后 的 交点 
二 维 所 映射 是 保 面积 的 ， 凤 
~: (8.6.9) 
对 于 共有 多 个 自由 度 的 可 积 系统 来 说 ， 玉 二 const.。 假 如 选 
择 9- 一 const. 为 截面 ， 我 们 得 到 对 % 一 1 对 撞 下 的 作用 - 角 毕 标的 
所 映射 
SS Ou41= Ont+2 TJ r+1) (8.6.10) 
站 中 wer=or/os 是 第 2 对 的 转动 数 。 显 然 ， 相 应 于 二 维 映射 保 面 
积 特 性 ， 对 于 %# 维 扭 映射 ， Poisson 括号 条 件 显 然 成 立 。 


8.6.2 近 可 积 系 统 


我 们 考虑 二 维 可 积 系 统 略 受 扰动 使 得 了 amilton 函数 是 角 变 
基 的 哆 数 
E(J, 8)=H(J)+eH(d, 6) (8.6.11) 
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在 万 一 0 截面 09: 二 const. {mod 2 x)， 扭 映射 (8.6.8) 变化 成 
为 受 扰 握 映射 

ott= nt Ef (fn, On), 

ari t 2 ro Ts) t eg nr On) (8.6.12) 
其 中 了 了、& 是 $ 的 周期 欧 数 。 因 为 从 # 到 n+1 的 变换 由 再 ami-~ 
lton 方程 产生 ， 囚 此 这 个 变换 必然 是 保 面 积 的 。 我 们 选择 和 8 
为 六 -的 图 数 而 不 是 J 的 函数 ， 这 样 保 面 积 特性 可 以 表示 成 括 
沼 简 单 的 形式 。 事 实 上 ， 由 和 母 函 数 


天: 一 10 十 2T4C7) + eb( ot, 0a) (8.6.13》 
可 以 求 出 
“= 本 J=- 铝 ， Ba (8.6.14) 
因此 ， 保 面积 特性 表示 为 
元 大 + 0 《8.6.15) 


有 时 比较 感 兴趣 的 映射 是 了 独立 于 了 ， 并 且 gs=0。 这 样式 
(8.6.12) 便 取 下 面 形式 
Varl= at ef (bo)， Brnrl—=fs+ 2 TA( Tal) (8.6.16) 
此 映射 被 称 之 为 径 向 扭 映射 。 
邵 果 我 们 把 〈8.6.16) 第 二 式 在 局 期 为 1 的 固定 点 7 了:= 
J 二 .i 线性 化 ， 共 中 zc (万 ) 是 一 个 整数 ， 则 对 于 邻 近 的 作用 量 
j=JutAJs (8.6.17) 
用 新 的 作用 唱 
1s=2 na'AT, (8.6.18) 
来 替代 ， 则 (8.6.16) 成 为 广义 标准 映射 
Turi—=Ist+ RAWH), Or1—=On+ lat, mod?2 xm (8.6.19) 
这 里 
K=2 1 fo (8.6.20) 
是 随机 性 参数 ，f*== /J 了 wx 是 作用 量 的 跃迁 ， 其 最 大 值 妇 一 化 
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为 单位 1 。 因 此 ， 广 芯 标 准 映射 在 局 部 等 价 于 任何 径 向 可 映 身 ， 
对 于 f* 二 sin0,。， 式 《8.6.19) 成 为 标准 映射 
Trt:= Tt Rsinds, Orri= Ort Toa.i (8.6.21) 
受 扰 扭 映射 癌 两 个 以 上 自由 诬 保 等 自治 的 百 amiliton 系统 的 
推广 由 如 下 才 照 数 得 出 
Fu=Jd 0 +2 na(dsr) teblds, ds) (8.6.22) 
对 于 在 截面 的 % 一 1 对 作用 - 角 空 晤 ， 有 
一 ef 
os 上 2 TI)+sS( iD) (8.6.23) 
而 于 是 由 祭 销 数 : 导出 移 ， 这 些 变 坚 是 正则 的 。 如 果 忆 不 是 
.的 国 数 ， 便 得 到 2# 一 2 维 径 向 扭 映 射 。 
通常 把 以 上 这 些 了 映射 通过 引进 x= (yy ,98) 改写 为 
Ysyti= Tx (8.6.24) 
沸 中 工 表 示 映 射 。 


8.6.3 ”Hamilton 形式 和 映射 


Hamjlton 形式 和 映射 的 转换 在 计算 动力 学 系统 的 运 动 中 具 
有 广泛 应 用 。 匡 amiltoa 系统 的 一 般 特 性 道 常用 映射 来 描述 ， 有 扩 
之 映射 的 正则 特性 通常 由 IIamilton 描述 来 妈 理 。 我 们 将 看 到 ， 
映射 有 其 自己 的 Hamilton 表示 ， 它 可 以 用 来 将 它们 的 分 析 与 
Hamiiton 理论 相 联 系 。 下 面 ， 我 们 先 来 研究 Hamilton 搞 述 千 
喘 射 的 转换 ， 接 着 考虑 道 疝 题 ， 即 写 唱 一 类 映射 的 HHamilton 形 
式 。 

1， 向 映射 的 转换 

在 一 维和 情况 ， 受 扰 扫 映射 《8.6.12) 中 的 项 数 上 和 8 精确 到 
< 人 惟 可 由 于 amilton 方程 

d7: 6, 


i 5 
df = a0 (8.6.25) 


来 确定 。 关 于 环绕 环 面 的 9; 运动 的 一 个 周期 来 积分 式 (8.6.25)， 
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T: 
人 太一 一 上 EJsis as bat Oita0t oid)dt {8.6.26) 
0 
这 里 .Po 和 az 都 是 .7 的 函数 。 精 确 到 上 阶 ， 利用 了 ,9 的 
aH 


未 受 扰 从 ， 即 在 末 受 扰 的 轨道 上 积分 G9-~。 作 用 量 了 的 跃迁 于 是 


为 ， 

ef Jrrrbo) =ATi(Jaridn) (8.6.27) 
相 角 的 相应 跃迁 可 以 很 容易 由 保 面 积 条 件 (8.6.15〉 获得 ， 
当 应 用 杆 受 扰 握 上 映射 了 时， 得 到 


6 
如 (0) = 一 -dg' (8.6.28) 


对 于 径 癌 扭 皮 射 ，&# 圭 0。 

2. 向 Hamilton 形式 的 变换 

考 嵌 径 向 扭 映 射 《8.6,16) 这 类 映射 。 我 们 需要 将 这 些 方程 
表示 成 匡 amilton 形式 ， 其 中 蕉 代 次 数 % 起 着 时 间 的 作用 。 为 
上 此， 引进 岂 期 3 涌 数 


dH) = > 8(2 一 Hz) 一 1 十 2 >，cos 2 ngn (8.6,29) 
n= -eo 4=1 
上 式 最 后 的 形式 是 fourier 展开 。 十 是 式 《8.6.16) 取 如 下 形式 
d 
=ef (0) 00m), =2 ral]) {8.6.30) 


式 (8.6.30) 是 Hatmiltea 形式 ， 其 村 amilton 吸 数 为 
sy 8 
HO,0m) 一 2z| atJ IAT -ed (mn) fo0)d0 (8.6.31) 


可 见 ， 开 amilton 消 数 及 是 一 个 非 自 党 的 单 自 由 度 孙 数 。 
以 上 的 结论 都 很 容易 推广 到 % 个 自由 度 的 系统 。 
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3$8.7 正则 映射 的 一 般 特 性 


现在 讨论 非 线性 耦合 振子 系 纺 的 一 般 特 性 和 相 空 间 的 结构 ， 
主要 结果 是 及 和 届 定 理 。 此 定理 保证 了 不 变 景 环 面 的 存在 ， 可 应 
用 于 两 个 或 两 个 以 上 让 由 度 的 系统 。 当 然 ， 定 理 的 某 些 结论 对 两 
个 自由 度 与 两 个 以 上 自由 度 系 统 有 明 吕 的 差别 ， 即 对 两 个 以 上 和 
由 度 系统 存在 着 ArnciG 扩散 。 下 面 ， 我 们 把 注意 力 放 在 二 维 保 
面积 映射 来 说 明 KAM 定理 和 要 空间 的 一 般 特 性 。 


8.7.1 无 理 旋转 数 和 KAM 稳定 性 
车 一 个 可 积 系 统 略 受 扰 动 ， 使 得 及 amilton 国 数 是 角 变 晤 的 
函数 ， 即 | 
H(J,0)=HJ)+ eH(J,0) 
那么 ， 由 前 面 几 节 可 知 ， 各 自由 度 之 问 的 共振 会 破坏 关于 术 受 扰 
系统 的 各 种 盐 级 数 展 开 式 的 收 敏 性 。 但 是 ， 可 以 证 明 这 样 一 个 定 
理 ， 即 当 某 些 条 件 满足 时 ， 非 线性 看 合 系统 仍 会 存在 不 变量 。 
KAM 定理 如果 下 列 条 件 满 足 
(1) 频率 的 线性 独立 性 ， 即 
了 > aioi(J) 天 0 (8.7.1) 
在 J 的 某 些 区 域 成 立 (充分 非 线 性 )。 上 式 中 oi 是 中 == 久 玉 - 的 
分 量 ，w; 是 整数 矢量 m 的 分 量 。 
《2 ) 振动 的 光 请 条 件 ， 即 瑟 , 有 足够 阶 数 的 连 续 导 数 。 
( 3 ) 初始 条 件 离 共 振 足 够 远 ， 即 对 所 有 的 m 满足 
im-wi Yim|- (8.7.2) 
其 中 7 依 粮 于 自由 度数 日 各 及 的 光滑 席 。7Y 依 赖 于 :， 受 扰 
Hamilton 国 数 及 , 的 大 小 和 未 受 扰 的 开 amilton 函数 及 (的 北 线 
一 758 一 


性 性 G。 
那么 ， 系 统 存在 一 个 不 变量 环 面 〈J ,9) 由 名 决定， 满足 下 
面 尖 系 


J=J, to(e,e) (8.7.34) 
利 

Ot -+a(t,s) (8.7.36) 
这 于 豆 加 w 是 的 周期 阴 数 ， 并 二 当 。 一 0 时 为 零 。 并 且 & 一， 
是 荆 面 上 本 受 扰 的 频率 。 


玉 AM 宗 理 是 二 省 玫 纪 力 掌 最 有 代表 性 的 成 果 ， 它 是 由 Ko- 
?Moropoa055 提 出 的 推 独 ， 基 后 由 ApHorpxeo5 关于 解析 的 忌 ， 
证 明 的 ， 后 来 Moser*** 又 对 有 足够 阶 连续 时 数 的 瓦 |, 给 出 了 证 
阴 。 这 个 定理 被 称 作 人 KAM 定理 就 是 为 了 纪念 这 三 位 数学 力学 家 
的 杰出 工作 。 这 个 定理 提供 了 非 线 性 耦合 系统 存 在 不 变 景 的 其 
础 。 下 面 我 们 讨论 这 个 定理 的 含义 ， 证 表 的 思路 以 及 适用 性 条 件 
意义。 

因为 当 ? 了 Y 大 大 时 式 〔(8.7.2) 
不 成 立 , 而 7 随 着 e,|Hi| 和 17G 
的 增加 而 增加 ， 因 此 KAM 环 面 在 
在 的 条 件 必 须 是 充分 小 的 扰动 。 条 
件 (1) 和 (3) 也 意味 着 适度 非 线性 这 
一 条 件 。 如 果 定 理 的 条 件 都 被 满 
足 ， 则 -个 扭 映射 的 圆 象 图 8.15 那 。 图 8.15 扰动 后 的 曲线 们 于 未 
料 摄 动 成 一 个 近似 贺 ， 并 不 改变 其 受 抗 的 曲线 附近 
拓扑 结构 ， 这 便 是 KAM 环 面 与 截面 的 交 。 

现在 我 们 来 指出 证 羽 下 AM 定理 的 困难 。 考 虚 一 个 二 自由 度 
的 受 扰 所 映射。 受 扰 后 的 轨迹 与 截面 的 相继 交点 ( 见 图 8.15) 
由 一 对 差分 方程 来 表示 ， 它 们 依据 前 一 次 相交 时 截面 变量 六 和 
0, 的 值 给 出 1 和 9 的 新 值 。 按 照 假 设 的 不 变 垦 由 线 (8.7.3 a)， 
J 了; 的 差分 方程 共有 如 下 撒 式 


一 


Te 


(82TXcG 一 万 (1 二 op) (8.7.4) 
它 可 以 通过 对 91 的 Fourier 展开 来 求解 
J1(P1) = Carexp(likd), uf01) = Doexp(lizd) (8.7.5) 
因为 我 们 需要 根据 5 来 表示 ot， 所 以 
(8 十 2TC) 一 六 (0 一 工 GrTexpfik2rc) 一 1]exPpfip6) 
(8.7,6) 
因此 系数 ax 为 
ee 
虽然 zx 不 象 大 那么 快 趋 于 零 ， 并 如 它 在 4 为 有 理 数 时 无 定义 。 
这 也 恰 是 阻止 摄 动 理论 收敛 的 零 分 母 问 题 。 如 果 “ 是 .天 的 函数 ， 
则 万 的 值 必 须 这 样 选择 以 使 分 母 不 为 零 。 这 就 需要 一 个 适当 修 
改 的 展开 方法 和 足够 快 的 减 小 。 下 面 我 们 讨论 证 明 的 思 路 , 实 
际 的 证 明 十 分 复杂 ， 可 参看 参考 文献 。 证 明 的 基本 方法 是 ， 在 每 
一 步 展 开 过 程 中 变化 初始 条 件 以 保持 离 所 有 的 共振 足够 还 ， 因 而 
展开 可 以 进行 到 下 一 步 。 
1. 线性 独立 性 或 充分 非 线 性 性 
我 们 已 经 看 到 ， 如 果 在 未 受 扰 系统 的 两 个 自由 上 度 之 间 存 在 着 
不 振 ， 那 么 出 扰 动 引信 的 相 轨 迹 在 此 共振 的 邻 域 会 发 表 畸 变 、 假 
如 未 受 扰 频 率 是 作用 量 的 孙 数 ， 那 么 作用 量 的 有 效 变 化 通常 扰动 
系统 离开 共振 并 限制 作用 晤 的 念 黎 。 如 果 受 抗 后 的 作用 量 站 的 侧 
移 远 小 于 未 受 扰 的 作用 量 Jo， 则 KA 态 MM 不 变量 曲线 可 能 存在 , 它 
接近 未 受 扰 的 不 变量 =J+。 这 便 是 式 (8.7.1) 给 出 的 线性 独 
让 要 求 站 "天 0 的 意义 ， 它 保证 了 式 (8.7.3 4)》 中 当 一 0 时 ， 
vU(E,:)—0 
下 面 来 计算 频率 的 线性 独立 性 条 件 。 为 了 简单 起 网 ， 仅 著 虚 
二 自由 度 系统 。 假 设 频 率 由 wt,J:) 和 和 ws(J1,J:) 由 下 式 联系 
fm, m2) =0 


(8.7.7) 


对 上 式微 分 ， 有 
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9f /do B01 Df 1 Do> aos 17 
6 二 7 S71 Mt a, aJ:)+ Bo; ( 37 :+ 7 dJ:)=0 


它 对 任意 的 d47: 和 d7; 成 立 ， 因 此 


Om 00][or 
| Of! Of: Hol 
wf = 一 0 (8.7.8) 
站 oz Om [2 : 
af! of: QW 


车 detwy 关 0， 则 瞧 一 解 为 f= 二 90。 于 是 ， 对 所 有 的 少 ， 下 面 的 关 
系 就 不 可 能 成 让 


f+ mwa 0 (8.7.5) 
因此 ， 频 率 线性 独立 《 非 线 性 依赖 》 的 必要 条 件 便 是 
detw zf (8.7.10) 


这 是 经 常 引 用 的 条 件 。 

对 于 给 定 的 共振 ， 可 以 使 用 -- 个 具有 更 少 限制 的 条 件 。 它 只 
需要 频率 在 了 的 实际 变化 方向 上 不 是 常数 。 考 虑 如 下 二 自由 度 系 
统 


H=Ho( iT) +e ,Him Ts Ti)expLi(l0, 一 ob 
fm 


(8,.7.11) 

选择 一 个 特殊 共振 1=+，m 二 s 和 和 02/@ 1 二 7/s8， 由 Hamiiton 方 
程 可 知人 一 一 */s。 共振 时 上 =yol 一 soz=0， 故 QA=0. 芳 虑 到 
-= 3 = 一 3S， 则 共振 的 必要 条 件 为 

oR, 62Hn 2 EH, 了 

157 —2rs 37 S 人 0 

因此 ， 要 人 ， 开 此 共 据 ， 则 员 需 满足 非 线性 性 条 件 

7 Bf 2 ts ~ 0 (8,7.12) 


它 也 是 下 AM 定理 证 明 中 用 到 的 非 线 性 性 的 充分 条 件 。 对 于 任意 
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自由 度 系 统 ，Chirikoy ee 
Hor 六 5 7 FO (8.7.13) 


实际 上 ， 用 长 期 摄 动 理论 也 可 以 推 证 得 到 式 (8.7,12) 这 样 
的 和 a 
= (701—s02) f1+ sf, (8.7.14) 
对 王 amilton 函数 6 7.11》， 可 以 象 式 (8.5.6》 那 样 得 到 新 的 
变量 。 象 $8.5 那样 关于 作用 别 的 共振 值 展开 ， 并 对 快 变 量 玻 平 
均 ， 可 以 得 到 : 的 最 低 阶 
»_ mH Af: 


AB= 


这 里 为 了 方便 起 见 ， 我 们 选择 瑟 ,; 是 实数 。 洒 一 0, 则 非 


线性 只 出 现在 更 高 一 阶 ， 并且 分 界线 的 沉 度 也 不 限 侧 在 c 阶 。 


因此 我 们 得 到 与 式 〈《8.7.12) 等 价 的 非 线性 条 件 


80:8, 
CO sd (8.7.16) 


十 2 eH,scosb. 《8.7.15) 


2 0 ) 茂 旨 线 必 系 纺 与 内 在 退化 


一 ;2 一 0 ) 或 强 韭 线性 系统 分 开 了 。 对 十 偶然 退化 系统 :KAM 


这 一 条 件 将 侦 然 进 化 ( 


定理 所 需 的 韭 线 性 条 件 是 满足 的 。 这 可 以 道 过 展开 式 (8.7.16) 


Hs _ 8 /0Hs BT, ,ON BF 

or ts *)#0 (8.7.17) 
c 2 8 fs a > "| 翅 lls 
汐 虐 到 ya ey 三 8， 由 式 (8.7.17》 我 们 可 以 得 到 式 


(8.7 0 

RE :， 所 需 的 非 线 健 性 全 可 以 从 图 8.15 中 知 测 , 即 
作 几 莱 的 偏 移 An 应 该 远 小 于 未 扰 作 用 量 J;。 分 界 线 的 整个 宽 
度 为 AJ 一 rA 了 ，,， 考 虚 到 式 (8.7.15)， 有 


T7025= 


ae 


《9) 


4.22C Hin di2e6H, dy2eE Hy etc. 
一 一 ~ 一 一 


0 174 173 172 273 3 1 pig 
5) Aml /Ww, 


图 8.16 (za) 光滑 条 件 。 被 用 来 答 验 次 共 握 的 主 共 振 之 间 区 域 。() 两 个 主 
去 振 之 间 的 作用 量 区 域 利用 Aw = GAJ 转化 成 频率 尺度 。 次 共振 
出 阴影 线 才 和 示 ， 当 充分 光滑 时 ， 次 共 据 是 孤立 的 ， 


se) 


或 者 


32r2e H, 
Gr (8.7.18) 


D 


对 于 内 在 退化 ， 线 性 独立 条 件 (8.7.10) 不 满足 。 研 究 发 
现 ，KAM 理论 的 结构 〈 不 变量 曲线 ， 岛 等 ) 对 于 这 类 系 统 的 存 
在 与 否 要 视 具体 情况 和 7。 

2. 光 清 条 件 

关于 摄 动 项 的 光 请 〈 连 续 导 数 的 阶 数 ) 的 一 个 必要 性 条 件 可 
以 通过 注意 到 KM 班 线 只 在 离开 所 有 的 岛 扰动 才 存 在 这 一 事实 
来 获得 。 如 果 秽 个 低 阶 共振 之 闻 的 岛 充 满 它们 之 曾 的 整个 相 
空间 ， 那 么 结论 显然 是 基态 M 曲线 不 存在 。 我 们 还 是 讨论 二 岂 由 
度 系 统 。 竹 虑 了 amilton 苹 数 《8.7.11)。 为 了 明 采 起 罗 ， 选 择 
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uw; 一 8， 江 且 五 线性 地 依赖 于 7， 因此 当 7; 变化 时 粗 邻 的 
汪 共 板 可 似 通 过 go 一 os 分 离开 。 这 里 ws 是 常数 ， 独 立 于 J 和 
J2， 如 图 8.16(&4)。 在 这 对 主 共 振 之 间 是 具有 值 21/w,=s+ p/g 
(p、g 是 和 整数 ,之 g) 的 次 共振 的 总 和 ,在 式 (8.7.11) 中 令 7 一 
4， 寺 取 衣 次 共振 的 所 有 整数 

m(p,g)—=p+sg (8,7.19) 
利用 对 每 个 共 据 分 界线 宽度 和 六 的 值 (8.5.31)， 有 


要 eHom\!: 
Ah=1 (SF) 
以 及 定义 AJ1 二 yA 了 ; 和 G=gr Spe 2C， 则 


EAJ = 4( 关 ) Ea (8.7.,20) 


这 里 是 对 所 有 次 共振 取 和 。 根据 频率 变化 
A = 7A] =6A {8.7.21) 


二 阶 岛 宽度 的 总 和 ， 即 图 8,16(5) 的 阴影 线 部 分 与 主 共振 岛 之 闻 
距离 的 比值 为 
SA 40 py, Li2 


dw} 


(8.7.22) 
Prg 


著 对 受 扰 的 了 amilton 函数 指定 一 个 光滑 庆 ， 例 如 形 阶 连续 导 
数 ， 那 么 因为 % 是 4 的 线性 函数 ，Fourier 振幅 对 大 的 9 下降 为 


4 
Hom ~ gi (8,7.23) 


其 中 4 是 一 个 常数 。 将 式 (8.7.23) 代入 式 (8.7.22)， 并 注 
党 到 


SHY,~gHY, (8.7.24) 
p 
便 得 到 
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A Tg-uf: 《8.7,.25) 
. a 
式 〈8.7.25) 的 求 和 对 王 a> 2 收 化 于 一 个 正 数 6。 因 此 ， 独 
立 于 求 和 前 面 的 系数 ， 我 们 得 到 长 和 到 项 面 存在 的 一 个 重要 条 
件 ， 即 连续 导数 的 阶 数 3 满足 
M> 2 
可 议 将 村 之 2 这 个 结果 与 实际 的 KAM 条 件 (8.7.2) 相 比 
较 。 将 式 (8.7,2〉 对 二 自由 度 疏 写 为 


[=-|>> fr (8.7.26) 


图 8.16(5) 中 阴影 部 分 长 座 的 总 和 ， 也 就 是 在 0 之 


Awm, 
w。 1 中 所 


有 使 式 (8.7.26》 不 成 立 的 区 间 长 诬 的 总 和 上 可 以 通过 给 式 
《8.7.26)》 乘 以 并 对 s 取 和 而 得 到 ， 即 


LY Ds (8.7.27) 


r=1 


比较 式 《8.7.27》 与 (8.7.25), 可 以 认为 5 二 Hj2, 队 式 (8,7.27) 


也 可 看 出 当 *>1 时 ，>,s 一 const.,， 这 与 虹 > 2 相 一致 。 此 


f 二 工 
外 显然 ?了 一?(s) 并 且 当 0 时 ，7 一 0。 所 以 ,， 式 (8.7.27) 家 
明 使 式 (8.7.26) 成 立 的 频率 比 即 使 在 受 扰 岳 仍 具有 非 零 鱼 
度 1 一 comnst.y(s)。 
现在 ， 研 究 者 们 已 经 证 明 ， 对 于 二 自由 度 系 统 ，M 三 3 是 

KAM 曲面 存在 的 充分 条 件 ， 而 必要 条 件 只 需 开关 20052。 对 于 光 
个 让 由 度 系 统 ，Chirikov 证 明 必 要 条 件 为 0 

M2% —2 
而 Moser 规 给 出 过 一 个 严格 的 充分 条 件 52) 

3 2 和 十 2 


= 


并 县 还 要 求 当 。 趋 子 零 时 羡 为 零 的 ? 必须 选择 得 充分 小 。 

3. 充分 无 理性 和 适度 非 线 性 

假设 式 (8.7.25) 的 和 收 敏 子 “， 我 们 看 到 如 果 < 一 ou os 落 
到 图 8.16( 世 的 阴影 线 区 域 里 ， 则 KAM 环 面 不 存在 。 因 为 这 些 
这 域 的 宽度 正比 于 (e612*， 并 且 轩 4 增加 时 减 小 ， 这 表明 存在 
着 这 样 -- 个 条 件 ， 它 要 求 « 必须 离 有 理 数 fg 足够 远 。 对 于 很 小 
的 s， 这 个 条 件 容易 满足 ， 但 当 * 增加 时 ， 只 有 对 那些 节 难以 有 
再 数 近 似 的 无 理 数 才 能 得 出 KAM 环 面 。 随 着 < 的 增 大 ， 扰 动 
se 及 : 将 彼 坏 所 有 的 环绕 ， 最 后 被 破坏 的 玉环 面 是 频 点 比 为 
“ 节 坏 无 理 数 ”my os 一 tMA 5 一 1) /2。 

令 式 (8.7.25) 的 左边 等 于 1 ， 则 得 到 


4(2eG A)' LE (8.7.28) 


这 便 是 上 而 提 到 的 充分 小 的 。 必须 席 足 的 条 件 . 并 日 . 当 国 十 :上 肝 ， 
也 是 充分 小 非 线性 性 条 件 。 联 合式 《8.7.18) 与 (8.7.28)， 可 
以 得 到 适度 非 线性 性 条 件 
a 7 

共 中 我 们 在 式 (8.7.18》 中 用 到 了 {7*79) 吾 i 一 Ao 这 个 条 件 。 

KAM 定理 的 一 般 证 明 需 要 选择 极 小 的 * 值 以 保证 对 于 … 个 
给 定 的 共振 ， 扰 动 幅度 * 吾 ;= 足够 小 。 , 

综 上 所 述 ， 对 于 二 自由 度 的 保守 稳定 莫 amilton 系统 ， 
KAM 定理 可 以 简单 地 表述 成 如 下 形式 。 | 

定理 ”如果 二 自由 度 的 保守 稳定 Hamilton 系统 的 频 闪 的 
Jacobi 适 隆 行列 式 不 为 零 ， 即 


(8.7.29) 


Ow1 Qo1 

Os oJ]: Of: 

07 |= 二 天 0 (8.7.30) 
a7, 0 六 | 
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那么 其 频率 比 th 是 充分 无 理性 ， 使 得 


区 《7?Ks>0) 一 "07 (8.7.31) 


wa 


成 立 的 环 面 《这 里 > 和 s 是 五 质 整 数 )， 在 se 1 的 限制 FF， 经 
扰动 * 五 : 后 仍 是 稳定 的 。 


8.7.2 有 理 旋 转 数 和 Poincaré-Birkhoff 定理 


我 们 继续 考察 受 扰 招 上 映射。 已 经 看 到 ， 当 无 理 数 申 面 忠 有 再 
数 a 二 Yis 足够 远 时 ，KANM 定 琴 告诉 我 们 曲面 将 保持 其 拓扑 结 
构 ， 只 是 由 未 受 掩 的 曲面 略 加 变形 。 但是， 对 于 有 理 数 昌 面 
=7/S 及 其 邻 域 ，KAM 定理 不 成 立 . 下 图 计 论 旋转 数 0 =:@,/w2 
为 有 理 数 的 情形 。 我 们 将 会 看 到 在 这 种 情况 下 ， 原 先 的 环 苞 将 会 
分 解 为 越 末 越 小 的 环 面 ， 依 据 KKAM 定理 这 些 新 产生 的 环 而 中 有 
一 些 是 稳定 的 : | 运动 是 混沌 的 。 
1. Poincaré-Birkhoff 定理 :'" 
泛 虑 气 映 射 7 ， 对 于 频率 比 为 有 理 数 2(J,)=+/s， 半 径 为 
的 关上 的 每 一 点 8; 将 是 六 的 一 个 固定 点 ， 即 周期 为 s 的 映射 
的 固定 点 。 这 是 因为 
ad y (8.7.32) 
A Ot 2 Ss + 2 
如 果 五 * 受到 小 扰动 * 玉 ,， 则 家 映射 成 为 受 扰 扭 映射 
Yatri= Tat ef (Tz,0% > Am . 
Bnr1—=0r +2To( Ts) + eg( Ts, bs ,= wl() eo 
根据 Liouville 定理 ， 喘 射 工 , 是 保 面 积 的 。 对 于 了, 来 说， 其 固 
定点 有 什么 特点 ， 下 面 的 Poincar6-Birkhoft 定理 给 出 答案 。 
Poincaré-Birkhoff 定理 ”对 于 受 扰 扭 映 射 T;， 具有 5s 的 
偶数 滋 积 个 ， 即 2 Rs 《R 一 1 2 ) 个 固定 点 。 
这 个 定理 很 容易 证 明 ， 下 面 我 们 用 图 对 证 明 做 一 个 概述 。 为 
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了 确定 起 见 ， 假 设 «(站 随 着 的 增加 而 增加 ( 硬 弹 筑 )。 

考虑 两 个 加 C, 和 人 ~-， 处 在 它们 之 间 的 贺 是 C， 在 其 上 = 
+/S， 而 在 圆 C, 上 90>Y/s， 在 加 CC- 上 a<r?/s。 因 此 人 映射 Ci: 
逆 寺 针 转 ，C- 顺 时 针 转 ， 而 CC 则 不 动 。 


图 8.17 2* 和 7T? 对 Ce 和 C- 的 作用 


在 受 扰 扭 映射 了: 下， 和 如果。 足够 小 ， 则 这 种 扭 转 性 质 仍 将 
保持 。 因 此 ， 在 任何 一 条 从 0 开始 的 半径 土 必 定 有 一 点 ， 它 的 角 
毕 标 经 过 受 扰 握 贞 射 了 后 保持 不 变 ， a 射 的 点 
组 成 了 一 条 接近 C 的 曲线 民 ,。 


《6) 


38.18 () 被 沿 径 向 映射 的 点 六 和 其 象 点 了 Ti(R,) 有 曲线 、(4) 交 普 出 现 的 
7T3? 的 糙 圆 和 双 曲 固定 点 
曲线 尺 , 以 及 其 象 点 组 成 的 曲线 了:(R,) 和 如 图 38.18 (a) 所 示 。 
考虑 到 映射 的 保 面 积 特性 ,这 两 条 曲线 包 图 的 面积 必须 相等 ,而 这 
员 有 在 两 条 岗 线 相交 偶数 次 时 才 可 能 。 这 偶数 个 交点 当 肢 代 8 次 
后 仍 回 到 原先 的 位 置 ， 因 此 它们 是 映射 Ti(R,) 的 固定 点 所 
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以 ， 对 偶数 次 相交 ， 必 有 2 ks 个 这 样 的 点 ， 这 些 点 被 称 作 Poi- 
ncare-Birkhoff 固定 点 。Poincaré-Birkhoff 定理 没有 对 整数 下 
的 值 作 说 明 ， 一 般 到 天 = 1 。 继 续 的 现 察 可 以 看 到 共有 两 种 形式 
的 夯 定 点 ， 即 椭圆 点 和 双 曲 点 ， 它 们 交替 出 现 。 规 则 相 轨 迹 环 绕 
椭 攻 国定 点 ， 击 分 界线 则 联接 双 曲 点 。 对 于 小 扰动 ， 淡 振 曲 线 上 
交替 出 现 的 顶 图 和 双 曲 奇异 点 是 系统 的 一 般 特 性 。 这 表明 原先 的 
具有 有 到 频率 的 环 面 在 扰动 下 并 没有 完全 破坏 ， 还 和 哥 留 了 偶数 个 
国定 点 。 

2 椭圆 点 

通过 向 固定 在 桶 圆 奇 点 的 坐 级 系 的 变 换 ， 我 们 已 在 $ 8.5 中 
发 现 过 在 相 平面 中 有 秩序 的 相继 更 小 的 规则 运动 区 域 。 实 际 上 ， 
关于 一 个 固定 点 邻 域 的 椭圆 轨道 的 详细 研究 可 以 发 现 一 组 高 阶 共 
振 ， 或 固定 点 。 它 们 有 着 自己 的 运动 ， 这 些 运动 和 以 前 分 析 的 运 
动 完 全 租 侯 ， 只 是 运动 发 生 在 更 细微 的 范围 内 。 如 果 从 可 积 系 统 
到 受 扰 系统 的 扰动 很 小 ， 则 大 部 分 空间 中 充满 和 可 积 曲线 拓扑 相 
似 的 玫 A 及 曲线 。 在 剩余 的 围绕 着 贿 圆 固定 点 的 拓扑 形态 被 改变 
的 空间 区 域 ， 新 的 更 小 的 有 KAM 曲线 存在 ， 它 们 填充 了 更 大 部 分 
的 剩 佘 空间。 但 是 ， 整 个 空间 是 否 充满 着 在 越 来 越 小 的 范围 内 越 
来 越 复 杂 的 用 AM 曲线 ， 直 到 随 着 扰动 的 增加 而 破坏 整个 结构 使 
之 成 为 混沌 呢 ? 不 会 的 。 混 学 区域 一 般 在 分 界线 的 邻 域内 〈 双 则 
奇 点 )， 并 且 这 些 混 汪 区 域 随 着 扰动 幅度 的 增加 而 增 大 。 

综 上 所 述 ， 包 围 着 椭圆 固定 点 的 一 些 环 面 根据 KA&M 定理 是 
稳定 的 ， 而 男 -~ 些 依 据 Poincaré-Birkhoff 定理 可 以 分 和 解 成 更 小 
的 环 面 。 这 一 方法 可 以 不 断 重复 。 也 就 是 说 ， 这 些 更 小 环 面 中 的 
一 些 环 面 根据 KAM 定理 也 是 稳定 的 ， 而 另 -一 些 环 面 依 据 Poi- 
ncaré-Birkhoft 定理 分 解 成 更 为 小 的 环 面 。 如 此 不 断 重 复 ， 使 
出 现 了 图 8.19 给 出 的 自 相似 结构 。 

3， 双 上 曲 点 、 

在 双 项 疝 点 ， 四 条 则 线 相交 ， 即 两 条 进来 的 分 界 线 加 述 态 * 
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图 8,19 ”具有 有 球 数 频率 比 的 于 后 退化 为 起 来 越 小 的 环 面 。 新 产生 的 丁 喇 
利 双 曲 固定 点 的 图 形 表 现 出 白 柏 侯 性 
和 两 条 出 去 的 分 界线 轨迹 五 -。 矿 "上 的 一 点 x 经 过 重复 的 变换 
7T"*x， 并 且 mn 趋 于 无 穷 天 ， 将 使 x 被 映射 到 奇 点 。 而 当 z 在 共 
上 上 时， 如 J 闻 逆 变 换 Hm7 "x 将 过 变换 到 奇 点 .因为 分 界线 上 轨 迹 的 


周期 是 无穷 大 ， 因 而 x 向 奇异 点 的 运动 当 接 近 双 曲 点 时 十 分 慢 。 

在 接近 双 曲 点 的 邻 域 里 ， 轨 迹 被 强迫 离开 双 曲 点 ， 这 和 绕 和 机 
圆 定 点 的 稳定 转动 形成 鲜明 对 比 。 

现在 来 考虑 同 侧 的 联接 相 邻 的 双 曲 背 点 的 分 界线 。 离 开 一 个 
双 曲 点 的 束 ” 曲线 与 到 达 男 一 个 双 曲 点 的 如 + 曲线 要 相交 ， a 
象 一 维 振子 那样 光 洪 地 联接 。 这 个 交点 称 作 同 窒 点， 因为 它 
了 在 拓扑 上 是 同样 的 进入 各 离开 双 昌 点 的 胃 迹 。 we 
点 ， 很 容易 证 明 还 有 无 穷 多 个 交点 ， 它 们 也 是 同 宿 点 。 这 是 外 于 
映射 了: 是 连续 的 ， 而 一 个 同 宿 点 不 是 固定 点 。 重 复 庶 用 他: 则 
可 以 产生 新 的 同 窒 点。 此外， 了 : 必须 应 用 无 穷 多 次 才能 沿 着 总 
到 达 双 曲 国定 点 ， 因 此 在 相 邻 的 双 曲 点 之 间 ， 共 有 无 穷 多 个 同 稍 
ie | 

这 种 非常 复杂 的 运动 可 以 通过 图 8.20 看 得 更 清 楚 一 些 。 
虚 双 曲 点 和 人 它 的 工 : 睦 射 。 如 ”和 瑟 " 轨迹 在 同 宿 点 zx 相交 ， 名 
了: 映射 为 新 的 交点 x ， 然 后 又 映 射 为 x”,*…。 这 里 x” 与 x > 
” 闻 的 距离 要 小 于 x 与 x 的 距离 。 因 为 由 交点 包围 的 面积 (图 中 
阴影 部 分 〉 由 于 了 Z; 的 保 面 积 性 必须 是 等 面积 的 ， 所 以 吾 ” 在 x” 
和 x’ 之 间 据 荡 的 幅度 要 大 于 在 x 和 = 间 振 荡 的 幅度 。 相 继 的 相 
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息 8.20 所 宿 卡 在 形成 近 分 界线 混 泪 区 域 的 效果 


次 越 来 越 接 过 ， 同 时 拔 荡 越 来 越 大 。 胃 道 在 同 洽 名 的 相交 表明 在 
这 些 点 天 AM 环 而 不 存在 ， 内 于 相应 的 轨迹 在 这 里 改变 了 其 拓扑 
结构 。 因 此 双 曲 点 鸳 域 的 运动 是 混 汪 的 。 仁 对 于 很 小 的 扰动 来 
说 ， 所 有 这 些 极其 复杂 的 性 态 只 出 现在 被 KAM 则 线 包 骨 的 相 空 
闻 区 域内 ， 就 象 图 8.20 所 示 的 那样 。 


8.7.3 非 线 性 映射 的 整体 描述 


现在 我 们 来 找 述 映射 的 完整 特性 ， 即 三 自 出 说 厢 合 非 线性 振 
子 的 截面 。 旁 虚 一 适度 的 指 合 项 ， 以 便 使 那些 没有 抱 合 时 的 为 
常数 的 赐 面 在 出 现 粒 合 后 仿 保 持 为 玉生 由 曲面。 具体 地 说 ， 我 们 
取 在 截面 中 的 振子 是 弱 弹 簧 类 型 ， 妈 qdo:rdam<0， 江 且 为 了 靖 
定 起 见 , 令 万 =0 处 =@uyf@os 二 1/X。 当 向 外 增加 上 时， 减 
小 ， 直 到 第 --* 组 重要 的 共振 在 or 一 oz74 处 出 现 ， 在 截面 里 给 出 
一 ' 个 四 个 岛 的 链 。 这 些 岛 轨 迹 的 计算 已 经 在 $8.5 中 给 出 过 。 根 
据 前 面 的 讨论 知道 ， 椭 辆 和 双 曲 固定 点 交 错 环 绕 着 不 变 的 了 曲 
面 ， 这 也 是 我 们 从 $8.5 的 展开 中 得 到 的 结论 。 在 接近 双 昌 点 
处 ， 同 窒 点 的 存在 积 计 了 混 汪 运动 区 域 被 具有 较 大 和 较 小 的 
KAM 曲面 包围 。 继 续 增 大 六 ,我 们 磁 到 另 一 组 重 要 的 共振 在 
名 i 二 245，。， 它 给 出 一 个 五 个 岛 的 链 。 随 着 六 的 继 续 增 大 ， 出 现 
六 个 岛 的 链 ， 七 个 岛 的 链 等 等 。 必 须 记 住 在 每 两 组 主要 共振 之 
间 ， 在 所 有 有 理 数 处 ， 还 存在 着 无 穷 多 个 中 等 的 共振 。 但 是 正如 
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在 § 8.5 中 看 到 的 ， 这 些 共振 共有 很 快 减 小 的 振幅 。 例 如 在 < = 
地 和 a 一 十 之 间 一 也 的 共振 ， 即 +=2，s 一 9。 由 式 (8.5.31) 
有 


区 再 :ji 
AJI~ la | (8.7.34) 
1 ep 
这 里 卫 ,,-; 是 近似 共振 谐 波 的 Fourier 系数 .在 $8.5 中 我 们 已 知 
Hi, (max) ~ f(A) (8.7.35) 


:其 中 了 ;是 普通 Bessel 函 数 。 因 此 3s =9 和 ss 一 5 岛 振动 的 振幅 
的 比 次 约 为 


AT(s/r=9/2) 2s) 和 
AJ{s/7=5) Lys(T) 

因此 ， 当 主 共 振 适 度 时 ， 相 应 的 ”的 更 高 阶 谐 波 十 分 小 。 

根据 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 本 出 映射 的 草图 (图 8.21)。 图 
中 实 线 代表 KAM 曲面 。 围 绕 着 椭 便 本 定点 的 实 线 可 以 用 $8.5 
中 的 长 期 摄 动 理论 作 近 似 计 算 。 对 于 接近 分 界线 的 轨迹 不 存在 
不 变量 ， 因 此 罗 迹 是 充满 整个 面积 的 。 这 样 的 轨迹 在 图 中 表示 为 
阴影 部 分 ， 它 包围 着 不 同 的 岛 链 ， 但 被 KAM 曲线 限制 在 .的 
偏 移 内 。 在 4 二 1/4 和 < =1/5 岛 链 间 存 在 着 x 二 2/9 很 小 的 ,但 
却 可 以 看 见 的 岛 链 。 当 然 还 有 其 它 基 本 的 分 数 岛 链 < 二 +/s 没 在 
图 上 表 出 ， 原 因 是 或 者 幅度 太 小 在 图 示范 围 内 难以 分 辨 ， 或 者 被 
从 入 图 中 阴影 区 域 而 给 出 完全 的 混沌 运动 。 

下 面 讨论 在 扩展 一 个 岛 链 中 的 单个 岛 时 会 出 现 的 情况 。 在 图 
8.21(2) 中 对 一 个 岛 链 中 的 单个 岛 进行 了 扩展 。 象 § 8.5 中 那样 ， 
首先 变换 到 新 的 变 量 了 ,91,，3 引 进 新 的 作用 量 


1 
Fa 日 1 (8.7.37) 


0.1 (8.7.36) 


相应 于 环绕 一 个 给 定 4 的 椭圆 奇 点 的 闭 曲 线 ， 这 将 把 此 岛 变 换 到 
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图 8.21 一 个 共有 相对 较 文 扰动 的 互 atnilton 系统 的 规则 和 随机 轨迹 
(a} 近 主要 固定 点 。(8} 近 二 阶 国定 点 的 扩展 图 ( 归 图 化 》 


一 个 单 狐 的 交心 加 集合。 然而， 围绕 固定 点 的 局 部 变换 与 大 频 的 

共振 产生 了 二 陀 岛 舞 ， 它 们 又 改变 了 这 些 新 的 图。 在 $ 8.5 中 我 

们 已 经 计算 过 这 些 二 阶 岛 。 定 性 地 说 ， 二 阶 岛 的 振幅 与 其 则 聊 之 
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比 相 对 一 阶 岛 链 来 阅 十 分 小 。 这 里 我 们 选择 的 还 是 相对 大 的 拢 动 
例子 。 对 于 十 分 小 的 一 阶 岛 链 来 说 ， 二 阶 岛 链 即使 在 扩大 以 后 亦 
看 不 见 。 也 就 是 说 对 这 种 尺度 来 说 ， 岛 的 宽度 不 可 分 状 ， 观 察 到 
的 是 相 邻 的 岛 共 振 的 整体 。 

我 们 可 以 通过 如 下 的 次 序 来 看 一 个 映射 ， 把 一 个 点 放 春 映射 
的 任何 地 方 ， 放 大 环绕 此 点 的 区 域 直到 整个 结构 可 以 看 见 。 对 王 
足够 小 的 对 可 积 系 统 的 挑动 ， 此 点 在 KAM 曲线 上 出 现 的 几率 很 
大 ， 尽 管 在 它 周 围 将 存在 接近 岛 链 的 混 汪 区 域 。 现 在 重复 上 述 步 
又 ， 将 一 个 点 随机 地 放 在 扩展 后 的 映 象 截面 上 ， 然 后 重复 扩展 直 
到 下 -- 阶 的 细节 在 其 郭 域 中 可 以 看 见 。 经 过 这 个 扩展 ,呈现 混 
沁 的 空间 更 少 ， 而 此 点 在 一 条 不 变量 曲线 上 出 现 的 可 能 性 增 大 。 
重复 这 样 的 步 难 ， 混 沌 区域 占 整个 空间 的 部 分 将 指数 性 碱 小 ，、 并 
用 点 菏 在 不 变 最 曲线 上 的 几率 按 指数 规律 趋 于 1 。 但 是 ， 在 任何 
一 次 这 样 的 步骤 中 ,点 都 具有 有 限 的 儿 素 落 在 混沌 区 域 。 一 旦 发 后 
这 种 情况 ， 我 们 就 有 可 能 扩展 混沌 区 域 直 到 它 充满 了 整个 可 观察 
的 区 域 ， 并 且 其 后 的 所 有 扩展 都 将 只 得 出 随机 罗 严 。 

综 上 所 述 。 如 果 我 们 对 相 空 间 里 环 面 上 的 可 积 系统 加 上 -- 企 
不 可 积 的 扰动 时 ， 依 赖 于 不 同 的 初始 条 件 ，%,/% 的 值 不 同 ， 于 
是 可 能 出 现 规 则 或 混沌 运动 的 结果 。 所 以 ， 任 意 小 的 初始 条 件 的 
变化 都 可 能 导致 完全 不 同 的 长 期 特性 。 

8.7.4 Arnold 扩散 

到 日 前 为 止 ， 我 们 只 讨论 了 两 个 自由 度 系 统 ， 对 它 米 说 二 维 
的 人 KAM 环 面 把 二 维 的 等 能 面 分 层 ， 把 其 划分 为 不 连通 的 区 域 。 
因此 ， 三 维 的 混沌 运动 被 KAM 藉 面 包围 着 ， 不 会 扩散 到 环 而 外 
面 去 。KAM 环 面 对 不 稳定 的 混沌 轨道 的 包围 ， 对 不 稳 定 的 混 沪 
运动 起 了 一 种 稳定 性 的 作用 。 混 沌 运动 在 相 空间 的 每 一 局 部 是 不 
稳定 的 ， 但 在 被 包围 在 KAM 环 面 内 这 一 意义 上 是 整体 稳定 的 。 

关于 二 自由 度 系统 的 用 AM 理论， 可 以 容易 弛 推广 到 三 自由 
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图 8.22 二 自白 度 系统 稳定 的 KAM 环 面 之 间 锌 分 毅 的 混 韦 加 道 。( 阴 影 部 
分 代表 混沌 轨道 ) 


度 以 及 三 个 以 上 自由 度 系 统 ， 只 是 在 后 一 种 情况 下 ， 玉 AM 环 面 
不 再 约束 混沌 轨道 了 ， 面 出 现 了 Arnold 扩散 现象 。 妈 自由 度 系 
统 的 相 空间 是 2 维 的， 等 能 面 是 2” 一 1 维 的 , 混沌 运动 占据 
的 空间 也 是 2% 一 1 维 的， 而 KAM 环 面 是 % 维 的 。2 维 的 环 证 
只 能 包围 为 + 工 维 的 空间 。 所 以 到 AM 环 面 能 约束 混沌 运动 的 条 


2n~1=n+1 (8.7,38) 
即 如 = 一 2 (8.7.39) 
当 % 尖 3 时 ， AM 环 面 不 再 能 限制 混沌 运动 的 扩 散 ， 这 种 扩散 
称 作 Arnold 扩散 。2 % 维 相 空 间 中 共振 面 是 2% 一 1 维 的 ， 它 与 


图 3,23 上 Arnold 扩散 
三 个 自 出 度 作用 空间 中 两 全 共振 面 的 相交 ， 使 得 裕一 个 共振 面向 另 一 个 共和 浴 
面 的 能 量 村 恒 和 运动 成 为 才能 


等 能 面 的 安 集 是 2 tx 一 1) 维 的 。 因 此 等 能 面 上 的 不 同 共 据 而 必 
然 互 相 相 交 ， 形 成 一 个 网 络 ， 称 为 Arnoid 网 络 、 共 振 面 邻 域 的 
混沌 运 动 就 沿 着 Arnoid 网 络 扩散 到 儿 乎 整个 等 能 面 上 上 。 因 此， 
对 本. 自由 庶 以 上 的 Hamilton 系统 来 说 ， 对 受 扰 运动 存在 的 
天 AM 不 灾 昌 环 上 间 并 不 能 保证 系统 过 动 的 稳定 性 。 因 为 暗 媳 的 混 
征 轨 道 并 没有 限制 在 无 限 接近 于 环 面 233。 


8.7.5 数值 例子 


我 们 给 出 一 个 Hamilton 系统 数值 计算 的 例子 。 不 可 积 的 
于 énon - Heiles 系统 的 aroilton 国 数 为 7 


H=:H.-+ eH=E (8.7.10) 
oy 
其 中 Hu= 计 (Bi+pD+ 二 (于 + 《8.7.41) 
1 a 
< 五: 一 01g2 一 本 93 (8.7.42) 


这 里 为 了 方便 起 见 ， 质 点 的 质量 已 归 一 化， 并 且 小 参数 。 由 能 县 
的 选择 来 确定 ， 即 ~。 对 于 不 赔 的 能 量 ， 数值 计算 的 结果 
可 参看 Gustavson 1966 年 绘 制 的 有 énon-Heiles 系 统 和 的 Poi- 
ncaré 映 象 图 和 站， 

数值 计算 表明 对 于 能 量 足 够 小 ， 截 面 的 交点 对 于 除了 接近 共 
振 以 外 几乎 所 有 初始 条 件 都 是 封闭 曲线 。 例 如 ， 瑟 =1724 和 
碧 一 1/12， 不 变量 曲线 在 截面 各 处 都 存在 ， 运 动 几 平 完 全 是 规则 . 
交 。 事 实 上 ， 除 了 这 些 不 变量 曲线 外 ， 非 常 薄 的 混沌 层 狗 密 地 分 
布 在 整个 截面 。 但 是 这 些 层 的 厚度 随 着 E 的 减 小 指数 福地 减 小 ， 
因此 对 于 EE=1,24 入 =1/12 这 样 很 小 的 五 值 ， 这 些 混沌 层 愉 
鼎 整 个 截面 面积 的 很 小 部分， 其 至 看 不 出 米 。 对 于 比较 大 的 初 
始 能 量 E 二 1:8， 则 是 规则 运动 和 混沌 运 动 共存 ， 即 有 不 变 电邮 
线 ， 又 有 明显 的 各 态 历经 轨道 ， 浑 证 海中 漂 着 一 些 规 则 岛 。 当 
一 176 时 ， 大 多 数 不 变 最 曲线 已 被 破坏 ， 运 动 几乎 全 是 随机 

-~ 776 一 


的 。 路 寺 所 有 点 代表 了 系统 的 一 条 轨迹 与 截面 的 交点 ， 显 然 其 大 
部 分 是 混 池 运动 ， 不 变量 虹 线 仅 占 极 小 部 分 。 

由 此 例 可 以 看 到 ， 随 着 扰动 的 增加 ， 系 统 由 局 部 混沌 疝 整体 
混沌 过 湾 。 


$8.8 历史 资料 


8.8.1 名 家 介绍 


V.T, Arnold (B.I. ADpHOomI》 {1937--) 苏联 数学 力学 
家 。 英 斯 科 炎 学 教授 ， 苏 联 科 学 院 院 士 。 他 在 现代 微分 几何 ， 微 
分 方程 以 及 现代 力学 等 许多 方面 都 有 杰出 贡献 。 其 代表 作为 《 常 
微分 方程 》(1974),& 常 微分 方程 续 论 一 一 常 微 分 方程 的 几 何方 
法 3 《1978)， 挫 太 《经 典 力学 的 数学 方法 》( 英 译 本 ，i978》 等 
等 。 前 两 本 眉 是 用 现代 大 范围 分 析 的 观点 益 述 常 微分 方程 基本 问 
题 的 磷 有 影响 的 著作 。 后 一 本 书 则 是 二 十 世纪 一 般 力 学 的 经 典 之 
作 ， 被 誉 为 经 典 力学 的 三 本 “圣经 ”之 一 。 

G.D. Birkhoft 《1884 一 1944) 美国 数学 家 。1896 年 到 
1902 年 就 读 于 芝加哥 的 Lewis 学 院 ，1905 年 在 哈佛 大 学 获 文 学 
士 学位，1907 年 在 芝加哥 大 学 获得 哲学 博士 学 位 ，1919 年 成 为 
哈佛 大 学 教授 。 他 是 当时 在 美国 和 全 世界 享有 辟 誉 的 著名 美国 数 
学 家 ，1925 年 当选 美国 数学 学 会 的 主席 。 他 对 数学 的 许多 方面 
都 有 杰出 贡献 。 代 表 作 为 《基础 几何 ”1940)，、4 动 力 系统 ?〈 修 
订 版 ，19860)。 他 的 工作 收集 在 由 美国 数学 学 会 编 的 3 卷 本 的 

4George David Birkhoff 数学 著作 集 》(1950)。 

入 ,日 .。KoxmMoropop (1903 一 、) 苏联 数学 家 。 毕 业 并 量 
长 期 托 教 于 莫斯科 大 学 ，1939 年 当选 苏联 科学 有 院 院 士 ， 是 《概率 
论 和 数理 统计 ) 杂志 的 主编 。 社 会 主义 劳动 英雄，1941 年 获 国 家 
奖金 ，1965 年 获 列宁 奖金 。 主 要 论著 有 《概率 论 的 基 本 概念 》 
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(1939)，《 函 数理 论 与 泛 孙 分 析 基 磺 》 (1972》 等 。 他 于 1954 年 
在 国际 数学 大 会 的 报告 4 动力 系统 和 经 典 力 学 的 一 般 理 沦 ?一 文中 
首次 提出 后 来 被 称 之 为 “下 AM 定理 ”的 此 名 定理 。 

丁 . 玫 . Moser (1928 一 ”) 美国 数学 力学 家 . 1928 年 7 月 4 
日 生 丁 德国 Kinigsberg。 毕 亚丁 哥 迁 椒 大 学 。 曾 在 纪 约 人 学 、 
麻 省 理工 学 院 等 校 任 数 学 教授 。 疾 国 科 学 院 院士 、 上 要 苦 作 有 
4 天 体力 学 讲座 y》〔 与 C. 工 . Siegei 合 昔 (1971)，4 动 力 系 统 的 
平 咎 和 随机 运动 y》 (1973)》 等 。 


8.8.2 关于 Hamilton 系统 的 混沌 


Hamilion 力学 的 混 沪 研究 起 因 于 人们 对 时 有 幅 空 参数 上 的 振 
子 以 及 吕 耦 合 据 了 的 动力 学 特性 的 深入 研究 。 它 是 非 线性 力学 迅 
速 发 展 并 在 科学 与 技术 各 领域 兵 丰 大 其 应 用 的 新 领域 。 龙 其 对 天 
体力 学 、 统 计 力 学 等 其 有 重大 影响 。 尽 管 其 基础 可 以 起 闻 到 上 世 
纪 Poincaré 等 人 试图 建立 的 行星 加 道 的 非 线 性 手动 理论 ， 但 大 
莉 的 数学 结果 友 都 是 本 世纪 60 年 伐 以 后 取得 的 。 珊 速 计算 机 的 
数值 模拟 推进 了 这 一 领域 的 研究 。 在 本 章 ， 我 们 仅 就 Hamiltnn 
系统 的 混 汪 理论 中 一 些 必 不 可 少 的 概念 ， 最 基本 的 … 些 研究 方法 
和 最 基础 的 理论 结果 进行 了 - : 些 概括 ， 作 为 进入 这 … 领 域 的 人 『 
知识 。 本 八 批 注意 力 集 中 于 研究 相 空 间 中 规则 运动 与 随机 运动 共 
存 的 情况， 我 们 知道 ， 贿 着 挑动 强度 * 的 增 大 ， 玉 AM 环 面 会 逐 
个 地 破 缺 ， 使 得 混沌 轨道 扩散 到 越 来 越 大 的 相 空 间 ， 这 种 从 局 部 
混 惩 向 整体 宴 征 的 过 滤 具 有 很 多 判 据 。 此 外 ， 在 整体 混沌 区 威 ， 
运动 的 研究 具有 本 质 的 区 别 ， 必 须 使 用 统计 学 的 研究 方法 等 等 。 
这 些 问 题 都 是 Harmilton 系统 混 池 理论 的 重要 内 容 ， 而 我 们 限于 
篇 幅 均 未 扣 及 。 证 兴 超 的 读者 可 参看 Lichtenberg 与 Lieberman 
合 著 的 《规则 与 随机 运动 ? 一 蔬 ， 这 是 该 方面 比较 完整 的 一 本 专 
著 。 本 局 术 涉及 的 一 些 其 它 的 研究 方法 如 ， Tie 振动 方法 ;超收 
钙 揽 动 方 法 ， 非 正 则 方法 ， 共 振 的 整体 排除 等 在 这 本 专著 中 前 有 
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习 题 


1。 和 落 虑 -质量 为 妃 的 质点 在 势能 
VO ar), (hk>0, o>0, :0) 
中 的 运动 。 试 证 明 系 统 的 能 号 和 作 几 六 有 关系 
EFE=F+27 kin (Fo=V ko ) 
并 让 此 推断 运动 的 频率 狸 汞 于 振 巾 ， 为 
名 = 9 kis 
此 外， 进一步 证 明 *+ 与 角 变 量 的 关系 为 
rh=F+ (CE: — hoy)''sing 
2。 或 求 … 质 和 为 六 的 质点 在 悦 期 性 势能 
VE = A MEVEALA) 
= AK, (FERY 
到 5 一 区 ) = 友人 他) 
中 转动 时 的 作用 - 闻 变 量 。 并 区 定 运动 频率 与 能 县 王 的 关系 。 
3。 试 求 具 有 Hamiiton 图 数 
1 


= 
HE l. i 
{ys, ») ee 2307 g 


的 线性 振子 存 扰动 
C43) SF 一 
《hy sf =s(gt+ dqgp)， 共 中 心 十 常数 
下 运动 的 … 阶 近似 解 。 
4。 考 虞 11amiiton 系统 
Htiyg, p,1) = 1 (g, p) + eH.(g, pp,1) 
其 中 太 , 是 保定 的 Tamilton 函数 ，s7 是 依赖 于 时 间 的 扰动 。 假 设 系统 的 
未 受 扰 运 动 已 知 为 
9= FO, Pt-H), pet0, DP,t™ i,) 
其 中 (8, 代表 = 时 的 状态 。 和 护 这 两 个 方程 看 作 是 依 环 于 时 间 的 正 对 
变换 ， 证 明 在 〈@, P》 表 示 中 的 Hamilton 函数 为 
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K(0, P,f) =eH(f (0, Pt 41), g(O, P, ft-10), A 


并 利用 报 动 法 解 系统 在 (2, P》 疙 示 中 的 方程 ， 由 此 证 明 在 (g, 2 表示 中 
运动 的 近似 解 为 


Hf HA_ BF AA 
g=f (QO, Po + Po BE a0o 


p=g(0u Post—t) +e( O08 .4 Og .64 


B00 BPs DP, wo 


其 中 
+t 
MAC Ps tyt0) = HCf Qos Pat’ 15), (Qo Pas 1’ ~ 40), 1 df? 
Ep 


沙 且 8) =Qos pl) = Po 。 
5. 试 证 明 ， 如 果 《9，f)》 满足 
6 =0(D) 0, = 5g(0), (Oat) 
其 中 at8》 是 8 的 周期 是 25 的 局 期 函数 ， 则 
[iD MDI Cte’) 
这 里 是 常数 ， 并 是 


MD 70 + 4 去 1 g (8) ab] 


并 利用 下 耐 刀 种 情况 加 以 直接 验证 
(a) w=eonst,, 2(8) =sind, 
《b) w=const,， 6) 是 周期 绷 数 。 
{cy =Tc，c 是 常数 ，&g(8) = cos8， 
限制 条 件 0<:<e -5 是 否 对 这 些 情形 是 必须 的 ? 
6。 质量 为 M 的 质点 在 如 下 的 势能 场 中 运动 
Vg) = L(erz"e -2er<9) 
共 中 上 式 的 a 是 正 的 当 数 。 如 果 4 很 慢 地 变 为 24， 证 本 运动 的 初始 频率 
与 终了 频率 的 差 是 


Ot — Wp = < 的 本 -2) 
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名 词 索引 


A 


太 ppell 方程 
Appell-deTaes 条 件 
Arnold 扩散 
Arnold 网 络 


摆动 

厂 述 蕊 术 力 

保守 系统 

闭 形式 

边界 

边缘 算 子 

变换 的 积 

变换 群 

标准 Hami'ton 国 数 
标准 映射 
Bo6rtrea-CTrekTog 情形 
Boltzmann-Hamel 方程 
Boltzmann “和 标记 号 


不 稳定 的 平衡 位 置 


参数 方程 
参数 约束 
Cartan 形式 
场 方法 


a 


193,563 
27,502 
774 
776 


708 
352 
256 
623 
636 
633 
43 生 
434 
?743 
7586 
281 
162,561 
36 
256 


365 
301 
637 
467 


超 正 则 
次 共振 
从 投影 


打击 冲 量 

了 ”Atenthert-Tagranmge 原理 
D’'Alembhert 原理 
单 面 约束 

单位 分 解 

等 时 变 分 

第 二 类 Ciuistotfel 符 导 
第 二 类 Iagranpt 方程 
第 二 类 约束 

第 一 积分 

第 一 类 Chiristoffel 符 号 
第 一 类 约束 

点 变换 

典型 沪 没 

定常 约束 

定向 流 形 

开 06poHpaBpoa 方程 
IonansueB 形式 
动力 学 逆 癌 题 

动 势 

度 最 张 苹 

对 称 变换 

对 偶 映 射 

多 余 坐 标 


二 阶 eros 形式 


393 


Taler 动力 学 方程 
uler--T.agrangc 体系 
Enler 情形 

Euler 算 予 


非 等 时 变 分 

非 定 常 非 完整 几何 
非 定常 几何 

非 定常 约束 

非 完整 系统 
非 党 整 约束 

非 线性 非 完 整 约束 
非 睛 由 系统 

分 界线 
Frobenins 定理 
复合 Poisson 括号 


Gali?ci 群 
Gaugs 上 硕 理 
洪 拓 
opsaues-Jansxtmariin 情形 
Topsqes 情形 
Grioli 情形 

图 定点 

光滑 分 布 

广义 标准 映射 
广义 Euler 算 子 
广 勾 惯性 方 
广义 加 速度 
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28 和 于 


284 


广义 iing 方程 
广义 离心 力 

广 必 力 

广义 Mac-Millan 方程 
广义 能 车 积分 

广 芯 ie!son 方程 
让 尺 iclsen 算 子 
广 光 Noether 定理 
广义 Poisson 条 件 
广 六 JartzbrTag 方程 
六 六 emos 函数 
广义 势 

广义 速 庆 

广 鞍 Yo'terra 方程 
广义 Whittaker 方程 
广 交 转 动 惯 性 力 
广义 人 玲 时 称 变换 
广义 坐标 

雪线 


XapnamoB 方程 

义 apraMona 情形 
Hamilton 国 数 
Hamiltton-Jacobi 定理 
Hamilton-Jacobi 方法 
Hamilton 估量 场 
Tami'ton 原理 
Hansdorff 空间 

恒 等 变换 
HEnon-IHeiles 系统 
Hertz-Fl61der 原则 


100,155 
62 

132 

13 

15+ 

411 
280 
493 

12 

6398 


2248 
28 和 于 
240 
449 
446 
638 
68,653 
598 


Hess 情形 

IIGlder 定 允 

化 零 正则 窑 换 

环 匹 

混合 型 的 eaop 方程 
遍 汪 


| 


Jaecohi-Painleve 书 ! 分 

Jaccni 形式 

基本 2 -形式 

基本 积分 曲线 

机 电 系 统 
积分 流 形 

积分 不 变 基 

儿 何 约 上 束 

加 速度 空间 不 位 移 

加 速度 能 其 

接触 变换 

接触 形式 

近 可 和 系统 

浸 新 不 变 显 

浸入 

浊 入 于 流 形 

经 典 TJagrange 基 系 

经 典 Nielsen 关系 

径 向 所 映射 

Jourdain 原理 

局 部 单 参数 群 
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i 


局 部 Haniitton 芯 量 场 639 


局 部 坐 妹 系 600 
绝对 导数 543 
绝对 积分 不 变 虹 510,64N 
绝对 厅 速 度 574 
K 
KANM 定理 758 
KAM 环 面 774 
并 集 597 
可 积 系统 751 
可 微 截 面 615 
可 微 链 | 632 
可 微 曲 线 603 
可 微观 射 603 
Killing 方程 684 
控制 参数 30+ 
Kosanencran 情形 274 
Kowalewski 傅 形 283 
扩充 相 空 间 702 
L 
Lagrangce-]Dirichlet 定理 256 
Iagrange 损 数 88 
Tagrango-Maxwell 方程 3353 
Iagrange-Poincaré 恒等式 676 
Iagranse 情形 274 
Lagrange 人 欠 基 场 658 
Tagrange 原理 76 
拉 回 映射 621 
Legenrlre 变换 657 
I.egcndre 族 变 换 665 


离散 拓扑 

Jie 导数 

Lie 括号 

李 华 中 定理 

理 殷 约束 

临界 点 

领域 

零 张 且 

流 

流 箱 

Tiouville 定理 
Iiouvillc 积分 不 变量 
工 iouv ille 情形 

JIAny ROK 次 义 下 渐 近 稳定 的 
JL#myHos 意义 下 稳定 的 
JIyppeé 耗 敬 函数 


XMac-alillan 方程 

Masgi 型 方程 

mB Appell- Jeraes 定 电 
m 阶 非 完整 约束 

mm 阶 准 速 庭 
Mangeron-Deleanr 形式 
Mathien 变换 

Maupertuis 形式 
Memepcxa 攻 方程 
母国 数 


内 积 
内 在 随机 性 
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一 -oo 


523 


B13 


441 


内 在 退化 742 


能 量 积分 103 
逆 变 分 量 537 
道 变换 骨 3 和 村 
省 变 转换 系数 540 
Nijielsen 方程 170 
XieTsen 算 子 56 
凝 周 导数 334 
效 固 偏 导 数 334 
扭 映射 753 
Noether 定理 483,645 
站 
偶然 退化 743 
了 
Pfaff 方程 组 627 
平凡 拓扑 sg7 
平衡 状态 流 形 268 
Peincare 一 Birkhoetf 定理 767 
Poincars 一 Cartan 积分 不 变量 526 
Poincaré 定理 520 
Poincaré 大 672 
Poincare 截面 | 706 
Poincaré 一 Von Zeipel 方法 ?722 
Poisson 定理 420 
Poisson 方程 272 
Poisson 括号 #16 
Q 
恰当 链 643 


a < 


darxptris 方程 
了 armxIrar 情形 
eareoa 方程 
eTaes 型 Dfaff 约束 系统 
嵌 人 

妨 人 和子 流 形 

强 导 数 
强 协 灾 投 分 
强 张 基 

切 从 

切 空间 

切 矢 其 


Riceci 非 完整 系数 
Riemann 短程 线 
Routh 方程 
Routh 国 数 


三 阶 人 eron 形式 
Schouten 一 Vranceanu 方程 
摄 动 理论 
射流 形 

生成 函数 
矢量 场 

事件 空间 

.首次 积分 
受 扰 扭 映射 

受 迪 控制 

受 扰 运动 

双 面 约束 


一 了 90 一 


146 ,402 
401 


1. 


双 曲 点 

何 服 约 来 
StacEcl 定理 
CTrerxmro3 情形 
Stokes 让 理 
速度 空 问 虚 位 移 
缩 碱 相 空间 
CycaoB 省 又 


问 有 是 
同 宿 点 
图 

图 册 
推 前 映射 
椭圆 点 
拓 四 空间 
换 扑 流 形 


Volterra 方程 
Bobpoamea 方程 
Vvuajanaovic 交换 关系 


外 导数 

外 积 

万 有 D’' Alembert 原理 
微分 流 形 

微分 同 耳 


全 呈 2 


微分 形式 
微分 约束 
未 扰 运 动 
Whittaker 方程 
Whittaker 国 数 
无 限 小 正则 变换 
稳定 的 平衡 位 置 


纤维 

缂 维 导 数 
线性 非 完整 约束 
相对 积分 不 变 其 
相对 拓 耻 

协 变 分 量 

协 变 转换 系数 
举 结 构 

举 流 形 

虚 流 形 

虚 位 移 
谨 位 移 原理 
旋转 数 

循环 积分 

循环 坐标 


淹没 

延 仲 张 量 
EpyrudH 函数 
一 阶 非 完整 约束 
余 分 布 

余 切 从 


a 92 一 


610,641 
598 
537 
540 
637 
6837 
与 73 


a 
< 


53 
752 
393 
393 


612 
57L 
374 

11 
628 
615 


余 切 空间 
约 化 系统 
约束 


约束 联 入 子 流 形 


张 量 从 
张 最 积 
止 交 变换 
正则 变换 
正则 变 景 
正则 点 
正则 方程 
正则 嵌入 


正则 嵌入 子 流 形 
专门 坐标 订 
淮 对 称 变 换 


淮 加 速 座 
谁 坐标 


谁 学 村 人 下 的 Jarmarraz 方程 


主 共 报 
主 频率 
主 振动 
转动 
自然 投影 
白 册 度 
自由 系统 


自由 正则 变换 


作用 积分 


作用 一 负 变 基 
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